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Synopsis 


There have been in recent years important progress in the research concerning the 
probabilistic interpretation of quantum mechanics, especially the dispute between Einstein. 
and Bohr. In order to demonstrate the wave particle duality and the complementarity 
principle, the *thought experiments" were used in textbooks on quantum mechanics. 

These *experiments" actually could not been realized in the physics laboratory. 
Thanks to break-through developments in the experimental methods in physics many of 
such experiments have already become reality in the laboratory. The fundamental theory 
of quantum mechanics has had many developments including the geometrical phase, the 
topological phase of wave functions, the boundary between quantum and classical 
mechanics, quantum mechanics on the macroscopic level and so on. Quantum information 
and quantum computing has evolved into a new rapidly developing field of study. It has 
strong impact on various branches of physics, especially the quantum mechanical state 
entanglement and decoherence, quantum measurements and others which serve as its 
basis, as well as cavity quantum electrodynamics and physics of cold quantum gas (Bose- 
Einstein condensation) which serve as its possible realization. The extension and depth of 
research in related directions are being broadened and deepen. We introduce the above 
mentioned developments in chapter 1— 7. 

Significant progress in the frontier research of various branches of physics has been 
achieved by making use of the insights and judgements originating from quantum 
mechanics. In chapters 8~10 we discuss developments in cavity quantum electrodynamics, 
quantum Hall effects and the Bose-Einstein condensation. 

Yang-Baxter system originated from the many-body problem in quantum mechanics 
and the eigenvalue problem in statistical models. It has developed into an important 
direction in mathematical physics. It is a successful theory in treating non-linear problems. 
In chapters 11 —12 we introduce the close connection between Yang-Baxter system and 
quantum mechanics, attempting to rely upon as much physics intuition as possible. 

This book is intended for people working in physics. It provides some guide for 
graduate students and upper class undergraduates of related disciplines in the transition 


Írom course study to active research. 
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写 这 本 书 的 缘起 ,可 以 追溯 到 1983 年 , 那 一 年 杨振宁 教授 在 美国 石 溪 纽 约 州立 大 学 开 
设 了 现代 物理 专题 十 二 讲 . 作者 葛 墨 林 曾 有 幸 听讲 ,受到 很 大 启发 . 杨 先生 强调 物理 学 研究 
课题 会 涉及 不 同 的 分 支 学 科 , 问 题 的 解决 也 需要 融合 各 方面 的 知识 . 研究生 在 学 习 中 应 该 广 
泛 注意 物理 学 各 方面 出 现 的 新 的 概念 、 进 展 及 其 联系 ， 

1986 年 杨振宁 教授 应 中 国 科技 大 学 研究 生 院 邀请 ,在 北京 以 “相位 与 近代 物理 ”为 题 做 
了 9 次 学 术 报 告 . 内 容 涉 及 近代 物理 中 很 多 重要 概念 的 萌芽 发展 和 确立 ,不 仅 深 刻 阐明 它 
们 的 理论 内 涵 , 还 介绍 了 澄清 概念 的 关键 实验 . 杨 先生 在 每 次 报告 之 后 ,都 要 和 各 单位 的 研 
究 生 代表 共 进 工作 午餐 ,进行 无 掏 东 的 座谈 . 在 讲座 、 报 告 及 座谈 中 杨 先生 对 青年 的 工作 、 学 
习 都 给 予 了 热情 的 关心 和 指导 . 他 再 三 强调 青年 不 仅 要 从 事 当 前 的 课题 研究 ,关心 自己 从 事 
的 研究 方向 ,而 且 要 关心 物理 学 各 方面 出 现 的 一 些 新 概念 的 发 展 ,注意 有 关 期 刊 上 的 报道 . 
作者 张 礼 听 了 全 部 讲座 , 深 为 杨 先生 严格 精辟 的 报告 和 他 对 青年 的 关怀 所 折服 . 以 后 作者 二 
人 谈 到 分 别 听课 的 经 历 , 有 强烈 的 共识 ,决心 要 在 各 自 的 工作 中 实践 杨 先 生 的 思想 ,并 且 决 
定 合作 写 一 本 《量子 力学 的 前 沿 问 题 》. 

近年 来 物理 学 的 许多 新 进展 都 与 量子 力学 中 的 一 些 概 念 发 展 有 关 , 可 以 从 量子 力学 基 
础 理论 找到 根源 .在 这 些 前 沿 领域 中 的 进展 同时 也 促进 了 量子 力学 理论 本 身 的 发 展 .在 量子 
力学 的 几率 诠释 上 存在 著名 的 爱 因 斯 坦 与 玻 尔 有 关 量 子 力 学 描述 是 否 完备 的 争论 .为 了 解 
决 这 个 争论 ,多 年 来 的 理论 与 实验 研究 已 经 取得 重要 进展 . 有 一 些 基 础 问题 ,例如 电子 通过 
双 狭 继 的 干涉 问题 ,从 在 经 典 物 理学 中 形成 的 真 观 出 发 ,理解 是 困难 的 .在 量子 力学 的 教科 
书 中 多 用 “想象 中 的 实验 ”来 解释 . 这些 实际 上 不 能 实现 的 实验 只 能 教 人 如 何 去 思 考 , 但 却 不 
能 很 令 人 信服 . 近年 来 实验 方法 的 惊人 发 展 使 得 想象 变 成 了 现实 . 一 系列 新 的 实验 使 得 许多 
概念 上 的 难点 得 到 澄清 . 在 当前 量子 力学 的 研究 领域 开辟 了 一 个 极 具 挑战 性 的 方向 一 一 量 
子 信 息 学 和 量子 计算 . 在 这 里 被 处 理 和 传递 的 信息 不 再 是 经 典 的 , 它 是 量子 态 的 全 加 . 这 是 
基础 科学 和 重大 科技 领域 密切 结合 的 又 一 个 例子 . 近年 来 量子 力学 波 函 数 的 几何 及 拓扑 相 
位 在 许多 问题 中 占据 了 主要 位 置 . 在 量子 力学 与 经 典 力学 界限 问题 以 及 介 观 与 宏观 体系 能 
体现 量子 相 于 性 质 等 方面 都 有 许多 进展 .上述 的 这 些 进展 使 人 们 对 量子 力学 的 本 质 和 基础 
加 深 了 认识 ,本 书 第 1 一 7 章 介 绍 了 这 些 内 容 . | 

在 物理 学 的 一 些 前 沿 领 域 ,研究 工作 所 得 到 的 结果 往往 需要 具有 润 察 力 的 分 析 . RRA 
物理 中 分 数量 子 霍 尔 效应 能 从 二 维 电子 集体 态 的 波 函数 出 发 加 以 解释 ,从 而 揭示 了 新 的 一 
种 量子 流体 的 存在 . 这 个 例子 说 明 量 子 力学 的 应 用 促进 物理 学 各 分 支 的 发 展 ,其 成 果 也 扩大 
了 量子 力学 的 用 武之 地 . AHS 8 一 10 章 选 择 了 腔 量 子 电 动力 学 、 量 子 霍 尔 效应 、 玻 色 - 爱 因 
斯 坦 凝聚 等 问题 展开 讨论 ， , 

杨振宁 -巴克 斯 特 系 统 是 处 理 多 体系 统 的 一 大 类 非 线 性 量子 可 积 模型 的 普遍 理论 . 30 
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年 来 的 进展 使 它 成 为 数学 物理 中 的 一 个 蓬勃 发 展 的 分 支 . 理论 物理 中 不 少 问题 ,包括 量子 力 
学 中 最 基础 的 氨 原 子 的 对 称 性 、 波 函数 相位 的 量子 化 等 问题 ,都 和 它 密切 相关 .本 书 第 11 一 
12 章 从 这 个 角度 对 它 做 了 初步 的 论述 . 

量子 力学 前 沿 的 研究 方向 和 课题 是 很 广泛 的 ,本 书 仅 涉及 了 其 中 部 分 重要 内 容 . 本 书 所 
讨论 的 问题 以 量子 力学 (包括 二 次 量子 化 ) 及 统计 物理 教程 的 知识 为 基础 . 对 超出 上 述 知 识 
范围 以 外 的 必要 理论 概念 ,本 书 有 和 较 系统 的 介绍 . 物理 学 各 分 支 之 间 有 着 极为 密切 的 联系 ， 
概念 .方法 往往 彼此 借鉴 、 移 植 . 对 一 个 问题 的 研究 也 往往 涉及 多 个 分 支 , 这 一 点 在 本 书 多 个 
章节 中 有 所 反映 .为 了 便于 读者 阅读 有 关 参 考 书籍 , 在 有 关 章 节 中 列 出 了 本 书 涉及 较 多 的 专 
著 或 会 议 文集 . 

本 书 读者 对 象 是 物理 学 工作 者 .在 国际 上 往往 通过 学 术 会 议 、 高 等 进修 班 或 讲座 的 出 版 
物 对 一 些 研究 前 沿 进行 较 系 统 的 报道 .这 些 书籍 或 会 议 记 录 专 业 性 很 强 ,水 平 也 较 高 ,对 初 
次 接触 这 些 内 容 的 工作 者 ,特别 是 研究 生 和 高 年 级 本 科 生 学 习 起 来 会 有 不 少 困难 . 本 书 希 望 
能 帮助 他 们 缩短 进入 研究 工作 的 过 程 . 

有 关 量 子 理论 的 书 ,公式 推导 要 占 相 当 篇 幅 . 本 书 在 推导 中 着 重 说 明 推 导 的 目的 性 、 采 
取 的 关键 步骤 以 及 必要 的 细节 ,以 期 读者 不 致 为 太 多 的 “可 以 证 明 ” 或 太 多 的 且 并 不 理解 的 
“显然 ?所 苦恼 . 物理 学 中 重要 概念 的 发 展 ,往往 有 一 个 过 程 ,有 的 过 程 甚 至 是 很 曲折 的 .许多 
概念 往往 在 物理 学 各 分 支出 现 ,它们 具有 同一 个 根源 . 本 书 尽量 不 只 用 定义 引入 概念 , 尽 可 
能 从 发 展 和 概念 的 相互 关系 上 做 必要 的 说 明 . 量子 力学 的 创立 与 初期 的 发 展 是 建立 在 实验 
基础 上 的 .近年 来 它 的 一 些 深刻 的 基础 概念 和 多 年 的 争论 都 经 过 许多 高 水 平 的 实验 所 澄清 
或 取得 更 为 深刻 的 认识 . 这些 实验 在 人 们 面前 打开 一 片 又 一 片 的 新 天 地 . 尽管 描述 实验 不 是 
我 们 的 所 长 ,但 还 是 努力 介绍 其 设计 构思 及 采用 方法 的 精妙 ,并 阐明 这 些 实验 对 深入 理解 理 
论 、 灌 清和 争论 问题 所 起 的 作用 和 意义 .希望 读者 能 了 解 到 现象 后 面 的 物理 实质 . 

本 书 第 1 章 至 第 10 章 由 张 礼 执笔 ,第 11 章 至 第 12 章 由 万 时 林 执笔 .作者 二 人 一 起 详 
细 讨 论 了 全 书 的 指导 思想 及 章节 编排 ,并 共同 审定 了 各 章 内 容 . 以 我 们 的 水 平和 能 力 , 要 想 
实现 本 书 设 定 的 目标 ,势必 捉襟见肘 ,会 有 不 少 缺 陷 和 错误 . 诚 忍 希望 各 位 专家 和 读者 提出 
批评 改进 意见 . 
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第 1 
波动 、 粒 于 二 重 性 ,并 协 原理 ,Bell 定理 及 有 关 实 验 


围绕 量子 力学 的 基本 原理 问题 自 1925 年 量子 力学 创建 起 一 直 存 在 争论 . 随 着 实验 工作 
和 理论 工作 水 平 的 不 断 提高 ,一些 具体 争议 解决 了 ,新 的 问题 又 提 了 出 来 ,争论 在 更 高 的 水 
平 上 进行 .在 研究 前 沿 上 不 断 出 现 新 的 成 果 . 

物质 的 波动 .粒子 二 重 性 是 量子 力学 的 基础 ,电子 和 中 子 在 晶体 上 的 衍射 早已 为 人 所 
知 . 1961 Æ C. Jönsson 做 了 电子 双 缝 (以 及 三 缝 、 四 缝 ) 衍 射 实 验 . 量子 力学 教程 中 为 了 讲 清 
概念 ,多 用 双 缝 衍射 为 例 说 明 . 在 双 缝 衍射 中 涉及 的 基本 概念 包括 : 中 电子 落 在 屏幕 上 ,是 
作为 粒子 个 别 落 下 的 . 应 该 能 演示 在 开始 时 电子 落 在 屏幕 上 如 夜空 随机 分 布 的 点 点 星体 , 然 
后 逐渐 显 出 干涉 条 纹 的 极 大 和 极 小 .条 纹 极 大 代表 落 在 该 处 电子 数目 最 多 ,而 这 个 几率 分 布 
是 由 波 函 数 确 定 的 .@Dirac 在 他 的 人 《量子 力学 原理 》 中 指出 ,电子 是 自己 和 自己 干涉 . 一 定 要 
允许 它 ( 即 一 个 电子 ) 从 两 个 颖 通过 才 会 有 干涉 发 生 . 在 实验 上 要 演示 这 一 点 ,要 创造 条 件 ， 
在 任何 时 间 只 能 有 一 个 电子 处 于 狭 颖 与 屏幕 之 间 . 在 20 世纪 80 年 代 末 期 以 前 要 达到 观察 
干涉 条 纹 的 积累 过 程 以 及 保证 在 仪器 中 只 能 存在 一 个 电子 的 条 件 是 困难 的 . 本 章 1. 1 节 介 
ZH BERI CA. Tonomura) 在 1989 年 所 做 的 满足 了 以 上 要 求 的 实验 . 

光 的 双 颖 实验 是 19 世纪 初 Thomas Young 首创 的 . 从 光 的 波动 性 讲 ,理解 是 很 直接 的 . 
但 如 果 从 二 重 性 的 观点 把 光 也 看 成 光子 时 ,理解 的 困难 和 上 面 讨论 到 的 电子 双 锋 实验 一 样 ， 
即 一 个 粒子 如 何 同时 通过 两 个 狭 锋 . 更 有 甚 者 ,常用 的 光源 ,包括 激光 器 在 内 ,都 属 " 经 典 光 
源 ”, 无 法 保证 在 一 个 光子 通过 仪器 时 没有 第 二 个 光子 存在 ,不 论 光源 是 多 么 弱 . 本 章 1.4 节 
介绍 的 单 光子 干涉 实验 (1986 年 ,Aspect) 是 企图 解决 与 经 典 光源 相 联 系 的 困难 的 . 

近年 来 出 现 的 “多 光子 干涉 学 ” ,实际 上 是 演示 一 对 关联 的 光子 自己 和 自己 的 干涉 现象 ， 
并 且 体 现 了 单 光子 干涉 与 双 光 子 干 涉 现象 不 能 并 存 , 这 些 都 加 深 对 量子 力学 的 理解 . 本 章 
1. 5 节 将 对 此 作出 介绍 . 

处 于 量子 力学 原理 的 争论 核心 的 还 是 并 协 原理 . 它 包括 若干 相互 联系 的 问题 . 电子 通过 
双 缝 能 发 生 干涉 ,因为 给 它 提供 了 两 条 路 径 的 选择 可 能 ,这 样 它 才 会 显示 波动 性 . 如 仍 开放 
两 条 颖 ,但 用 光 把 颖 照 亮 ,使 电子 通过 时 能 够 “看 见 ” 它 从 哪 一 个 缝 通过 一 一 使 它 显 出 粒子 
性 ,这 时 条 纹 便 会 消失 . 这 是 量子 力学 的 并 协 原理 预言 的 ,果真 如 此 吗 ? 这 在 书 上 被 称 为 “ 想 
象 中 的 实验 ”, 意 思 是 实际 上 是 没 法 做 的 实验 . 困难 在 于 , 光 和 电子 相互 作用 太 弱 . 即使 用 光 
照 亮 狭 颖 ,电子 通过 缝 时 虽 绝 大 多 数 是 通过 了 , 却 未 被 发 现 . 现在 , “想象 "已 变 成 了 现实 .如 
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果 用 原子 代替 电子 ,而 用 以 照 它 的 是 调谐 好 的 共振 光 , 这 样 相 互 作用 足够 强 以 至 原子 难以 漏 
网 (1995 年 , Pritchard) , 便 可 以 证 实 量子 力学 的 预言 . 用 光 驻 波 作 为 衍射 顶 进 行 的 原子 干涉 
仪 实验 (1998 4E , Rempe 等 人 ) 也 明确 对 此 给 予 验证 .我 们 在 1.2 节 介 绍 这 些 发 展 . 

另 一 个 有 关 的 问题 是 : 电子 显示 的 波动 性 为 什么 在 用 光照 它 时 会 遭 到 破坏 ? 过 去 的 标准 
解释 往往 是 ,如 果 要 观测 它 ,例如 用 光照 一 下 ,光子 在 它 上 面 散射 时 会 改变 它 的 动量 . 这 类 相互 
作用 是 无 法 控制 的 ,因为 光 散 射 是 概率 过 程 , 上 且 给 它 的 动量 也 是 有 一 个 分 布 的 . 在 一 些 情况 下 ， 
这 会 是 主要 原因 ,但 不 同情 况 也 会 有 不 同 机 制 . 例如 在 1. 2 节 中 Pritchard 实验 中 ,造成 干涉 损 
失 的 原因 是 光子 散射 造成 的 有 效 相 移 , 这 个 有 效 相 移 是 可 以 用 实验 控制 的 . 有 效 相 移 加 大 ,于 
涉 条 纹 对 比 度 减 小 . Rempe 实验 表明 ,路 径 与 原子 的 可 观察 性 质 ( 在 此 情况 下 是 原子 的 内 部 状 
AS) B^] SESE JF Db e Ac RS LEAL. 传统 的 解释 源 于 对 Heisenberg 不 确定 性 原理 的 物理 分 析 . 其 标 
准 译 法 是 “ 测 不 准 原理 ”. 是 不 是 不 测 就 可 以 准 呢 ? 本 章 1.6 节 将 介绍 的 量子 光学 中 微 脉 泽 实 
验 就 避免 了 这 种 “不 可 控制 的 相互 作用 ”, 而 是 通过 电子 与 光子 自由 度 的 关联 (缠绕 ) 而 导致 相 
TRA ; 同样 ,如 果 抹 去 这 个 关联 ,相干 就 会 恢复 .本章 的 1.6 节 量 子 涂 消 器 介绍 这 个 内 容 . 

Feynman 说 过 :“ 只 有 在 一 个 装置 中 无 法 在 物理 上 互相 区 分 的 状态 才能 于 涉 . ”分 兴 字 、 
王 力 军 和 Mandel 实验 表明 ,只 要 实验 不 提供 区 分 的 可 能 性 , 便 有 干涉 ,但 如 实验 提供 可 能 ， 
甚至 不 必 放 探测 器 去 实测 ,干涉 就 消失 了 (请 见 本 章 1. 5.4 4). 

有 一 种 说 法 ,量子 客体 如 何 表现 (例如 表现 波动 性 或 粒子 性 ) 关 键 在 于 它 如 何 “ 感 知 ” 测 量 
装置 的 情况 . 你 用 一 种 方法 , 它 根据 关于 装置 的 信息 决定 呈现 波动 性 或 粒子 性 . 1978 年 ]. A. 
Wheeler 提出 一 个 妙法 , 叫 “ 推 迟 选 择 实验 ”, 大 意 是 : 先 设 定好 条 件 , 等 客体 已 经 通过 了 设备 ( 即 
表现 已 经 确定 ) ,在 探测 它 之 前 ,再 突然 改变 条 件 , 看 结果 如 何 . 本 章 中 不 止 一 个 实验 涉及 推迟 选 
择 , 如 1.9 节 中 所 述 . 当然 ,客体 的 行为 只 和 最 终 的 实验 条 件 有 关 , 它 不 会 根据 信息 预 作 准备 . 

在 所 有 的 争论 中 , 显然 最 著名 的 是 A. Einstein 和 N. Bobr 的 争论 ,或 称 Einstein- 
Podolsky-Rosen( EPRO $Z. 对 于 量子 力学 对 微观 客体 性 质 做 出 的 实验 预言 ,早已 没有 什么 
异议 ,量子 力学 已 经 在 科学 和 工程 中 大 量 .广泛 地 应 用 ,并 且 很 成 功 . Einstein 的 挑战 是 , 量 
子 力 学 的 描述 是 不 完备 的 , 意 即 客体 的 性 质 比 量子 力学 能 描述 得 要 多 . 多 年 来 许多 研究 人 员 
打算 去 挖掘 这 种 潜藏 的 可 能 . 有 的 失败 于 不 能 自 洽 ,但 有 的 好 像 言 之 不 无 道理 . 这 后 面 一 类 
理论 的 一 个 共同 名 称 叫 “ 隐 变量 ?理论 ,也 有 的 叫 “ 定 域 实 在 性 ?理论 ,争辩 起 来 十 分 困难 . 
1965 年 J. S. Bell 提出 了 一 个 定理 : 定 域 实在 性 理论 如 果 要 和 量子 力学 做 出 同样 预言 , 它 就 
必然 要 满足 一 个 不 等 式 . 这 就 为 争论 提供 了 一 个 极 明晰 的 判 据 . 从 20 世纪 60 年 代 后 期 起 一 
大 批 实验 投入 了 不 等 式 的 验证 . 结果 愈 来 您 精确 地 验证 了 不 等 式 被 破坏 . 从 那 时 起 过 了 30 
多 年 ,争论 都 没有 停止 . 原因 是 任何 一 个 实验 几乎 不 可 能 没有 “漏洞 ”, 于 是 便 有 人 提出 异议 . 
近代 物理 学 的 实验 方法 的 确 使 人 叹服 ,目前 已 能 使 Bell 不 等 式 的 破坏 超过 了 100 个 标准 偏 
256. 这 还 不 算 完结 ,最 近 又 出 现 了 不 涉及 不 等 式 的 Bell 定理 ,用 实验 直接 反 驶 “ 定 域 实在 性 ” 
理论 . 这 些 将 在 本 章 1.7—1.10 节 讨 论 . 


1.1 电子 干涉 图 像 的 累积 


在 量子 力学 教科 书 中 常用 电子 双 缝 实验 说 明 电子 的 波动 性 . 在 实验 中 电子 通过 狭 链 落 
在 屏幕 上 ,逐个 被 探测 器 记录 ,星星 点 点 地 积累 起 来 的 电子 逐渐 形成 干涉 图 像 , 干 涉 图 像 是 


—— 
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因为 通过 两 个 狭 颖 的 波 姻 和 ys 警 加 而 形成 的 ,在 屏幕 上 的 强度 和 |y 十 ys1* 成 正比 .形成 
干涉 图 像 的 条 件 是 电子 的 de Broglie 波长 要 大 于 双 缝 距离 , 波 的 相干 长 度 要 大 于 两 条 干涉 
路 径 的 程 差 ,并 且 不 对 电子 通过 哪 一 个 狭 颖 进行 测量 . 如 进行 这 类 测量 (例如 在 一 个 狭 锋 附 
近 放 置 光 源 或 使 狭 缝 平面 自由 悬挂 ), 则 在 屏幕 上 记录 的 只 是 电子 通过 两 个 单 狭 缝 图像 的 
Fs Bl | ys |? + | ys |*. Feynman 指 出 :“ 这 是 绝对 不 能 用 任何 经 典 方式 解释 的 .在 其 中 包含 
了 量子 力学 的 核心 . “实际 上 它 包 含 了 唯一 的 奥秘 . "他 还 指出 :“ 这 个 实验 尚 没有 实际 进行 
过 ,因为 仪器 的 尺度 需 做 得 不 能 实现 地 小 . "原因 是 电子 束 能 量 必须 足够 单一 ,而 满足 要 求 的 
电子 束 能 量 就 显得 太 大 ,其 de Broglie 波长 就 比 双 缝 的 尺度 小 得 太 多 . 这 类 实验 被 称 为 " 想 
象 中 的 实验 ”2 , 书 中 的 实验 是 为 了 说 明 ( 而 非 证 实 ) 量 子 力学 的 基本 原理 . 

A. Zeilinger 扫 等 人 实现 了 中 子 于 涉 图 像 的 积累 形成 . 他 们 采用 相当 于 速度 为 200m/s 
的 极 冷 中 子 ,波长 为 2nm. 宽度 为 229m 和 23 um 的 两 个 狭 缝 ,间距 为 104pm. 探测 平面 在 狭 
颖 平面 下 游 5m 处 . 所 得 干涉 图 样 示 于 图 1. 1. 衍射 实 线 代表 理论 预言 (已 经 考虑 了 仪器 的 具 
体 条 件 ), 此 外 ,观测 到 的 中 子 强度 低 到 平均 2s 1 个 计数 . 实验 演示 了 显 出 波动 性 的 干涉 图 
样 实际 上 是 由 中 子 - -个 接 一 个 落 于 观测 平面 上 而 形成 的 ,而 且 在 中 子 单独 通过 仪器 时 是 自 
己 和 自己 十 涉 . 

为 了 克服 Feynman 提 到 的 实验 观测 的 困难 , 殿 村 等 人 ”用 配置 了 电子 双 棱镜 的 电子 显 
微 镜 和 位 置 灵 敏 电子 探测 系统 实现 了 电子 干涉 图 像 的 积累 . 电子 双 校 镜 的 工作 原理 如 
图 1. 2 所 示 , 双 棱镜 由 两 个 平行 接地 的 平板 电极 以 及 一 个 半径 为 a 的 细 丝 组 成 , 细 丝 与 平板 
距离 为 5, 细 丝 处 于 正 电势 . 静电 场 的 势 为 VCzyz), 人 射 波 为 Är. 在 有 电磁 场 ( 其 4 维 势 为 
A,) 存 在 时 的 波 函 数 清和 没有 电磁 场 的 波 函 数 的 关系 是 
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D thought experiment, 多 译 为 理想 实验 . 更 确切 地 应 译 为 想象 中 的 实验 ,因为 它们 曾 被 认为 是 不 可 能 实现 的 . 
中 ”请 参阅 本 书 第 3 章 3. 1 节 . 
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KE = exp(— X l'A, cpdr )o. CO. “ LD 


指数 上 的 积分 是 从 任 一 参考 点 积 至 6,6 与 7 均 为 4 维 时 空 坐 标 .4 维 势 在 此 处 只 有 标量 分 基 


二 V(rsz) ;而 势 V(z,z) 对 坐标 xz 是 对 称 的 ,因此 积分 为 


[Verde = [viz E ds _ Z [Vc ds, 


为 线 元 . 取 参 考点 为 zx 一 一 ce, 式 (1.1.1) 中 的 相 因 子 为 


^j. 


exp(— 


XE A SUBE BEBO FB UK PA 
y(r,z) = exp i( - 


"d. (1. 1. 2) 


电子 在 通过 时 受 力 基本 是 在 zz 方向 ,其 大 小 为 一 e ae K V 1E r—a 附近 展开 (zx 宇 a) 得 


Wira i= Vas ) Wie) 


X, 
=a 


对 于 icap Vie) VG 对 xc, 通过 双 棱 镜 的 电子 波 函数 是 
oe 


dr 
* EE. zl.) 
括 弧 中 第 二 项 与 工 无 关 , 归 结 为 只 与 z: 有 关 的 相 因 子 . ei mss 工 方向 的 动量 是 
Gg tJ — hk.) 


d(r,.z) = exp i(k. =j V(Ca,z')dz' 一 


fa( -e ) = far z- m =— fikis 
故 ERREUR s. br. Lx 
plzz) = exp i(&.z TF br + 4(z)), eL LA 


符号 “一 "适用 于 z>a, 符 号 "十 "适用 于 <a. FER CES PUES AA BU QE RC 
METES, = pikte) (e + ett), 
干涉 图 像 由 下 式 给 出 
| Cx 2) |? = 4cos'£,z. (1.1. 4) 


对 圆柱 状 细 丝 ,在 它 附 近 的 静电 势 为 
V(r,z) = V, 


此 处 V, 为 丝 上 的 电势 . 从 大 的 定义 式 可 得 
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从 实验 装置 的 参数 所 决定 的 干涉 条 纹 距离 —— 用 电子 光学 的 技术 ， 


可 以 在 电子 显微镜 的 像 平面 之 后 再 加 两 个 投影 透镜 将 条 纹 距离 7 000À CLÀ — 107  mD JC 
2 000 倍 , 达 到 1. 4mm, 再 采用 位 置 灵 敏 的 电子 记录 技术 . 电子 在 屏幕 上 的 累积 过 程 示 于 
图 1. 3. 实 验 中 电子 到 达 探 测 平 面 的 数目 约 为 10 个 /s, 从 电子 源 ( 场 发 射 尖端 ) 到 屏幕 的 距 


InC /2? + 2? /b) 
In(a/b) " 


k, = 


离 是 1.5m, 电 子 速度 是 1. 5 X 10* m/s. 如 电子 是 均匀 发 射 的 , 则 两 个 电子 间 的 平均 距离 是 
150km, 电 子 波 包 的 长 度 只 有 lum. 因此 同时 有 两 个 电子 位 于 棱镜 区 域 的 几率 极 小 , 波 包 重 
鸽 的 可 能 极 小 .实验 记录 20min 就 可 以 出 现 干涉 条 纹 , 最 初 电子 像 是 无 规则 地 出 现在 探测 
平面 各 处 ,在 电子 总 数 达 到 3 000 时 初步 呈现 出 条 纹 的 图 像 ,最 后 电子 总 数 达 到 70 000 时 清 
晰 可 见 5 个 条 纹 . 


图 1.3 BERR ERA. WAS). HRA MR 


这 个 实验 清楚 地 显示 了 电子 的 波 - 粒 二 重 性 . a PE AR, TH 
在 探测 器 中 电子 是 作为 定 域 的 粒子 记录 的 , 它 在 探测 平面 某 位 置 上 出 现 的 几率 由 式 (1. 1. 4) 
确定 . 

Feynman 进一步 分 析 , 如 果 用 光照 一 下 某 一 个 狭 缝 以便 判定 电子 是 否 从 这 个 狭 锋 通 
过 , 则 干涉 条 纹 就 不 会 产生 . 

定性 地 可 以 理解 如 下 : 在 狭 颖 平面 下 游 电子 波 函 数 为 


1 
= — (d, + nd. 
g * Y 


此 处 qu I g 分别 代表 通过 狭 颖 a MEAE b 的 波 . TATE ET J 和 内 在 屏幕 上 不 同 点 处 
的 相位 差 . 探测 电子 通过 情况 的 光子 在 两 波 之 一 上 散射 ,否则 就 得 不 到 电子 通过 的 信息 . 散射 
会 改变 qu 或 的 相位 ,而 改变 是 几率 性 的 . 因此 ,衍射 图 样 会 被 抹 匀 ,可 见 度 降低 甚至 消失 . 
这 个 实验 的 “想象 "程度 很 高 ,实际 上 能 实现 吗 ? 在 下 一 节 中 将 报道 实验 物理 学 家 是 如 
何 使 它 成 为 现实 的 ， 
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双 缝 实验 提供 的 关于 微观 世界 的 认识 是 和 经 典 物 理 的 图 画 完全 不 同 的 . 如 果 要 干涉 条 
纹 ( 波 动 性 质 显 露 ) ,那么 就 不 可 能 确定 电子 通过 的 是 哪个 狭 缝 . 如 果 要 判断 它 通 过 了 哪个 狂 
颖 (提供 有 关 路 径 的 信息 , 即 粒 子 性 质 显 露 ) ,干涉 条 纹 就 消失 . 这 个 认识 由 N. Bohr 在 1927 
年 总 结 为 并 协 原理 (互补 原理 ). 一 个 粒子 的 位 置 描述 和 动量 描述 可 以 看 作 是 量子 状态 的 互 
补 描 述 , 在 量子 力学 中 不 能 像 在 经 典 力学 中 那样 同时 用 这 两 个 力学 量 给 出 运动 轨迹 . Dirac 
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对 这 个 新 的 观点 表征 为 "导致 物理 学 家 的 世界 观 急剧 的 变化 ,也 许 是 迄今 发 生 的 最 大 的 变 
化 ”. N. Bohr 不 倦 地 通过 各 种 演讲 、 会 议 . 文 章 阐明 这 个 原理 是 微观 世界 的 现实 . 这 个 努力 
1 DIRK AY AE. 开始 时 反对 者 众多 ,其 中 最 具 权 威 的 是 A. Einstein( 参 阅 本 章 1.7 节 ). 可 
见 如 能 直接 在 实验 上 演示 它 的 正确 性 ,意义 是 十 分 重大 的 . 用 电子 或 中 子 干涉 仪 实现 
Feynman 这 个 想象 中 的 实验 ,困难 在 于 电子 及 中 子 和 光 的 相互 作用 都 很 弱 . D. Pritchard 领 
导 的 研究 组 在 MIT 用 原子 干涉 仪 实现 了 这 个 实验 外, 他 们 用 共振 光照 射 干涉 仪 中 的 原子 ， 
正 像 Feynman 指出 的 那样 ,如 果 光 子 的 散射 能 提供 散射 它 的 原子 在 干涉 仪 中 走 的 “ 哪 一 条 
路 径 ?”@ 的 信息 ,原子 的 波动 性 质 即 被 毁灭 ,而 表现 为 粒子 . 但 若 由 光子 散射 所 引起 的 两 条 原 
子 的 路 径 程 差 小 于 光 的 波长 的 一 半 , 因 而 散射 的 光子 不 能 提供 散射 原子 的 路 径 ,波动 性 质 就 
能 保留 . 这 个 研究 组 进一步 辨 明了 ,如 果 只 探测 散射 方向 在 一 定 窄 范 围 内 的 光子 ,失去 的 干 
涉 图 像 还 能 恢复 ,代价 是 这 些 散 射 光 子 并 不 能 提供 散射 原子 走 的 “ 哪 一 条 路 径 ” 的 信息 . 实验 
结果 明确 地 说 明 ,并 不 是 光子 散射 带 来 的 于 扰 本 身 毁 灭 了 波动 性 . 光子 散射 是 否 和 毁灭 波动 
性 ,在 于 它 是 否 提 供 原子 走 “ 哪 一 条 路 径 ” 的 信息 . 相干 的 损失 根源 不 在 于 光子 所 传递 的 动 
基 , 而 在 于 随机 的 相 移 . 这 点 将 在 下 面 详细 讨论 ,这 是 并 协 原理 十 分 直接 的 演示 . 

由 超声 惰性 气体 流 载 带 的 钠 原 子 ( 速 度 均匀 度 达 均 方 根 误 差 二 4%) 被 o^ 偏振 的 激光 泵 
浦 到 F-—2,m.—2 态 上 . 用 Stern-Gerlach 分 析 磁 体 证 实 , 泵 浦 率 达 95 96. 原子 束 经 两 个 狭 缝 
准 直 ,进入 由 三 个 光栅 (纳米 工艺 制造 ) 组 成 的 Mach-Zender 干涉 仪 .图 1.4 中 垂直 点 线 代表 
FEA L.S RABOCTR Ee Ba. 原子 在 干涉 仪 中 z=0 处 的 分 束 、z= 二 2L 处 的 复合 以 及 在 z= 二 2L 处 
的 反射 是 通过 在 光栅 上 的 透射 和 Bragg 反射 实现 的 ,原子 束 以 Bragg 角 人 射 在 第 一 光栅 上 . 
干涉 条 纹 由 NL1I 十 Ccos(&sz)] 给 出 . 此 处 k,—22z/A, A, 是 光栅 的 周期 ; N 是 平均 计数 率 ; C 
称 为 干涉 图 像 的 对 比 度 ,也 称 可 见 度 (visibility). 图 1. 5 是 实验 的 示意 图 .用 vcf 偏振 光 ( 光 子 
动量 k) 将 原子 共振 激发 到 F =3,m r =3 的 状态 . 共振 激发 保证 原子 与 光 的 强 相互 作用 是 
实现 这 个 “想象 中 实验 ”的 保证 . 原子 经 自发 辐射 动量 为 的 光子 退 激 回 基态 .未 经 激光 激 
发 的 原子 在 干涉 仪 中 的 路 径 由 虚线 (平行 四 边 形 ) 表 示 , 原 子 在 散射 光子 后 的 路 径 由 实 线 表 
AR. d 代表 在 光子 散射 处 干涉 仪 两 辟 间 的 距离 . 实验 中 干涉 条 纹 对 比 度 的 损失 将 用 d 的 函数 
衡量 . 


[^] 
入 射 东 | | k, | 
| 2L-z 


z 


ki 
o+ 偏 振 激光 激发 激光 
图 1.4 Mach-Zender 干涉 仪 中 原子 的 路 径 图 1.5 光子 散射 对 原子 干涉 的 影响 


令 A, 为 光栅 周期 .在 白 于 涉 条 纹 几 何 (white interference fringe geometry) 条 件 下 , 复 
合 光栅 起 条 纹 的 掩 膜 作 用 . 没有 光子 散射 时 在 复合 光栅 处 的 原子 波 函 数 是 


D XX which path 或 德 文 welcher Weg 已 成 了 描述 这 类 实验 的 专用 名 词 . 
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px) oc u Ge) + W(x) eet , 
此 处 w 和 us ERS REUS DEO ,ks = 77. 光子 散射 造成 的 影响 如 下 
(D 光子 动量 变化 为 Ak 一 后 一 后 , 它 的 工分 量 记 为 Aka. 原子 在 散射 光子 后 在 = 方向 的 
动量 变化 的 数值 也 是 Ak, 因此 干涉 图 像 的 包 络 线 在 zx 方向 的 移动 是 Az 一 全 <(2L 一 =), 此 


处 ky 是 原子 的 动量 , 它 和 原子 的 de Broglie 波长 MA 的 关系 是 ka =T. 


O 沿 干涉 仪 两 臂 的 原子 波 相 对 相 移 变化 Ag 一 AK. d— Ab.d. 重要 的 是 ,光子 散射 是 量 
子 过 程 , 因 此 Ak 是 有 几率 分 布 的 . 综合 这 两 项 影响 后 复合 光栅 处 原子 波 函 数 改 为 
NAE N O A E a Fui (x — Axe“, (1,2.1) 
如 果 观 测 所 有 的 原子 , 即 不 考虑 散射 光子 动量 kt 的 方向 ， REN eee 是 相应 不 同 
HE Ak. 的 干涉 条 纹 的 非 相 干 琶 加 : 


C' cont ty = [acak PCAR, )CcosCk Ey (1.2.2) 


此 处 P(Ak,) 是 横向 动量 传输 的 几率 分 布 , 它 由 偶 极 辐射 分 布 给 出 , 示 于 图 1.6 的 右上 方 . 动 
量 传输 为 0 相当 于 向 前 散射 ,为 2 ne 时 相当 于 向 后 散射 .动量 传输 平均 值 是 Ak, = hh. C 是 
无 激光 照射 时 干涉 条 纹 的 对 比 度 . O. 2.2) 表 明 于 涉 图 像 对 比 度 C VL GB ffi p HE d 的 
函数 是 动量 传输 分 布 函数 P(Ak) 的 Fourier 变换 的 大 小 及 辐 角 . 利用 实验 结果 将 使 用 激光 
时 测 得 的 条 纹 对 比 度 C 与 不 用 激光 时 的 对 比 度 C 之 比 ( 称 为 相对 对 比 度 ) 以 及 相 移 作为 d 
的 函数 绘 于 图 1. 6. 在 实验 中 共振 激发 激光 束 沿 = 轴 方 向 移动 ( 见 图 1. 5) 给 出 不 同 的 a 值 : 


d=. 车 d 一 0, 相 当 于 z 一 0, 即 激光 束 位 于 第 一 光栅 之 前 . MR BB. d<0 或 d 一 0 


但 很 小 时 ,光子 散射 对 原子 干涉 的 对 比 度 和 相位 没有 影响 . 对 Ak:d «n AB d 线性 增长 . 


n 


相对 对 比 及 


(b) s 


相 移 /rad 


acm 
0.0 0.5 1.0 PST 2.0 
dA 


图 1.6 相对 对 比 度 及 相 移 作为 d 的 函数 (X 是 激光 波长 ) 
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对 各 向 同性 散射 Ar 一 人 一 IO, 是 激发 激光 的 波长 ) ,Akd 一 2r 全 , 即 平均 相 角 随 d/A 线性 


增长 ,斜率 为 2x. 相应 地 ,相对 对 比 度 迅 速 下 降 . 图 中 虚 曲 线 对 应 单 光子 散射 的 理论 计算 , 实 
曲线 为 对 实验 点 的 最 佳 拟 合 . 此 处 考 虚 了 有 5% 原子 没有 吸收 光子 (未 被 泵 浦 激光 带 到 
F—2,m,—2 态 ) , 另 有 18%% 原 子 吸收 两 个 光子 的 实际 情况 . 对比 度 随 d 增加 而 急剧 下 降 , 到 
Ak.d x Bl daA/2 时 降 至 0. d 青 行 增加 时 相 角 从 0 开始 ,此 时 对 比 度 部 分 恢复 ,然后 再 随 
相 角 增加 而 减少 . 这 种 趋势 周期 性 重复 . 

有 了 以 上 结果 ,就 可 以 讨论 一 个 重要 问题 , 相干 损失 (或 称 去 相干 decoherence) 的 原因 
是 什么 ,或 把 问题 提 得 普遍 些 , 是 什么 机 制 使 得 并 协 原理 成 立 . 在 经 常 讨论 的 例子 中 ,例如 
Einstein 提出 的 自由 悬挂 的 双 甸 平面 ,或 Feynman 提出 的 用 光照 狭 缝 ,最终 都 是 
Heisenberg 的 动量 -位 置 不 确定 关系 破坏 了 相干 条 件 . 在 这 个 实验 中 ,很 自然 地 想到 光子 给 
予 原子 的 动量 传输 . 由 于 它 引 起 干涉 条 纹 在 x 方向 移动 以 致 最 终 把 明暗 抹 平 . 在 本 实验 中 
干涉 条 纹 包 络 线 的 移动 Ar 正 是 代表 这 个 效应 (Az 与 Ak, REE). 实验 的 实际 数值 Ar 相 
当 100—200 个 条 纹 , 它 的 变化 很 难说 明 条 纹 对 比 度 的 变化 . 相 移 Ag 最 多 只 相当 几 个 条 纹 . 
实际 上 , 当 激 光束 位 置 向 小 的 z 值 变化 时 ,对 给 定 的 k, Ar 有 所 增加 ,而 同时 当 z->0 时 , 相 
和 干 损失 和 相 移 同步 减 小 而 趋 于 0. 因此 光子 散射 造成 的 有 效 相 移 是 和 对 比 度 损失 直接 关 
联 的 . 

在 以 上 描述 的 实验 中 ,调整 第 三 个 光栅 (复合 处 的 光栅 ) 位 置 及 宽度 ,就 能 探测 从 光子 接 
受 了 不 同 动量 传输 的 原子 ,并 把 它们 与 光子 的 散射 方向 联系 起 来 . 实验 结果 示 于 图 1.7, 图 
中 工 代 表 基 本 上 是 光子 向 前 散射 , [ 相当 中 间 散 射 角 , 而 肝 基 本 是 向 后 散射 . 探测 器 接收 的 
Ak, 分 布 的 P;(Ak,)(i= 二 了 ,JT, 寻 ) 示 于 图 1.7 下 图 的 右上 方 , 虚 线 是 各 种 AR, 全 部 接收 的 
分 布 . 图 1.7 上 图 是 相对 对 比 度 , 下 图 是 相 移 . 实 线 是 根据 实验 具体 几何 条 件 计算 的 结果 , 虚 
线 是 对 全 部 原子 (不 对 Ak, 加 以 限制 ) 都 探测 的 计算 曲线 . 上 图 中 本 的 结果 和 工 差 别 不 大 ， 
未 在 图 中 画 出 . TT , 册 限 定 的 动量 传输 范围 是 和 相 移 曲线 的 斜率 相应 的 ,分 别 是 接近 于 
0,3r 和 4r. 从 上 图 看 出 对 比 度 的 下 降 比 测量 全 部 原子 时 要 慢 得 多 了 . 实际 上 当 d~a/2 时 
对 比 度 还 只 降 到 约 60%. 

这 个 结果 显示 出 ,测量 和 光子 散射 无 关联 和 有 关联 的 原子 结果 会 如 此 不 同 . 而 光 散 射 的 
条 件 和 结果 本 来 是 一 样 的 .被 原子 散射 的 光子 可 以 有 很 多 的 终 态 ki, 而 原子 也 有 很 多 与 
一 一 对 应 的 状态 . 散射 后 的 原子 -辐射 场 体系 实际 是 以 Schrödinger 缠绕 态 @ 表 示 的 . 原子 - 
辐射 场 体系 没有 耗 散 ,是 按照 Schrodinger 方程 演化 的 . 原子 的 相干 本 来 没有 被 消灭 ,只 是 
被 缠绕 在 为 数 众多 的 末 态 库 中 了 . 众多 未 态 按 一 定 几率 分 布 , 相 移 因 之 也 按 几率 分 布 , 总 的 
效果 就 把 干涉 条 纹 抹 平 了 . 一 旦 大 大 限制 末 态 的 数量 ,相干 就 会 在 一 定 程度 上 恢复 . 当然 可 
以 问 , 这 个 实验 直接 提供 了 走 “ 哪 一 条 路 径 ” 的 信息 了 吗 ? 原则 上 ,测量 散射 光子 的 可 以 
提供 相应 原子 的 路 径 , 在 这 个 实验 中 并 没有 实际 去 测 . 因此 ,只 要 实验 装置 的 安排 (起 决定 性 
的 是 光子 在 原子 上 的 散射 ) 提 供 走 “ 哪 一 条 路 径 ” 信 息 的 可 能 性 ,将 粒子 性 推 到 前 台 ,波动 性 


O 设 有 两 个 体系 A 和 F( 例 如 原子 与 辐射 场 ) ,发 生 相 互 作用 以 后 总 体系 的 状态 用 DAF, 表示 ,而 不 能 简单 地 用 一 


个 乘积 AF 表示 ,这 个 线性 组 合 被 Schrödinger H A“ 48 BEAR” (entangled state) ,他 说 :“ 编 绕 不 仪 是 县 子 力 学 的 特征 之 一 ， 
而 且 它 就 是 唯一 的 特征 ," 
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0.0 05 l 0 1.5 2.0 
dia 
图 1.7 探测 与 一 定 散射 方向 光子 相关 联 的 原子 时 干涉 的 相对 对 比 度 与 相 移 


就 退 降 了 . 关于 这 一 点 ,此 后 的 一 个 原子 于 涉 仪 实验 所 给 予 了 进一步 的 阐明 . 这 是 用 ”Rb 原 
子 束 作 的 “ 双 狭 锋 ? 实 验 , 只 不 过 衍射 栅 是 由 光 的 驻 波 所 构成 . 光 频 率 os 相对 于 原子 激发 态 


与 基态 能 级 差 AE 有 -一定 的 失 谐 A,A 一 wm 一 会 . 驻 波 波 节 与 波 腹 处 光 的 强度 I 不同 ,从 而 
对 原子 产生 “ 光 移 势 ”(light shift potential) U , U oc 


L” 在 原子 入射 角度 为 Bragg 角 时 ,这 个 周期 势 使 
原子 发 生 Bragg RH. 在 图 1. 8 PRP RA 以 
Bragg 角 人 射 , 光 驻 波 将 它 分 为 透射 束 C 与 Bragg 
反射 束 了 B ,调整 光 的 强度 可 以 使 驻 波 成 为 反射 率 为 
509589 4r RS. 经 自由 传播 时 间 t, ,两 束 到 达 第 二 个 
WE pet EL 2843 JE BE NI d, 它 相当 双 缝 的 距离 . 通过 第 
二 个 驻 波 时 束 召 分 为 也 (透射 ) 及 下 (反射 ), 东 C 分 
为 G( 透 射 ) 及 ECSCBD. 同方 向 的 原子 束 在 远 场 发 生 
干涉 形成 干涉 条 纹 . 由 于 人 射 束 与 分 东 器 并 不 垂直 ， 
故 干涉 条 纹 在 左右 包 络 线 下 并 不 对 称 , 左 峰 下 的 极 
大 对 应 右 峰 下 的 极 小 . 条 纹 间 的 距离 决定 于 原子 与 图 1.8 原子 干涉 仪 示意 图 
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驻 波 相互 作用 时 间 长 短 ( 可 以 用 光源 的 开 与 关 控 制 ) ,理论 值 与 实验 结果 符合 . 

有 关 “ 哪 一 条 路 径 ” 的 信息 可 以 储存 在 原子 的 内 部 状态 中 . 如 图 1. 9 所 示 ,”Rb 原子 激 
RE 5*Ps 以 1e) 代 表 , 基 态 5*Si; 有 两 个 超 精细 态 , 自 旋 分 别 为 F=2 与 二 3, 分 别 用 |2) 与 
13) 代 表 . 光 驻 波 频 率 wo 调 在 12) 一 1e) 与 13) 一 |e) 跃 迁 之 间 , 即 |2) 与 |) 跃迁 失 谐 参数 为 
fA A; «0 ii | 3) 45 | RIE KS CN IE A70, B. As 二 一 Az, 设 入 射 原子 处 于 12) 态 ,在 
它 到 达 第 一 个 分 束 器 以 前 先 经 过 微波 场 ,其 频率 wow SET 120 5 13» BE REE CER ATO . 脉冲 长 
短 调节 到 使 12) 与 13) 混 合 为 213) 十 |2). 当 这 束 原 子 遇 到 第 一 个 分 东 器 时 ,透射 束 没有 相 
移 , 而 在 Bragg 反射 束 中 ,作用 于 12) 的 光 移 势 为 负 , 相 当 于 在 光 密 介质 上 的 反射 ,将 有 相 移 
ns 作用 于 13) 的 光 移 势 为 正 , 没 有 相 移 . 因此 ,透射 束 为 13) 十 |2) ,反射 束 为 13) 一 12). 在 分 
束 器 之 后 两 束 分 离 . 再 经 过 一 个 频率 与 脉冲 长 短 都 与 前 一 个 相同 的 微波 场 , 透 射 束 变 为 |3， 
而 反射 束 变 为 |2). 这 样 , 走 “ 哪 一 条 路 径 ” 的 信息 便 被 巧妙 地 储存 在 原子 内 部 状态 中 了 . 这 两 
束 再 经 过 第 二 个 分 束 器 到 达 探 测 器 平面 时 ,就 看 不 到 干涉 条 纹 了 (图 1. 10). 这 时 在 探测 器 
平面 上 对 12) 与 13) 是 一 律 探测 而 不 加 区 别 的 , 即 实际 上 并 没有 去 测量 “ 哪 一 条 路 径 ” 的 信息 . 
但 只 要 这 种 信息 有 被 获取 的 潜在 可 能 性 ,于 涉 条 纹 就 不 再 出 现 . 当然 ,如 果 探 测 器 区 分 |2) 与 
13》 计数 率 曲 线形 状 仍 与 图 1. 10 所 示 的 相同 ,只 是 大 小 减 半 而 已 . 干涉 消失 的 原因 是 内 部 
自由 度 与 原子 质心 运动 的 缠绕 . 通过 第 二 个 分 束 器 后 的 波 函 数 是 ( 见 图 1. 8 及 图 1. 9) 

|J? ec— 4n? 69125 十 | 69132 -F 14s? 6912? Hg? 6913). 


|2 
[3242 


(a) (h) 
图 1.9 路 径 信息 存储 于 原子 内 部 状态 
GO Rb 党 子 简化 能 级 ; Cho 用 两 个 x/2 脉冲 微波 改变 康子 内 部 状态 


4 


计数 /ms 


位 置 /mm 


1,10 路 径 信息 存储 于 原子 内 部 状态 后 在 包 络 线 下 干涉 条 纹 消失 


”上 略 去 归 一 化 因子 ,本 小 节 以 下 推导 中 同 此 .关于 两 能 级 由 共振 电磁 场所 混合 问题 ,请 参阅 本 书 8.2 节 . 
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12) 在 Bragg 反射 时 相 移 x( 相 因子 er 一 一 1) 给 出 负 号 . 与 1yo) 直 积 的 |2) 反 射 一 次 给 出 负 
号 ,而 与 1%:) 直 积 的 12) 因 反射 两 次 给 出 正 号 . 在 远 场 处 左 方 包 络 线 下 (此 处 yr ,we 为 0) 的 
原子 位 置 (坐标 =) 分 布 是 
Pi(z) | yp lz) 1? +1 dele) |? — yn" GO e C2) 4213) — der C24 (22(3|2)5. 

上 式 右 侧 第 三 .四 项 是 干涉 项 ,但 由 于 |2) 与 13) 正 交 , 它 们 都 为 0 而 使 干涉 条 纹 消失 .有趣 的 
是 ,在 准备 有 关 路 径 的 信息 时 ,微波 场 会 给 原子 以 干扰 ,造成 它 动量 的 变化 Ap. ,但 计算 表 
明 5 ,在 探测 器 平面 上 它 造 成 原子 位 置 的 移动 是 Az 一 士 1onm. 和 条 纹 位 置 图 上 的 尺度 mm 
相 比 ,这 是 观察 不 到 的 . 干涉 粒子 与 探测 器 的 关联 (缠绕 ) 在 任何 “ 哪 一 条 路 径 ” 实 验 中 都 会 出 
现 . 在 Feynman 双 颖 衍射 中 用 光 显 微 镜 观察 粒子 或 Einstein 的 悬挂 反 冲 狭 颖 的 例子 中 ,这 
些 缠绕 本 来 都 是 存在 的 . 但 由 于 测量 路 径 所 带 来 的 动量 不 确定 性 正好 能 说 明和 干涉 条 纹 的 消 
A ,在 教科 书 中 便 把 它 作 为 唯一 的 原因 ,而 把 态 的 绰 绕 推 到 后 面 去 了 . 通过 Pritchard 研究 组 
的 实验 和 上 面 的 分 析 , 动 量 不 确定 性 都 不 能 说 明 条 纹 消失 ,就 凸显 了 状态 缠绕 为 其 根本 
原因 . 
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上 一 节 提 到 ,在 Einstein 和 Feynman 想象 中 的 实验 里 ,都 是 由 于 Heisenberg 动量 -位 置 
不 确定 关系 破坏 了 相干 ,从 而 使 并 协 原理 成 立 . M. O. Scully, B-G. Englert 和 H. Walther" 
则 想 出 一 个 绕 过 这 个 不 确定 关系 的 办 法 来 判断 走 “ 哪 一 条 路 径 ”. 他 们 的 想法 基于 量子 光学 
t Bk? (micromaser) 24 AR AY 3r MER. 一 个 处 于 长 寿命 激发 态 的 原子 在 通过 高 品质 的 微 脉 
泽 腔 时 ,会 发 射 光子 而 退 激 到 更 低 的 状态 上 . 这 种 利用 腔 的 条 件 大 大 提高 发 射 几率 的 现象 是 
“ 腔 量子 电动 力学 ?@ 的 研究 内 容 . 建议 的 实验 装置 如 图 1. 11 所 示 . 用 激光 将 Rb 原子 共振 激 
发 到 长 寿命 Rydberg 态 63p.;. 如 果 不 放置 微 脉 泽 腔 而 让 原子 通过 双 缝 ,在 双 颖 后面 床 子 的 
波 函 数 是 


gr) = law + ds (21 | afi (1.3.1) 


J2 
此 处 > 是 原子 的 质心 坐标 . 1a) 代 表 原 子 的 内 部 状态 63 pu. 在 屏幕 上 (坐标 R) 的 几率 密度 由 
pl? 给 出 : 


PO =| el*- SL di +l P+ e+e Ca | 2) 


= it I? Hl dn 1? + GI ge + ot gi I. (1. 3. 2) 


Ji 3& JLp 58 — 39 a. 微 脉 泽 腔 可 以 使 位 于 63pa* 态 的 原子 发 射 微波 光子 ( 约 21GH 2) 
而 跃迁 到 61d; GEX 5) xk 61d; GEA | o0. 设 腔 调谐 到 跃迁 |a) 一 15) ,原子 通过 后 发 射 
光子 ,可 以 从 哪 一 个 腔 中 出 现 光子 判断 原子 的 路 径 . 发 射 光子 后 原子 内 部 状态 发 生变 化 ,但 
质心 坐标 的 空间 波 函 数 不 变 号 . 由 于 发 射 光 子 ,原子 与 微 脉 泽 腔 的 状态 出 现 了 关联 . 原子 -用 


D 参阅 本 书 第 8 章 8.4 节 . 
名” 参 和 图 本 书 第 8 章 . 
全 ”不计 发 射 微波 光子 导致 的 原子 动量 变化 . 


12 第 1 章 波动 \ 粒 子 二 重 性 ,并 协 原 理 ,Bell 定理 及 有 关 实 验 


准 直 器 微 脉 译 
aie 
Li Jj 
jpg 
P(R) 
prp 
za 
平面 原子 波 
ROCHE 一 一 屏幕 上 有 干涉 条 纹 


---- 屏幕 上 无 干涉 条 纹 
图 1.11 通过 微 脉 泽 腕 的 双 缝 干涉 


体系 的 状态 是 
"o = loc | 1,0) -- (D 10:121 | 8), (1. 3. 3) 


此 处 1110;) 代 表 腔 1 有 1 个 光子 , 腔 2 没有 . 1011;) 可 类 推 .状态 (1. 3. 3) 与 式 (1. 3. 1) 根 本 不 
同 处 在 于 式 (1. 3. 3) 不 再 能 像 式 (1. 3. 1) 那 样 写成 原子 波 函 数 与 光子 自由 度 的 乘积 @ ,而 是 
Schrödinger 缠绕 态 . 计算 屏幕 上 的 几率 密度 ,得 


P(R)= SO di |? +1 ge 1? + pt pelli: | 0,122 4+ J 4n 0:12 | 11:02>]<b | b) 


- LU s I* +] ge |? Js (1. 3. 4) 


这 是 因为 |110;) 与 10,1;) 正 交 . 可 见 , 只 要 存在 判断 原子 走 “ 哪 一 条 路 径 ” 的 可 能 ,干涉 便 消 
失 了 ,根本 用 不 着 去 测量 ,这 里 Heisenberg 不 确定 关系 并 没有 发 挥 作用 .干涉 消失 是 原子 质 
心 波 函 数 和 光子 自由 度 的 关联 所 致 . 

从 以 上 的 讨论 和 1. 2 节 的 讨论 可 以 看 到 并 协 原理 得 以 实现 ,在 不 同 的 具体 情况 下 会 有 
不 同 的 机 制 . 1. 2 节 的 讨论 涉及 相干 的 部 分 恢复 问题 ,在 本 节 的 讨论 中 相干 的 消失 是 由 于 原 
子 与 光子 自由 度 产生 了 关联 .那么 如 果 能 抹 去 这 个 关联 . 相干 能 否 恢 复 ? 这 就 是 量子 涂 消费 
(the quantum eraser) 的 思想 .下面 讨论 的 是 一 个 原理 性 的 涂 消 器 ,实现 是 不 容易 的 . 考虑 
图 1. 12 中 的 原子 - 微 脉 泽 腔 系 统 . 两 个 腔 用 探测 器 - 光 闸 体系 隔 开 ,探测 器 初 态 是 它 的 基态 
lg) 如 果 它 吸收 了 一 个 光子 ,就 跃迁 到 激发 态 |e). 当 原 子 通过 了 双 颖 之 后 ,打开 光 阅 “符合 
条 件 ” 的 光子 遇 到 探测 器 就 被 吸收 ,两 个 腔 都 处 于 基态 . 此 时 “ 哪 一 个 路 径 ” 的 信息 就 被 抹 去 . 
重要 的 一 点 是 ,此 时 原子 已 通过 双 颖 ,打开 光疗 和 光子 被 吸收 是 不 可 能 在 物理 上 影响 原子 
的 @. 难道 相干 能 恢复 吗 ? 答案 是 肯定 的 ,但 需要 探测 器 有 一 种 特殊 性 质 . 光疗 打开 之 前 , 原 
子 - 腔 -探测 器 体系 的 波 函 数 是 


© AMO. 3. 1) 便 是 (gto HeD] a) o9). 
加 ”这 种 措施 称 为 “推迟 选择 "(delayed choice) ,参阅 1.9 节 . 
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por) = Ly Cr) 11102) + GO) 10:123] 16 I). (1.3.5) 
J2 
准 直 器 Qi a b 
i || |n 
N fe 
PRII a HE 
平面 原子 波 gu el 
i 
hE RE 涂 消 器 光子 
— 有 干涉 条 绞 =N 
-一 - EFREN -一 -无 


图 1.12 RAT RAB 


定义 原子 质心 波 函 数 的 对 称 态 p 和 反对 称 态 g- : 


"o = Flaw tn], (1. 3. 6) 
以 及 腔 辐 射 场 的 对 称 态 | 十 及 反对 称 态 | 一 ) 
1 
= SS 1,0, 0,12) A Cx. 712 
|+) V ) x: ] 


波 函 数 式 (1. 3. 5) 可 以 改写 作 
"o = z” ga | +e W I-11 4) Lgs (1. 3. 8) 
MRR AMF | +) 28 23 8 RE | 0 88 2C MEA 3T 2E SERRA RS 
变 为 
pr) = Flite Cr) | 0102) | 9 ty (01 | 9315. (1. 3. 9) 
第 一 项 来 自 原 (1. 3. 8) 式 中 的 光子 | 十 ) 被 吸收 , 变 为 无 光子 态 , 而 探测 器 被 激发 到 |e) 态 ,第 
二 项 没有 变化 . 如 果 只 求 屏幕 上 的 几率 密度 , 则 有 
PCR) = I| gy Q0 |? + g- R |] = 去 [| GR) |? QOO |], 0.3.10 
没有 干涉 条 纹 . 但 如 求 探 测 器 位 于 激发 态 时 屏幕 上 的 几率 密度 ,这 时 有 
PLR) = | y. R |? = A | 9 Q0 |? HL eR |? E Rel yt CR) 和 CR)]}， 1.3.10 


四 ”这 就 是 上 文 提 到 的 “特殊 性 质 ", IER DO E FE E DAT (Pe ROS DET 3E S ASTU — REST IS 
信息 ,并 不 是 提供 康子 从 哪 一 个 腔 通 过 的 信息 . 
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于 涉 条 纹 重 现 . 如 果 只 求 探 测 器 处 于 基态 时 屏幕 上 的 几率 密度 , 它 是 
P, (R) = I h (R) |? +1 p GO |? — Rel yi CR) ge CR)])， (1.3. 12) 


干涉 也 存在 . 由 于 干涉 项 与 式 (1. 3. 11) 相 比 符号 相反 ,可 以 称 它 为 “ 反 干 涉 条 纹 ”, 以 虚线 示 
于 图 1. 9(b). 如 果 不 理会 探测 器 的 状态 ,把 所 有 到 过 屏幕 的 原子 都 记录 下 来 ,就 有 


PCR) = P.(R)+ P; (R) = 2C pi (R |? +1 s Q0 15, 


MAC. 3. 100 56 4€ — FE. 探测 器 提供 量子 涂 消 的 机 会 . 如 在 确切 涂 消 的 情况 (探测 器 处 于 激 
发 态 ) 再 记录 屏幕 上 的 原子 , 则 干涉 条 纹 完全 恢复 ,当然 记录 的 粒子 总 数 减 半 . 

以 上 分 析 在 原理 上 确立 了 其 子 涂 消 器 的 可 能 性 . 相干 的 消失 在 于 形成 缠绕 态 . 如 能 设法 
取消 缠绕 ( 即 取 联合 几率 , 丢 开 了 式 (1. 3.9) 中 方 括 弧 中 的 第 二 项 ), 则 相干 恢复 . 重要 的 一 点 
是 ,探测 器 的 运作 是 在 原子 通过 双色 以 后 . 因此 原子 显示 波动 性 或 粒子 性 并 非 探 测 器 “ 打 招 
呼 " 的 结果 ,这 是 微观 系统 本 来 的 性 质 , 这 一 点 在 讨论 Bell 定理 时 还 会 再 次 遇 到 . 

以 上 描述 的 量子 涂 消 器 说 明 原 理 很 理想 ,但 真正 实现 起 来 是 困难 的 . 首先 实现 量子 涂 消 
器 的 是 乔 瑞 宇 的 研究 组 ,他们 使 用 了 双 光 子 干涉 .我们 将 在 1.6 节 讨 论 这 个 问题 . 

本 节 讨 论 的 问题 在 1993 年 的 一 次 会 议 上 曾 有 过 争论 

史 砚 华 等 人 在 2000 年 构成 了 “推迟 选择 ”的 量子 涂 消 器 ,我 们 在 1.6 节 中 再 讨论 这 个 装置 . 


1.4 单 光 子 干涉 实验 


Dirac 在 他 的 经 典 闭 作 《 量 子 力学 原理 }》 第 一 章 中 讨论 了 量子 力学 对 光子 干涉 的 描述 ， 
“每 个 光子 只 和 它 自己 干涉 ”, 多 年 来 有 许多 实验 企图 直接 演示 这 个 结论 . 他 们 用 不 同 的 干涉 
仪 , 用 减弱 的 光源 ,有 的 还 有 " 反 聚 束 装 置 *, 以 “保证 ?在 干涉 仪 中 同时 刻 只 能 有 一 个 光子 . 在 
实验 中 观察 到 干涉 条 纹 , 因 此 做 出 证 实 Dirac 论断 的 结论 . 20 世纪 80 年 代 对 光 的 统计 性 质 
中 的 非 经 典 效应 的 研究 发 展 ,对 这 个 看 来 无 懈 可 击 的 结论 提出 了 挑战 . 

A. Aspect, P. Grangier 和 G. Rogert!! 用 分 束 器 做 反 符 合 实验 ,原理 示 于 图 1. 13. 光源 
S 发 出 光 脉 冲 , 射 在 分 束 器 BS(beam splitter) E. 发 出 脉冲 的 同时 触发 器 对 计数 装置 开 一 个 
时 间 间 隔 为 w 的 窗口 .光电 倍增 管 PM, Al PM, 记录 在 透射 (t) 道 和 反射 (r) 道 中 的 计数 率 
N, 和 N.. 符合 计数 率 为 N. G Nv 为 脉冲 率 , 则 反射 透射 和 符合 计数 几率 分 别 为 


(1. 4. 1) 


图 1.13 检验 光源 单 光 子 发 射 的 装置 
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先 从 光 的 经 典 波动 描述 出 发 , 设 在 一 个 时 间 窗 口内 平均 光 强 为 i, 在 分 东 器 处 光 分 为 两 束 . 
4 a, 代表 分 束 器 透射 效率 和 透射 道 探测 器 效率 的 乘积 , 则 有 


P, = a, wi. 
类 似 地 ,有 
P, = awi, 
P. = c.a w^ i. 
对 许多 脉冲 (窗口 ) 做 系 综 平均 ,有 
P, = aw», 
. a,wii), 
P, = aa, wu (i*). 
据 Cauchy-Schwartz 不 等 式 , (i?) Si)’ ,有 
B.D, (1.4. 2) 
定义 
a= X (1.4.3) 
Ny Ny 
则 有 
ub ke (1. 4. 4) 


如 果 光 源 发 出 的 是 光子 , 则 这 个 装置 应 给 出 P. = 二 0, 因 为 光子 只 能 进入 一 个 道 , 反 射 道 或 透 
射 道 , 亦 即 a—0. 

Aspect 研究 组 用 光 二 极 管 进行 测量 . 减弱 的 光源 相当 于 1 个 计数 /1 000 脉冲 . 探测 器 
效率 约 为 10% ,相当 于 一 个 脉冲 只 有 0. 01 个 光子 .测量 结果 a 全 1, 这 说 明 一 般 光源 不 论 多 
么 弱 , 只 呈现 经 典 性 质 . 在 经 典 光 源 中 有 宏观 数量 的 原子 处 于 激发 态 , 可 能 有 若干 原子 同时 
发 射 光子 . 自发 发 射 是 随机 的 . 经 典 光 源 的 光子 发 射 统计 性 质 是 Poisson 分 布 . 不 论 光源 如 
何 弱 ( 即 发 射 两 个 光子 的 平均 闻 郧 时 间 如 何 长 ) ,一 个 光子 从 光源 发 出 ,立即 有 第 二 个 光子 发 
出 的 几率 是 有 限 的 , 即 不 为 0. 激光 也 属 经 典 光 源 . 用 经 典 光 源 所 进行 的 于 涉 实验 不 能 认为 
是 对 光子 只 能 和 自己 干涉 的 确切 证 明 . 这 个 证 明 必 须 用 非 经 典 光 源 , 即 o 值 要 比 1 小 得 很 多 
(由 于 窗口 w 有限 ,偶然 符合 使 a 不 能 严格 为 0). Aspect 研究 组 制 成 了 “ 单 原 子 发 射 光源 ”. 
用 激光 双 光 子 共振 激发 Ca 原子 束 , 到 Ap! S 态 , 它 级 联 发 射 两 个 光子 (相间 4. 7ns). 能 级 及 
跃迁 示 于 图 1. 14. 第 一 个 光子 可 用 于 触发 光子 探测 器 ,第 二 个 光子 进入 分 束 器 . 在 实验 条 件 
下 有 另 一 个 Ca 原子 同时 发 射 一 个 光子 并 也 进入 分 东 器 的 可 能 性 很 小 . 在 触发 率 为 
8800s TATE 5 个 小 时 ,得 出 的 结果 是 a 二 0. 18 士 0. 06, 与 最 小 经 典 值 c= 王 1 比 有 13 个 标 


准 偏差 . 4p! '!S, 

用 单 原子 发 射 光源 进行 了 干涉 实验 ,图 1. 15 是 干涉 仪 EA 
示意 图 . MZ, Tü MZ, 是 光电 倍增 管 ,虚线 代表 镀膜 的 分 束 4s4p IP, 
器 BS, 和 BS,. et oh HT RT VA a Ay HE. 光 a 


波 在 分 束 器 上 反射 的 一 东 和 透射 的 一 东 相 比 有 相 角 差 和 5 
x/2. 因此 如 果 两 疯长 度 相等 ,进入 MZ, 的 两 束 相差 为 0， 图 1.14 Ca 原子 辐射 级 联 ,用 于 
而 进入 MZ, 的 两 束 相 差 为 n 因此 MZ, 中 不 应 有 计数 . 当 单 原子 发 射 光源 
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两 辟 长 度 差 连 续 变 化 时 ,两 个 探测 器 中 计数 周期 变化 而 彼此 正好 反 相 . 结果 示 于 图 1. 16( 计 
数 时 间 15s/ 道 ). 光 程 差 用 通道 数 表 示 , 一 道 相当 于 4/50. 这 个 实验 相当 于 光源 参数 a= 
0. 18. 结果 表明 ,基本 上 同时 只 有 一 个 光子 处 于 干涉 装置 之 内 , 它 实现 了 自己 和 自己 的 干涉 . 


er 
3 bens 


MZ 计数 


MZ 计数 


图 1.16 MZ; f! MZ, 的 输出 计数 ,作为 光 程 差 的 范 数 


1.4.1 独立 光子 束 之 间 的 干涉 


一 束 光 在 分 束 器 上 分 为 两 个 分 量 , 它 们 此 后 重合 并 发 生 干 涉 . Dirac 强调 ,每 个 光子 只 
和 它 自己 干涉 ,两 个 不 同 光子 间 的 干涉 永 不 会 发 生 . 人 射 束 中 每 一 个 光子 都 分 为 两 个 分 量 . 
每 个 光子 最 终 都 和 它 自 己 干涉 , 即 它 的 两 个 分 量 间 发 生 干 涉 . Dirac 的 判断 没有 预言 .也 没有 
否定 两 个 独立 光子 是 否 干涉 ,或 两 个 独立 光束 相 重 登 时 是 否 干 涉 . 

A. T. Forrester, R. A. Gudmundsen 和 P. Q. Johnsont"! 进行 了 一 个 实验 ,他 们 观测 到 
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两 个 频率 稍 有 不 同 的 韭 相干 光 阵 列 的 拍 频 现 象 . 他 们 用 的 是 ”Heg 光源 的 546. lnm 谱 线 的 
两 个 Zeeman 分 量 , 这 两 个 分 量 显然 是 从 同一 光源 的 不 同 原子 发 射出 来 的 . 光 聚 焦 在 光阴 极 
上 ,被 击 出 的 电子 引 人 微 波 用 ,在 腔 中 测 出 电子 发 射 的 周期 性 . 由 于 不 同 谱 线 的 非 相 于 性 以 
及 光阴 极 上 不 同 地 点 拍 频 间 的 非 相干 性 ,测量 的 信号 与 噪声 比 极 低 , 仅 为 3X10“ .在 保持 
总 强度 为 常数 情况 下 采用 拍 频 的 光 调 制 ,信号 与 噪声 比 提高 到 2. 拍 频 现象 可 以 理解 为 干 
涉 , 因 为 这 个 现象 体现 了 电磁 场 交加 的 效应 : BH oh SON ih A IK Bo. R. Hanbury 
Brown 和 R. Q. Twiss 研究 了 星体 ( 热 光 源 ) 的 强度 涨 落 . 他 们 测量 了 两 个 探测 器 光电 流 
的 关联 函数 : 
GP (ri ots root) = CXIIG, ,OlIGn D), (1.4.5) 

此 处 4 是 作为 两 个 探测 器 间距 离 |r — rs | 函数 的 系 综 平均 . 他 们 得 到 有 趣 的 结果 : COR 
Ir — r| =0 处 呈现 极 大 值 ,并 且 在 |r; 一 r; | 增 大 时 逐渐 减 小 到 一 个 常数 值 . 在 GO 减 小 到 常 
数值 时 的 相应 |r 一 xr; | 就 是 星体 光 到 达 地 球 时 的 横向 相干 长 度 , 这 是 两 个 非 相 干 光源 间 的 
干涉 现象 ,作者 用 来 估计 星体 的 直径 . 从 量子 力学 的 观点 看 ,这 个 现象 是 一 种 选择 (光子 1 进 
入 探测 器 I ,光子 2 进入 探测 器 [[) 与 男 一 种 选择 (将 两 个 光子 交换 ) 间 的 干涉 . 

许多 研究 者 用 激光 束 进 行 研 究 , 发 现在 光束 经 过 高 度 减弱 之 后 仍 能 观察 到 干涉 现象 . 
R. L. Pfleeger 和 L. Mandel? R FH] T PAS fd sr PRE 06 S6 48 BO. 将 光束 减弱 到 一 个 光子 被 
记录 之 后 下 一 个 光子 才 被 光源 发 射出 来 的 程度 . 这 时 干涉 现象 仍 能 观察 到 . 由 于 每 一 轮 实验 
记录 的 光子 平均 数目 只 有 约 10 个 ,采用 了 光子 关联 技术 得 以 展示 干涉 现象 . 作者 测 得 了 关 
RAM. 对 上 述 这 些 实验 ,经 典 电磁 场 理论 得 出 的 结果 与 实验 完全 符合 ,甚至 在 光束 高 度 减 
弱 时 也 是 如 此 . 理由 是 ,对 Glauber zs [a2 = | |xj 电 ?光束 减弱 可 以 使 振幅 减 小 ,但 相位 不 受 影 
响 , 干 涉 的 相位 关系 维持 不 变 . H. Paul * 计算 了 强度 关联 函数 式 (1. 4. 5). 他 考虑 两 个 位 于 站 
与 rt 并 发 出 光子 k 5 k: 的 Hertz 偶 极 振子 . 光子 在 H r 处 进入 探测 器 ,得 到 的 结果 是 : 


G Cr, ots r,t) = 生产 at {1+ eos (ke — ki) Gra —Fq )] , (1. 4. 6) 


此 处 fée “AFH 3S E Hiei. a) = e 2 是 偶 极 振子 算 符 的 阻尼 因子 . 
GP Cr, sts rt 对 |r 一 天 | 的 依赖 通过 ko —k, 实现 ,假定 两 个 偶 极 子 间 的 距离 比 源 一 一 探 
测 器 距离 要 小 得 多 . 

当 我 们 研究 两 个 受 激 原 子 发 射 的 光子 干涉 时 ,情况 要 发 生变 化 . 这 时 电磁 场 不 再 能 用 
Glauber 态 的 密度 矩阵 描述 了 . 电磁 场 应 是 量子 化 的 ,光子 是 电磁 场 的 量子 . SEO OR 
表 在 (r,t) 电 磁场 的 正 ,、 负 频率 部 分 ,分 别 与 潭 灭 算 符 和 产生 算 符 相 配 . 干涉 由 以 下 强度 关联 
KB: 


Gy? Cr; 23 0254) = SE Cr, ,D Ej * n »t) E; (re Et GiD). (1.4. 7) 
pap 1,3771,2,3. 结果 得 到 
G Cr, ots fast) = 2f* a {1+ cos[ Ck; — ki) (rg — r1 >}. (1.4.8) 


将 式 (1.4.8) 与 式 (1.4.6) 比 较 , 可 以 看 出 经 典 理论 和 量子 理论 有 明显 差别 . ARGC? 的 可 能 
极 小 值 是 它 的 平均 值 的 1/2, 而 量子 理论 的 GO? 的 极 小 值 是 0. 量子 理论 给 出 的 关联 要 强 得 
多 . 如 Paul 所 指出 的 Be ,在 Glauber 相干 态 中 经 典 理论 与 量子 理论 的 等 价 性 是 由 于 光子 数 
不 确定 ,而 且 没 有 上 限 . 但 当 我 们 处 理 的 是 两 个 受 激 原 子 的 场 时 ,光子 数 是 有 限 的 . 在 此 情况 
下 经 典 理论 与 量子 理论 不 同 . 
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最 后 要 讨论 这 些 实验 是 否 和 Dirac 的 断言 矛盾 . L. Mandel"? 指出 它们 不 矛盾 . 实际 上 
确实 有 两 个 光子 被 记录 下 来 ,他 们 的 关联 和 相对 相位 有 关 , 即 观测 到 于 涉 现象 . 关键 之 处 在 
于 ,是 否 可 以 将 每 个 光子 和 两 个 原子 分 别 联 系 起 来 . 如 果 答 案 是 肯定 的 ,干涉 就 是 在 两 个 独 
立 光子 之 间 进 行 的 .但 实际 情况 恰恰 相反 . 由 光电 测量 记录 下 的 光子 排斥 了 确定 光子 动量 的 
可 能 性 ,也 就 排斥 了 将 光子 归于 两 个 原子 (或 两 束 光 ) 之 一 的 可 能 性 . Pfleeger 和 Mandel!" 
用 不 确定 性 关系 演示 了 这 个 结论 . 这 样 就 和 常规 的 干涉 学 一 样 , 每 个 光子 都 是 部 分 地 属于 一 
JR ,部 分 地 又 属于 另 一 东 , 而 自己 和 自己 于 涉 .每 个 记录 的 光子 是 由 两 束 建立 的 量子 化 电磁 
场 的 一 个 量子 , 它 不 属于 哪个 特定 的 束 ( 原 子 ) ,或 者 说 , 它 属于 两 个 束 ( 原 子 ). 两 个 原子 间 的 
干涉 现象 将 在 1. 5 节 进 一 步 讨 论 . Paul ZE[16 ]rP 8938 TE , “Dirac 关于 两 个 不 同 光 子 之 间 的 
干涉 永 不 会 发 生 的 论述 是 不 正确 的 ”是 不 合适 的 . 


1.5 多 粒子 干涉 学 


从 20 世纪 80 年 代 开 始 , 一 些 实验 室 利 用 激光 在 非 线 性 晶体 中 的 “下 转换 ”(down 
conversion) 产 生 一 对 光子 . 这 种 过 程 可 以 用 来 构成 “一 光子 缠绕 态 ”, 从 而 制 成 二 粒子 干涉 仪 . 
首先 提出 这 个 想法 的 是 M. A. Horne 和 A. Zeilinger" ,不 少 研 究 组 都 建立 了 设备 ,用 此 来 集 
中 研究 量子 力学 基本 问题 的 先导 是 L. Mandel 所 领导 的 研究 组 . 这 个 研究 方向 呈现 了 光 的 新 的 
非 经 典 性 质 , 并 对 Bell 不 等 式 的 破坏 给 予 了 更 精确 的 实验 验证 .新 的 研究 结果 不 断 涌 现 . 


1.5.1 =F RAF HSH 


如 图 1. 17 所 示 , 在 O 处 有 粒子 源 , 长 度 为 d( 图 中 未 标 出 ). 设 有 一 位 于 S 处 的 粒子 衰变 
产生 两 个 粒子 . 由 于 衰变 粒子 是 静止 的 ,因此 两 个 衰变 产物 的 动量 基本 上 是 相反 的 . ALB 与 
A ,B 是 两 对 小 孔 . 一 对 衰变 产物 可 以 通过 A 和 A’ 落 到 探测 屏幕 上 的 P 和 P' 点 ,但 它们 也 
可 以 通过 B 和 B' 落 到 这 两 点 . 这 一 对 粒子 的 状态 以 


ly) = Ah AD, +1B); |B’)2) 1.5.1 


图 1.17 二 粒子 干涉 示意 图 


表示 . 式 中 1A) 代 表 粒 子 动量 指向 A 点 的 状态 ,其 余 也 类 似 定 义 . 这 一 对 粒子 最 终 到 达 已 和 
P' ,但 它们 各 有 了 两 个 选择 ,一 个 粒子 可 以 选 SAP 或 SBP , 另 一 个 相应 地 选 SA'P'mSB'P'. 
CREAT ROA zr. UR UP IB Q Uy. PEQ HA y, FHS LRH OA 距离 ,9 为 
ZAOQ, WA 

SAP = L — x0 — y6, 
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SBP = L 4- x0 + y6. 
在 己 处 的 几率 幅 为 


以 卫 )cc eL (E RT |. elik(zty)9 ) 
oc cos Tz + 90. (1. 5.2) 


此 处 波 矢 k—2x/A.A 为 de Broglie 波长 .如 要 测 由 于 源 上 各 粒子 衰变 产物 在 PP 与 P' 处 的 符 
合计 数 , 则 其 几率 幅 为 


" X d/2 2n 2x , 
dC») oc a cos F(x + y)0 cos PE Gz + y 90. (1. 5, 3) 
将 被 积分 盟 数 进行 变换 ; 
cos ZR a+ y0 cos “(z+ y 0 一 eos 28 Cy — y)84- cos PE (2r + y yO, 


因此 有 


/ 
Cy y) oc cos fay — y 08 + Aj ,dz cos fni (23 +y+ y’). (1.5. 4) 
讨论 两 种 极限 情况 : 

(1) 4 为 人 ,此 时 式 (I 5. 4) 中 第 二 项 很 小 ,可 以 略 去 . 第 一 项 正 是 “条 件 性 条 纹 ”, 即 如 确 


定 PRAG P 变化 ,二 处 的 符合 计数 将 周期 变化 : 如 确定 已 点 , 令 已 变化 ,情况 也 一 样 . 这 
称 为 双 粒子 干涉 . 正 是 由 于 一 对 粒子 都 有 相对 应 的 两 种 选择 ,这 两 条 路 径 就 要 产生 干涉 . 


(2) dÀ, ixt x 在 式 (1. 5.3) 被 积分 函数 中 可 以 忽略 ,得 到 
psy) OC COS 2 gcos “Ey'0, C1.:5..5) 
这 是 两 个 独立 的 单 粒子 干涉 的 乘积 ,两 个 粒子 独立 地 自己 和 自己 干涉 . 从 动量 空间 分 析 ， 很 
容易 理解 以 上 两 种 情况 . 


CD 根据 不 确定 性 原理 ,粒子 横向 动量 的 不 确定 性 为 Ik， oc. 如 94/0 RUE 
kkt, feel (1. 8. 6) 
每 个 粒子 的 横向 坐标 不 确定 性 太 小 ,不 足以 包括 A, BGR A',B') 两 个 孔 , 因 此 它们 都 无 法 和 
自己 干涉 ,没有 单 粒 子 条 纹 . 


(2) 如 a ge». ,每 个 粒子 都 可 以 “ 照 亮 "和 己 一 侧 的 两 个 孔 , 因 此 就 有 单 粒 


子 条 纹 . 但 由 于 横向 动量 不 确定 性 太 大 ,无 法 保证 一 个 粒子 通过 A 就 有 另 一 个 粒子 通过 A 
对 应 (B,B 也 是 如 此 ). 因此 就 破坏 了 二 粒子 缠绕 态 ( 式 (1. 5. 10 ,不 能 产生 二 粒子 条 件 性 条 纹 . 

从 以 上 分 析 可 以 看 到 二 粒子 干涉 与 单 粒子 干涉 的 一 个 重大 不 同 . 以 光子 而 论 , 单 粒子 干 
涉 可 以 用 电磁 波动 理论 描述 ,但 双 光 子 干涉 是 从 缠绕 态 开始 的 ,这 基于 量子 力学 的 原理 , 因 
此 是 非 经 典 性 的 ,是 非 经 典 光学 现象 . 


1.5.2 下 转换 光子 干涉 实验 
激光 通过 非 线 性 晶体 的 下 转换 使 诛 有 光子 大 转变 为 两 个 相互 关联 光子 kA 和 大, 并 有 
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k —k4- kc. LR?! 303836 UU RR H | ka | 天 | 大 | 情况 下 ,可 以 获得 相对 于 人 射 光子 方向 不 
对 称 的 下 转换 光子 (图 1. 18). 如 图 1.19 Bros ,在 下 转换 晶体 S AT MEER 4 个 针 和 孔 ， 
使 从 晶体 中 射出 的 关联 光子 对 可 以 有 两 种 选择 : 或 选 A,C 方 向 ,或 选 D,B 方 向 ,并 且 有 

| ka |=| kp |» | ke l=] ke |. (1,5, 7) 


图 1.18 不 对 称 下 转换 光子 对 图 1. 19 二 粒子 干涉 仪 示 意图 


这 样 就 获得 一 对 关联 光子 的 缠绕 态 ， 


ly) = teh lke}: +l): Ike ol. (1.5.8) 


在 干涉 仪 ( 图 1. 19) 装 置 中 ,光子 沿 A 经 反射 镜 MA 到 移 相 器 g ERI H, ,从 此 它 或 
进入 探测 器 Ul ,或 进入 Li. 相应 于 此 , 另 一 个 光子 沿 C 经 反射 镜 Mc BIKA RH Hs ,从 此 
它 或 进入 探测 器 U: RA Lu. 以 上 是 这 对 光子 的 第 一 种 选择 . 它们 的 另 一 种 选择 是 第 一 
个 光子 沿 D £8 Mp, H, 进入 U R Li ,第 二 个 光子 沿 BB My d: Ho 进入 Us W La. 探测 器 
U, 和 Li 接受 的 是 第 一 个 光子 两 条 可 能 选择 的 路 径 ALD 复合 后 的 结果 ,U, ML, 则 是 第 二 
个 光子 两 条 可 能 选择 的 路 径 B,C 复合 后 的 结果 . 需 测量 的 是 二 光子 的 符合 计数 率 , 它 作 为 
相 移 gi 和 g: 的 耻 数 ,然后 和 量子 力学 理论 计算 进行 比较 . 

设 探测 器 的 量子 效率 为 7, 则 探测 器 U LU, HRAN f | AUU, | gi go) |? ,此 处 
A(UIU; | $1 $2) EVEN gird: 函数 的 UU, 符合 几率 幅 , 它 是 和 两 对 相关 联 路 径 ( 即 AC 与 
DB) W JL UR B5 3 Mn : 


ACU: | pigo) = 3| ls +"(=) (zi ) |， (1.5.9) 


此 处 eh ,e 是 在 沿 A S B 路 径 通过 相 移 器 获得 的 相 因子 , 方 与 i 分 别 对 应 在 分 束 器 处 的 
透射 与 反射 . 在 上 式 的 方 括 弧 中 每 项 都 有 两 个 因子 分 别 对 应 相互 关联 的 第 一 个 与 第 二 个 光 


子 的 路 径 . e 与 反射 镜 和 分 束 器 的 安排 有 关 , 与 ago 无 关 . 类似 地 可 以 得 到 


A(QU,L, | $1 42) -+ era )+ e (e^) (7) ]. 


以 及 ACL, U2 | fide) ACL Le | bi pe). 两 个 探测 器 的 符合 计数 率 分 别 是 及 乘 以 符合 几率 幅 
的 模 平方 : 


PU, U; | $i be) => PCE, L; | $1 po) E "|i + +cos( $2 一 di +o], (1. 5. 10) 
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PQUL | 4D = PLU: | id = T [3 aeos — $1 + |. (1.5. 11) 
符合 计数 率 显示 出 二 粒子 干涉 . 如 果 只 记录 一 个 探测 器 (例如 Ui ) 的 计数 率 , 就 有 


PU, | id = PU; | d) + PUL | uo = T 


, (1. 5. 12 
2 ) 


同样 有 
PU; | gig) = PG | gig) = Pll: | gigs) = T. | (1. 5. 13) 


一 对 关联 光子 的 干涉 现象 把 Dirac 的 名 言 做 了 补充 :“ 一 对 关联 光子 只 和 自己 这 一 对 干涉 .” 

文献 [18] 在 此 基础 上 讨论 了 以 上 实验 安排 的 变种 ,包括 了 许多 研究 组 的 双 粒 子 干涉 仪 . 

这 和 Dirac 的 名 言 “两 个 不 同 光子 之 间 的 干涉 永 不 会 发 生 ” 是 否 了 矛盾 ? 回答 是 不 矛盾 ， 
两 个 下 转换 光子 处 于 缠绕 态 . 这 对 光子 的 路 径 有 两 种 缠绕 的 选择 : 或 是 A CMA DA 
B. 干 涉 是 在 这 两 种 选择 间 发 生 , 而 不 是 在 两 个 光子 间 发 生 . 实际 上 这 两 个 光子 根本 不 相连 ; 
一 个 进入 探测 器 U 或 Li, 另 一 个 进入 Us R Le. 这 种 情况 在 洪 、 欧 和 Mandel" 的 另 一 个 实 
验 中 可 以 看 得 更 清楚 . 一 对 下 转换 光子 在 分 束 器 上 混合 ,每 个 光子 都 可 以 进入 探测 器 A 或 
探测 器 B. 两 个 探测 器 的 任何 一 个 的 计数 都 不 呈现 干涉 (因此 两 个 光子 间 没 有 干涉 ), 而 两 个 
探测 器 的 符合 计数 则 可 以 显示 干涉 . 很 明显 ,在 分 束 器 上 产生 的 每 个 光子 的 两 个 分 量 间 发 生 
TFH. Legero 等 人 [5 的 两 个 单 光 子 量子 拍 频 实 验 是 另 一 个 有 趣 的 例子 , 两 个 独立 的 光子 
长 脉冲 到 达 分 束 器 . 一 般 说 来 两 个 脉冲 到 达 的 时 间 有 一 个 间隔 ,当然 间隔 也 可 以 是 零 . 每 个 
脉冲 都 会 进入 探测 器 A 或 探测 器 B. 一 个 探测 器 首先 记录 了 光子 . 这 个 测量 将 原始 独立 的 
两 个 光子 缠绕 起 来 . 两 个 探测 器 的 符合 测量 缠绕 光子 对 的 相干 . 每 个 光子 都 可 以 进入 A 或 
B, 但 A 或 BB 的 单独 计数 不 呈现 两 个 光子 间 的 干涉 ,只 有 两 个 探测 器 的 符合 计数 显示 每 个 光 
子 的 两 个 模式 (分 量 ) 之 间 的 干涉 . 


1.5.3 发 射 时 间 的 干涉 


Mandelc2 曾 经 指出 , 当 两 个 独立 的 且 在 空间 上 分 开 的 单 原 子 光源 使 得 两 个 探测 器 产生 
合计 数 , 且 记录 的 两 个 光子 中 其 中 一 个 一 定 来 自 一 个 光源 ,而 另 一 个 来 自 另 一 个 光源 ,只 
要 没有 关于 究竟 光子 来 自 哪 一 个 光源 的 信息 ,就 会 发 生 干 涉 .本 Franson" 提出 男 一 个 想 
xk. 只 要 无 法 判断 光子 是 在 什么 时 间 发 出 的 ,就 存在 二 光子 干涉 . 乔 瑞 字 在 Franson 想法 的 
基础 上 建立 了 高 可 见 度 干涉 装置 ?. 图 1. 20(a) 给 出 实验 装置 示意 图 ,其 中 Mi ,Mi BR 
818 ,Bl,;.Bl;,B2, B2, ÆA RAR, F SF? EH -D D: 是 探测 器 . 图 1. 20(b) 是 装置 的 
简化 图 ,图 中 一 对 下 转换 光子 同时 到 达 探 测 器 Di 和 D». 在 途中 它们 都 有 选择 长 途径 和 短途 
径 的 可 能 . 长 短途 径 所 需 时 间 差 在 实验 中 是 4ns, 而 探测 器 的 “同时 ” ,实际 是 在 窗口 1ns 内 . 
由 于 两 个 光子 在 下 转换 中 是 同时 产生 ,因此 ,它们 或 是 都 选 了 长 途径 ,或 是 都 选 了 短途 径 . 但 
装置 中 没有 作出 发 射 时 间 判 断 的 可 能 ,因此 只 能 用 线性 组 合 表示 这 个 缠绕 态 : 


n TU lis + ld [eds (1.5.14) 


”这 个 装置 还 对 Bell 不 等 式 补 破坏 给 予 精确 的 演示 ，, 见 1. 8 节 . 
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M2 
紫外 泵 浦 激光 (KDP) i vos E A 


一 一 反射 镜 5 Q^? 


I I. 


(b) 
E 1.20 发 射 时 间 于 涉 仪 装置 示意 图 (a) 及 其 简化 图 (b) 


s 代表 短途 径 ,l 代表 长 途径 . 变更 一 个 光子 的 长 途径 长 度 ( 移 动 图 1. 20(a) 中 的 棱镜 ) 就 能 改 
变 |y) 中 两 项 的 相对 相 角 , 令 AL: L;— S; Lb i 一 1,2, 而 工 ; 与 S; 分 别 代 表 光 子 i 的 长 途 


径 与 短途 径 长 度 . |y) 中 两 项 的 相对 相 角 是 
人 Ber S Hnc Me CAT, + AL) +> SCALIS AE. 


此 处 w 5 wz 是 两 个 光子 的 角 频 率 . 在 实验 中 选 w wre» 即 w 一 cu 0, 引入 Wp — Ww + we » Wp 
是 产生 下 转换 光子 的 角 频 率 . 因此 


Ag = ui 


Ag = SE CAL, + AL;). (1. 5. 15) 
探测 器 的 符合 计数 率 R 满足 下 式 : 
Rec|1+ew |? = 2 十 2cos| S* CAL, + AL |. (1.5. 16) 


理论 上 干涉 的 可 见 度 应 是 100% ,实际 上 实验 达到 的 是 80.4%. 

在 此 后 一 个 类 似 的 实验 “1 中 ,两 个 能 量 相 同 的 下 转换 光子 从 非 线 性 晶体 同时 发 出 在 光 
纤 中 各 自传 播 达 到 相距 10. 5km 的 两 个 干涉 仪 . 观测 到 的 二 光子 干涉 可 见 度 达 81.696. 缠绕 
态 能 够 保持 如 此 远 的 距离 ,不仅 在 理论 上 证 实 量子 力学 关联 (并 非 鬼 怪 式 的 相互 作用 ) ,而 且 
对 量子 信息 学 (量子 密码 与 量子 远程 传递 ) 也 有 实际 意义 . 

现在 可 以 回 到 1. 4 节 所 讨论 的 经 典 光 源 问 题 . 通常 具有 大 量 能 发 出 辐射 的 原子 的 光源 
被 认为 是 经 典 源 . 发 出 辐射 原子 数量 很 少 的 源 不 能 认为 是 经 典 源 , 因 为 经 典 电磁 理论 已 不 适 
于 描述 这 类 光源 ,而 应 该 用 量子 场 论 来 描述 . Mandel"! 发 现场 论 的 结果 和 经 典 电磁 理论 结 
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果 相 差 很 多 . 在 大 量 原子 数目 极限 下 两 种 理论 趋 于 一 致 .这 是 可 以 预期 的 : 出 人 意料 的 是 , 当 
原子 数量 不 大 但 具有 Poisson 涨 落 时 ,量子 理论 的 预言 也 和 经 典 理论 一 致 . 因此 一 个 热 光 
源 ,不 论 它 是 多 么 弱 ,也 是 一 个 经 典 光源 ,其 反 符 合 系数 a 接近 于 1. 起 关键 作用 的 是 涨 落 . 


15.4 相干 与 路 径 可 区 分 性 


Feynman 有 一 句 格言 :“ 只 有 在 一 个 装置 中 无 法 在 物理 上 互相 区 分 的 状态 才能 干涉 .” 
ABM EJEA Mandel 的 实验 ”对 这 个 原则 给 予 了 明确 的 证 明 . 在 图 1. 21 中 虚线 ALC 
是 分 束 器 ,人 射 的 紫外 光子 在 A 处 分 为 二 束 ,各 经 反射 进入 非 线性 晶体 X 和 X;. 每 个 光子 
只 能 在 一 块 晶体 (Xi 或 X;) 中 产生 下 转换 ,所 以 产生 的 是 缠绕 态 


gn ls); -EJhY, [OX 


图 1.21 
(a) A45-XE-Mandel 干涉 仪 在 实验 中 ; Cb) 邻 - 王 - Mandel 干涉 仪 示意 图 


Rd 和 都 能 进入 Di. 它们 能 干涉 吗 ? 如 果 能 对 e 和 分 别 进行 监察 ,就 能 判断 Di 接收 的 
是 从 哪 一 个 晶体 来 的 下 转换 光子 : 如 e 有 计数 , 则 进入 Di 的 一 定 是 d; 如 六 有 计数 , 则 进入 
D, 的 一 定 是 h. 这 样 就 不 会 有 干涉 . 如 果 将 e Mk 的 路 线 重合 起 来 ,就 失去 了 判断 的 潜在 可 
能 ,从 而 出 现 干涉 . 此 时 状态 变 为 


yg 0 Mo» TT 


是 乘积 态 而 不 是 缠绕 态 . 此 时 调节 移 相 器 P 就 出 现 D; 中 的 干涉 .具体 分 析 如 下 : 在 分 束 器 
A( 半 透明 ) 处 , 束 a 变 为 束 6b 与 c 的 线性 组 合 , 即 有 
lay... H3 ile). 
V2 
此 处 i 表示 反射 束 有 x/2 相 移 .在 B 处 (为 了 以 下 讨论 ,以 实数 本 和 RR 表示 其 透射 和 反射 率 )， 
le > T |g) +iR |. 
在 C( 半 透明 ) 处 ， 


y, Im +i lD 


|h) — 


ID +i |m) | 
一 一 一 一 一 ， d 
J2 
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在 移 相 器 了 处 ， 
|h) — e* |h). 


在 下 转换 晶体 处 ( 令 为 下 转换 系数 ,为 10-* 量 级 )， 
lb) — 7 ld}, ledes 
le? > q IA 12s. 


将 |g》 和 |k) 准 直 , 有 
lg) — |k). 


将 以 上 各 过 程 总 结 , 有 
la) Toti Jnr» Fla e+ RA 


er tn dh Im? +i(T +e) |D], lk): 


+i TROm) +i [22i L8. (0 (15,12) 
R Di D; 的 符合 计数 率 , 选 式 (1.5.17) 中 |2) |k): 的 系数 , 取 其 模 平 方 即 可 , 它 是 
LECT cosg)? + sin’ g] = fa + T* + 2Tcos¢). 
干涉 条 纹 对 比 度 是 


_ 2T 
Y= (1. 5. 18) 


它 随 工 而 增加 ,从 相应 T= 的 7 一 0 开始 直到 相应 T= 的 7 一 1. 如 果 只 测 探测 器 Di 的 计 
KE ERD IE 与 |/)1 N: 的 系数 模 平方 之 和 ; 


2 2 2 
TE cosg)? + sin^ 4] + TR = vi + T* + 2Tcos4 + R* ] 


= Éa + Tcos¢), 


最 后 的 等 式 来 源 于 T* -- R* —1,3Xx FF 9E ZR Bc B6 LEE 

v= T. (1.5. 19) 
考虑 到 实际 的 实验 参数 , 即 人 射 光 能 量 在 晶体 中 下 转换 的 比例 分 数 、 泵 浦 波 的 强度 和 交叉 关 
联 , 与 工 正比 关系 的 比例 常数 仅 在 极端 情况 下 才 为 1 . 实验 结果 示 于 图 1. 22. 


0 0.2 0.4 0.6 0.8 l 
透射 率 ( 刀 


图 1.22 可 见 度 与 透射 率 的 关系 , 取 自 [28] 
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重要 的 是 ,虽然 D; 这 一 束 并 不 在 相干 路 径 内 , 它 却 能 影响 D 这 一 束 的 干涉 条 纹 可 见 度 . D, 
这 一 束 的 作用 是 : 使 “从 哪 一 条 路 来 ”*( 即 从 X; 还 是 从 X;) 的 判断 成 为 不 可 能 . 一 对 下 转换 
光子 (或 称 共 罗 光子) 是 相互 关联 的 . 操纵 一 个 就 能 影响 第 二 个 .全 =0 导致 v= 二 0, 是 因为 阻 
住 e 束 就 能 根据 & RA TIT AM D POET BRA XA RIDEF MEK Xk RAH 
子 ) ,这 样 D, 就 不 可 能 看 到 干涉 条 纹 . 在 图 1.23 中 ,探测 器 D 中 的 计数 率 Rs 绘 为 曲线 A. 
它 是 图 1.2100 Paes C 位 移 的 函数 ,或 等 价 地 是 图 1. 21(b) 中 相 移 器 相位 p 的 函数 . 当 
辅助 束 e 被 阻挡 时 (T==0) 计 数 率 绘 为 曲线 B. 


BSo 位 移 /hm 
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 
人 


irae ERs) 
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图 1.23 D, 中 的 计数 率 


这 个 实验 再 次 指明 , 毁 掉 相干 的 原因 是 潜在 的 信息 ,而 不 必须 是 实际 掌握 的 信息 ,只 要 
不 把 |g) 和 |k) 准 直 , 式 (1.5. ID AA H LiTH) | D, | E) REAT Ge | D, | s b 
iT|2),|g>2). FER DiD; 符合 ,就 只 有 y /ARHSEEIS ASH Lg [AD MME. 


1.6 双 光 子 干 涉 仪 量子 涂 消 器 


在 1. 3 节 中 讨论 了 量子 涂 消 器 的 概念 . 真正 实现 的 首先 是 乔 瑞 宇 研究 组 的 双 光 子 干涉 
LC? ,图 1. 24 是 实验 装置 的 示意 图 . 氨 离 子 激光 器 351. Inm 的 泵 浦 光子 在 非 线性 晶体 
KDP 中 下 转换 为 两 个 平均 值 为 702. 2nm AY tt 36 T- . Hi uk vk 28 E dil REA 10nm. 两 个 关 
联 光 子 通过 反射 镜 同 时 射 到 分 东 和 器 上 ,两 个 输出 道 D, De 测量 单独 计数 和 两 道 的 符合 计 
数 . 图 1.25(a) 是 简化 的 干涉 仪 图 ,图 1. 25(b) 是 对 符合 计数 有 贡献 的 路 径 : 两 个 光子 在 分 
束 器 处 或 者 是 反射 (rXr) 或 都 是 透射 (1Xz). 当 两 路 程 差 为 0 时 ,符合 计数 是 

P.=|rXrt+¢exe|? = A a 
因子 i 来 自分 束 器 处 反射 带 来 的 相位 差 0/2. 当 程 差 比 相 干 长 度 大 得 多 时 >Xr 和 上 Xt 两 路 
不 再 相干 ,计数 率 是 二 者 模仿 之 和 


= 0, (1.6.1) 


1 
—_— = . <a 
P, 2" (1. 6. 2) 
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由 于 每 个 光子 在 分 束 器 处 反射 与 透射 几率 都 是 50% ,符合 计数 应 占 1/2, 另 外 1/2 是 两 个 光 
子 进入 同一 个 探测 器 . 实际 上 在 分 东 器 后 的 波 函 数 是 . 


lio acu o Slik) +7 11,2 +i 12,02) +i 10,2, ] 


= 4012102) +10, 20). (1. 6. 3) 


Fock 态 |nm) 代 表 向 探测 器 D, 传播 的 有 郊 个 光子 ,向 D, 传播 的 有 m 个 光子 . Az =0 意 为 程 
35 0. 如 果 移 动 图 1. 24 中 的 棱镜 以 调整 两 个 路 径 的 程 差 江 , 则 符合 计数 几率 将 从 0 增加 ， 
直到 程 差 趋 近 相 干 距离 ,符合 计数 率 趋向 1/2 并 与 程 差 无 关 , 这 时 干涉 消失 . 


KDP ”柱状 透镜 


sU TEOL 


N " 
à; ` t N " 
ITE MAR B^ a ie EN d 
on WH OF Jal 1 sf 
Lut Mt! 
紫外 光 i 
Sy hi E S. Van EWE E 
w sti 3 YY 
/ \ ^. 
P4 ^. 


(a) (b) 


图 1.25 干涉 仪 简 图 (a) 及 对 符合 计数 有 页 献 的 路 径 (b) 


MX. 6.3) 可 见 在 程 差 为 0 时 两 个 缠绕 光子 在 同一 方向 离开 分 束 器 (去 往 探 测 器 1 或 2). 
这 个 现象 是 洪 、 欧 和 Mandelt” 引 最 初 发 现 的 ,此 后 被 称 为 “光子 聚 团 ”(photon coalescence). 
有 趣 的 是 ,两 个 独立 的 光子 也 有 同样 现象 . 例如 在 1.5 节 中 提 到 过 的 Legero 等 人 ! 当 的 量子 
拍 频 实 验 . 两 个 光子 脉冲 相继 被 记录 到 . 第 一 个 光子 测量 将 两 个 光子 缠绕 起 来 ,这 就 决定 了 
第 二 个 光子 被 任 一 个 探测 器 接收 到 的 几率 . 相同 频率 的 光子 聚 团 最 为 明显 . 

下 转换 产生 的 两 个 光子 都 是 水 平 偏振 的 . 如 果 在 一 束 中 放置 半 波 片 , 其 光 轴 与 水 平 偏振 
方向 成 $8/2 角 ( 图 1. 24 中 的 HWP) ,这 个 光子 的 偏振 方向 就 和 水 平成 $ 角 ,如 4/2— 45°, b 
偏振 就 变 为 垂直 方向 了 . 这 样 偏振 就 成 为 一 个 新 的 参数 ,可 以 用 来 辨认 进入 任何 一 个 探测 器 
的 光子 是 从 “ 哪 - -个 路 径 ?来 的 .可 以 预料 ,干涉 现象 将 会 消失 . 令 H 代表 水 平 偏振 ,V 代表 
垂直 偏振 . 光子 通过 半 波 片 偏振 变 为 H 十 %, 即 偏振 与 水 平成 % 角 : 

11 一 |1)cosg 十 |1Yysing， (1. 6. 4) 
放置 半 波 片 后 在 分 束 器 后 面 的 波 函 数 是 
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PS tgp +i (1) i [IP 1,0) 十 io 18 + 14) J. 
(1.6. 5) 
再 用 式 (1. 6.4) ,在 式 (1. 6. 50 rp B9 | 1i 122cosg 两 项 对 消 , 余 下 的 是 
loas — LITT) sing — H1) sing + i [2110:)cosg 

+i {17 +1},0.>sing +i [0:27 cosa +i |0,17 -- 12)sing]. (1.6.6) 

只 有 前 二 项 与 符合 测量 有 关 ,因为 其 他 Fock 2:3 02» zX | 200. 符合 测量 的 结果 是 
P, = 于 [2sin?g] = T sint s. (1. 6. 7) 
这 个 结果 是 取 了 式 (1.6.6) 中 jz 和 11H17 > 的 系数 ,将 它们 平方 再 相 加 得 来 的 . 这 两 个 状态 
都 是 两 个 探测 器 中 各 有 1 个 光子 . 为 什么 没有 干涉 项 呢 ? 原因 是 这 两 个 状态 是 正 交 的 一 一 偏 
振 态 正 交 . 这 是 加 了 半 波 片 的 结果 : 它 使 两 个 状态 正 交 ,因而 使 于 涉 为 0, 这 和 提供 分 辨 "从 哪 


条 路 来 ”的 潜在 可 能 是 共生 的 . 不 论 你 测量 与 否 ,结果 总 是 一 样 的 , 在 图 1. 26(a) 中 半 波 片 方向 
的 不 同 导致 对 干涉 的 不 同 效 应 . 在 图 1. 26(b) 中 绘 出 了 作为 半 波 片 角度 函数 的 可 见 度 . 
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图 1.26 


(a) 不 同 半 波 片 方向 下 表现 干涉 的 符合 计数 率 急 降 的 轮廓 ; (b) 作为 半 波 片 角度 函数 的 可 见 度 . 取 自 [29] 
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进行 量子 涂 消 就 是 反 其 道 而 行 之 . 在 两 个 探测 器 前 面 各 放 一 个 检 偏 器 P! 和 P; , 检 偏 方 
向 分 别 为 6 Al Oo. 设 原来 的 半 波 片 放 置 于 %/2 一 45，, 则 式 (1.6.6) 变 为 


lence = tny) Fy oe), (1. 6. 8) 


检 偏 器 的 作用 是 求 出 式 (1. 6. 8) 态 在 
(0,| = (al cOSÜ, + SN sing; 


和 
(8, | — (13 | cosh 十 (7| sing; 
上 的 投影 . 结果 是 
(0, 0, |? ar=0 = 5 (cost sing, = sing cosh; ) 
wh sinh 6:3 
2 2 175 
以 及 
P.(0) =| (6:12) acx0 |? = sin’ (6, s. 


如 0; =.) P.CO) —0 完全 恢复 了 量子 干涉 的 值 . 如 果 程 差 大 于 相干 长 度 , 则 式 (1. 6.8) 
两 项 不 再 相干 , 求 P. 时 须 将 它们 分 别 投影 到 (69,9, | , 取 模 方 再 相 加 ， 


2 H 
Pax ene | 3,8. | IY) |) + | 6. | LED 


= = (sin? — 8.) + sin? (O + 89). (1. 6. 9) 


由 于 半 波 片 的 作用 ,在 D D Bi Tii 2838 S25 06 — 2 B1 " 9) 614. ,必须 在 两 个 探测 器 前 都 
放 检 偏 器 才能 消去 信息 . 另 有 一 个 很 重要 的 地 方 : 涂 消 是 在 干涉 仪 的 输出 口 之 后 进行 的 ,刚刚 
在 两 个 探测 器 进行 符合 测量 时 恢复 了 于 涉 效应 . 检 偏 器 角度 的 设置 完全 决定 了 这 一 对 共 辆 光 
子 的 表现 . 理论 与 实验 的 比较 示 于 图 1. 27. 图 1. 27(a) 是 理论 曲线 ,给 出 两 个 检 偏 器 设置 角度 
不 同时 涂 消 的 结果 .图 1. 27(b) 中 的 点 是 实验 数据 ,曲线 是 理论 计算 修正 到 可 见 度 91% 的 结 
TR. 远离 曲线 最 低 点 没有 干涉 现象 ,因此 方位 角 无 关 紧 要 . 在 最 低 点 附近 光子 2 极 化 的 非 定 域 
坊 缩 导致 正弦 曲线 公式 的 变化 . 棱镜 移动 由 步 进 压 电 电机 完成 , 它 的 位 置 分 辨 率 是 0. 13pm. 

史 砚 华 等 2 进行 了 一 个 推迟 选择 的 量子 涂 消 器 实验 ,选择 通过 在 分 束 器 上 的 光子 随机 
地 作出 . 原理 示 于 图 1. 28. 标记 为 A 或 了 的 原子 由 弱 激 光 器 激发 .激发 原子 (A 或 B) 通 过 级 
联 豪 变 发 射 一 对 缠绕 光子 . 向 右 方 传播 的 光子 1 由 探测 器 D, 记录 . D; W z 轴 方 向 扫描 观察 
干涉 条 纹 . 向 左 方 传播 的 光子 2 过 到 50/50 RE. 如 光子 2 是 从 原子 A 发 射 的 , 它 将 沿路 
径 A iB I4 SE BSA, 以 50% IL BRN REN. 如 它 是 从 原子 3 发射 的 ,就 将 沿路 径 BÀ 
到 分 束 器 BSB, 以 50%% 几 率 反射 或 透射 . 如 光子 在 分 束 器 上 透射 , 它 将 到 达 探 测 器 D, 或 
D,. 由 原子 级 联 衰变 产生 的 这 对 光子 是 处 于 缠绕 态 的 : 

1 
I = gi» [254 十 |1a |22 ]» 

在 探测 器 D, R D 记录 到 光子 就 能 提供 光子 2 的 走 “ 哪 一 条 路 径 ” 的 信息 ,而 光子 1 的 路 径 
也 因 之 成 为 已 知 . 
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符合 率 (任意 单位 ) 
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Ej 1.27 涂 消 器 的 理论 与 实验 比较 
(a) 检 偏 器 的 角度 不 同 设 置 的 涂 消 结果 (理论 )，(b) 实验 数据 ,理论 曲线 已 调整 到 可 见 度 91% 


1.28 量子 涂 消 器 实验 . 取 自 [30] 


如 在 任 一 个 分 东 器 上 光子 2 反射 , 它 将 遇 到 另 一 个 50/50 分 束 器 BS 而 被 探测 器 Di 或 
D, 探测 到 , 由 于 分 束 器 BS 的 存在 ,探测 器 D, 或 D, 的 触发 涂 消 了 光子 1 走 " 哪 一 条 路 径 ” 的 
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信息 . 因此 可 以 通过 设计 光子 的 关联 安排 干涉 的 消失 或 恢复 . 两 个 光子 的 状态 可 以 重新 表 
述 为 
1 
二 一 Py ra to ], 
lg? gn 1254--]1»-125- ] 
此 处 


1 
jg lea +|2)s ]. 


x LEAR AS AB Fe [8] — 1 2I FP P 1 42S ES APB TE e BAY SE UE PRÉC. D, BK D, 记录 到 
光子 2 导致 波 函 数 塌 缩 ,显示 光子 1 的 状态 由 |1)+ 或 11)- 给 出 ,保持 了 干涉 条 纹 . 

实验 设计 中 原子 A,B 和 D 的 距离 远 小 于 A,B 和 分 束 器 BSA, BSB 的 距离 ,有 无 路 径 
信息 的 选择 由 光子 2 随机 实现 . 在 光子 1 触发 探测 器 De 之 后 ,光子 2 仍然 在 去 往 分 东 器 的 
半途 之 中 . 这 个 推迟 选择 是 上 面 讨 论 过 的 Wheeler 的 主旋律 的 更 强 的 变奏 . De 与 探测 器 D, 
(i 二 1,2,3,4) 中 任 一 个 的 延迟 符合 计数 率 ( 记 为 Ro;) 保 证 事件 是 由 一 对 光子 生成 的 . Ro 与 
Ros 的 联合 计数 率 显 示 D; 坐标 zx 的 函数 的 干涉 图 样 . 这 反映 了 光子 1 的 波动 性 , Ro 与 Ro 的 
联合 计数 率 则 不 显示 干涉 图 样 ,因为 提供 了 光子 1 走 “ 哪 一 条 路 径 ” 的 信息 . 

在 实际 实验 中 泵 浦 激光 束 通过 双 锋 在 BBO 晶体 中 形成 A 与 B 两 个 区 域 . 从 ARB 
生 一 对 下 转换 光子 .光子 2 的 到 达 比 信号 光子 138 7.7ns. 图 1. 29 给 出 了 实验 安排 . 


a= EID. Da] \2).= 


图 1.29 实验 安排 . 取 自 [30] 


在 图 1. 30 中 给 出 作为 r 函数 的 Rw 与 Ros ,观察 到 标准 的 杨 氏 干涉 图 样 . ELE] d 3E 98 9] 
干涉 条 纹 , 相 移 为 n 它们 之 和 当然 是 没有 结构 的 常数 值 ( 图 1. 31). 图 1. 32 给 出 的 Ra 
mc. 

推迟 选择 涂 消 器 的 概念 兽 引 起 过 不 少 争 论 ,因为 在 过 去 记录 下 的 光子 1 如 何 能 受 光 子 
2 在 未 来 的 行为 影响 ? 事实 上 缠绕 态 |y) 是 决定 物理 的 . 究竟 是 选择 第 一 方案 (确定 “ 哪 一 条 
路 径 ”) 或 第 二 方案 (两 条 路 径 ) ,是 由 光子 2 的 行为 随机 选 定 的 . 实际 上 是 在 实验 完成 之 后 把 
D; —D, 各 探测 器 记录 的 数据 分 类 处 理 才 能 把 物理 的 全 部 内 容 揭 示 出 来 . 单独 由 D 记录 的 
数据 (图 1. 31) 给 不 出 什么 信息 . 
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1.6 MHF TX BT 


D 位 置 /mm 
与 Rs (03686 HHL. 取 自 [30] 


Ro 


图 1. 30 


01 x RNa 


Du 位 置 /mm 


R, 与 Ri 之 和 不 呈现 干涉 . 取 自 [30] 


图 1.31 


2.0 


Du 位 置 /mm 


不 呈现 干涉 . 取 自 [30] 


1.5 


1.0 


0.0 0.5 


Æ 1.32 Ros 
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1.7 Einstein 和 Bohr 关于 量子 力学 的 争论 ,Bell 定理 


20 世纪 两 位 最 伟大 的 物理 学 家 Einstein 和 Bohr 曾 在 1930 年 和 1935 年 就 量子 力学 进 
行 过 两 次 争论 . 1935 年 的 争论 被 称 为 “EPR 伴 次 ”关于 这 个 问题 的 讨论 从 1965 年 起 又 成 为 
非常 热门 的 话题 ,研究 工作 空前 地 兴旺 起 来 .原因 是 最 初 的 争论 仅 限于 理论 概念 和 “假想 实 
验 ”, 而 Bell 在 1965 年 的 一 篇 论文 却 提出 了 基于 Einstein 观点 的 “ 隐 变 量 理论 "可 以 用 实验 
检验 ,其 判 据 后 来 被 称 为 Bcll 不 等 式 . 从 60 年 代 后 期 起 进行 了 许多 验证 不 等 式 的 实验 . 80 
年 代 所 进行 的 实验 已 经 基本 上 达到 过 去 只 能 在 理论 上 讨论 的 “想象 中 实验 ”的 水 平 . 这 些 理 
论 和 实验 的 发 展 使 人 们 对 量子 力学 基本 问题 有 了 进一步 的 认识 ,研究 仍 在 继续 . 


1.7.1 1930 年 Einstein 对 量子 力学 的 批评 ;“ 量 子 力 学 是 不 自 洽 的 .” 


1930 年 在 Brussels 举行 的 Solvay 讨论 会 上 ,Einstein 提出 一 个 假想 实验 . 在 一 个 密闭 
的 盒 中 有 辐射 存在 ,事先 测 好 盒 的 质量 . 由 一 个 预先 fn 

设计 好 的 钟表 机 构 开启 盒 上 的 快门 ,经 短 时 间 工 后 关 
闭 .在 些 期间 有 一 个 光子 逸 出 . 快门 关闭 后 再 测 盒 的 
质量 ,二 次 测量 值 之 差 正 好 是 逸 出 光子 的 能 量 E. 由 于 
时 间 工 ( 由 钟表 机 构 测 量 ) 和 光子 能 量 ( 由 盒 的 质量 变 
化 测量 ) 两 种 测量 是 独立 的 、 互 不 干扰 的 ,测量 精确 度 
不 互相 制约 ,因而 破坏 了 AT + AEDSAM ARE KA. 
他 的 结论 是 “量子 力学 是 不 自 洽 的 ” 对 这 个 批评 Bohr 
一 时 感到 很 困惑 . 对 量子 力学 不 确定 原理 的 正确 性 ， 
Bohr 是 深信 不 疑 的 ,但 一 时 又 找 不 到 Einstein 论据 的 
错误 . 经 过 一 夜 苦 思 , 第 二 天 Bohr 在 黑板 上 画 了 这 个 
假想 的 实验 装置 (图 1. 33). Bohr 指出 ,必须 对 测量 过 
程 做 认真 分 析 ,才能 找 出 时 间 和 能 量 测量 精确 度 之 间 
的 关系 ,在 光子 逸 出 时 (时 间 测 量 ) 盒 子 获得 一 个 向 上 
的 动量 


图 1.33 Einstein ZZ & 


pETL, (1.7.2) 

此 处 g 为 重力 加 速度 ,而 动量 的 不 确定 值 为 
ap < T AEs. (1.7.2) 

盒 的 两 次 平衡 位 置 之 差 Ar 是 和 Ap ARH: 
Apol (1. 7. 3) 


因此 ， 
天 < T SE Ag. (1. 7.4) 
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TT 的 测量 不 确定 值 是 由 于 位 置 不 确定 值 Az 引起 的 引力 势 不 同 从 而 影响 钟表 快慢 所 致 . 据 
引力 红 移 公式 


(1. 7. 5) 


将 式 (1.7.5) 代 入 式 (1.7.4) 即 得 出 

AEAT => ñ. (1.7. 6) 
Bohr 用 Einstein 自己 提出 的 引力 红 移 回 和 敬 了 他 ,说 明 量 子 力学 是 自 洽 的 . 从 此 Einstein 没 
有 再 提 自 治 性 的 问题 . 


1.7.2  Einstein-Podolsky-Rosen 伴 衣 :“ 量 子 力学 描述 是 不 完备 的 .” 


1933 年 Einstein 等 三 人 提出 了 对 量子 力学 新 的 批评 2 ,文献 中 将 此 称 为 EPR FFB. 
EPR 在 分 析 量 子 力 学 理论 是 否 完备 时 ,考察 了 一 个 由 两 个 粒子 组 成 的 一 维系 统 , 并 提出 了 
用 于 判断 这 个 问题 的 三 个 前 提 : @ 任 何 两 个 互 不 接触 并 不 可 能 直接 作用 的 系统 ,对 其 中 任 
何 一 个 系统 的 测量 ,量子 力学 的 预言 是 正确 的 . @@ 要 是 对 于 一 个 系统 没有 干扰 ,我 们 能 够 确 
定 地 预测 ( 即 几 率 等 于 1) 一 个 物理 量 的 值 , 那 么 对 应 于 这 一 物理 量 ,必定 存在 着 一 个 物理 实 
在 的 元 素 . 图 对 于 任何 两 个 分 开 的 系统 ,对 其 中 一 个 系统 做 的 任何 物理 操作 不 应 立刻 对 另 一 
个 系统 有 任何 影响 ,也 可 以 说 自然 界 没 有 超 距 作用 . 这 就 是 历史 上 有 名 的 Einstein 可 分 隔 原 
则 . 现在 考虑 由 两 个 粒子 组 成 的 一 维系 统 . 显然 ,粒子 1 的 zi Mp AF 2H 2, Mp, BA 
对 易 .但 是 我 们 发 现 zi 一 zx; 和 pi 十 ps 这 两 个 算 符 是 互相 对 易 的 ,由 此 可 以 找到 一 个 态 孙 
数 , 它 同时 是 算 符 zi 一 zx; 的 本 征 值 为 a MAH pit p 的 本 征 值 为 0 的 本 征 肖 数 , 即 8(xzi 一 
zs 一 Q). 如 果 我 们 测 得 粒子 1 坐标 zi 为 zx, 由 此 可 以 确定 粒子 2 坐标 zx; M r—a. 另 一 方 
面 ,我 们 测 得 粒子 1 的 动量 pi 为 p, 由 此 可 以 确定 粒子 2 动量 ps 必 为 一 p. 设 a 为 足够 大 ， 
因此 对 粒子 1 的 任何 物理 操作 ,并 不 对 粒子 2 引起 任何 干扰 . 按照 上 述 三 个 前 提 之 @, 可 断 
定 对 应 于 zi +P) ,za p 存在 着 4 个 独立 的 物理 实在 的 元 素 . 而 量子 力学 则 指出 ,zj 与 pix: 
与 p. 是 不 对 易 的 ,因此 两 对 量 各 自 只 有 一 个 独立 的 物理 实在 的 元 素 与 其 对 应 . 所 以 整个 系 
统 只 能 有 两 个 独立 的 物理 实在 的 元 素 与 其 对 应 . EPR 由 此 有 断言 ,量子 力学 理论 的 描述 是 不 
完备 的 .为 了 使 所 讨论 的 问题 与 实验 更 接近 ,我 们 介绍 另 一 个 版 本 的 EPR FB, BD. D. Bohm 
版 本 的 EPR (632 ^* FRR ET FA OT. 

Bohm 版 本 的 EPR HERH EPR 原来 的 系统 中 两 个 粒子 的 坐标 和 动量 改换 为 三 个 自 旋 
分 量 来 考虑 , 设 由 两 个 自 旋 为 1/2 的 粒子 组 成 一 个 系统 ,处 于 总 自 旋 为 0 的 状态 ( 单 态 ). 其 
自 旋 波 函 数 为 


jo Un OO (D — my C1 Kut 02, (1. 7. 7) 


式 中 usu, 分 别 代表 自 旋 分 量 为 1/2 及 一 1/2 的 旋 量 波 函 数 . EL TAERA AER 
的 . 由 于 该 系统 处 于 单 态 ,意味 着 两 个 粒子 处 于 自 旋 反 平行 的 状态 . 设 两 个 粒子 相距 甚 远 ,由 
式 (1.7.7) 可 知 ,我 们 测量 粒子 1 自 旋 < 分 量 的 结果 是 1/2 或 一 1/2, 概 率 各 占 一 半 . 同时 由 
式 (1.7.7) 可 以 判断 , 若 粒子 1 的 自 旋 工分 量 的 测量 值 为 1/2, 与 此 相应 ,粒子 2 的 自 旋 工分 
量 必然 是 一 1/2; 车 粒子 1 的 自 旋 工分 量 的 测量 值 为 一 1/2, 与 此 相应 ,粒子 2 的 自 旋 工分 量 
必然 是 1/2. 因此 ,一 个 观测 者 可 以 不 于 扰 粒 子 2, 就 能 确定 地 预言 它 的 自 旋 的 x 分 量 . 根据 
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同样 的 操作 ,观测 者 可 以 不 干扰 粒子 2, 就 能 确定 地 预言 它 的 自 旋 的 y 分 量 和 z 分量 . 

对 此 ,我 们 按照 EPR 前 提 来 分 析 , 根 据 前 提 四 , 由 于 我 们 测量 S.C X S, CD ,或 
S.(1) ,可 以 不 对 粒子 2 作 任 何 干扰 (前 提 人 名: 没有 超 距 作用 ) ,就 能 确切 地 预言 S-.(2) ,或 
S, (2), S.(2). 根据 前 提名 可 以 得 出 结论 ,与 粒子 2 的 S-(2),S,(2),S.(2) 相 对 应 存在 三 
个 独立 的 物理 实在 的 元 素 . 但 是 ,根据 量子 力学 的 原则 ,S.(2),S,(2),S.(2) 互 不 对 易 , 因 
此 ,不 可 能 具有 与 之 相对 应 的 三 个 独立 的 物理 实在 的 元 素 , 而 只 能 有 一 个 物理 实在 的 元 素 . 
如 果 由 EPR 三 个 前 提 分 析 , 可 以 得 出 结论 ,量子 力学 理论 的 描述 是 不 完备 的 . 

三 条 前 提 中 ,第 @ 条 是 有 问题 的 . 这 条 前 提 中 有 “我 们 能 够 确定 的 预测 ” 提 法 . 要 想 确 定 
地 预测 S.(2) ,就 必须 安排 实验 测定 S.A). 此 时 我 们 就 不 能 预测 S,(2) 和 S.(2). Bohr 在 对 
EPR 挑战 的 回答 29 中 指出 :“ 对 粒子 1 的 测量 正 是 影响 了 对 确定 体系 未 来 行为 所 做 出 的 预 
言 类 型 的 条 件 . "这 和 句 话 的 意思 是 : 对 粒子 1 做 S.(1) 测 量 , 就 确定 下 来 对 粒子 2 未 来 行为 做 
出 预言 的 类 型 BU S.(2) ,而 不 能 是 S,(2) 或 S.(2). 由 于 决定 自 旋 三 个 分 量 的 安排 是 互相 排 
斥 的 ,因此 只 能 确切 预言 粒子 2 的 一 个 自 旋 分 量 ,而 不 是 三 个 ,结论 是 不 存在 量子 力学 描述 
不 完备 的 问题 . 

值得 注意 的 是 在 前 提名 中 有 “不 对 系统 做 任何 干扰 ”的 提 法 . 在 量子 力学 早期 的 文献 或 
教科 书 中 常 把 物理 量 A 与 B 不 能 同时 具有 确定 值 归结 为 测量 A 时 干扰 了 粒子 ,影响 了 确 
定 B 的 值 . 因此 EPR 强调 的 是 既然 没有 干扰 粒子 2, 那么 它 所 有 的 物理 量 都 有 确定 值 . 
Heisenberg 和 Einstein 讨论 他 的 量子 力学 矩阵 表述 时 说 ,只 有 可 观测 量 才 能 进入 理论 . 
Einstein 说 :“ 哪 些 量 是 可 观测 量 不 应 是 我 们 的 选择 ,而 应 由 理论 给 出 ,由 理论 向 我 们 提 
示 . " 自 旋 的 三 个 分 量 能 否 同 时 都 存在 相应 的 物理 实在 元 素 , 不 能 人 为 地 把 经 典 力学 搬 到 微 
观 体系 来 认定 ,而 是 经 过 实验 来 考验 量子 力学 理论 的 结果 . 在 认定 自 旋 的 三 个 分 量 存在 着 相 
应 的 物理 实在 的 元 素 这 类 问题 上 ,Einstein 并 未 遵守 他 自己 做 出 的 正确 判断 . L. Rosenfeld 
评论 9,“ 这 是 一 个 很 聪明 的 见解 ,或 许 Einstein 自己 应 该 记 住 的 .” 

在 两 个 粒子 相距 很 远 时 ,对 一 个 粒子 的 不 同 测量 结果 立即 可 以 预言 另 一 个 粒子 的 不 同 
性 质 . 这 是 由 于 角 动 量 守恒 通过 波 函 数 产生 关联 而 产生 的 . 对 一 个 粒子 进行 测量 ,就 从 系统 
波 函 数 中 析出 相关 的 部 分 ( 波 函 数 编 缩 ) ,其 中 包含 了 另 一 个 粒子 的 信息 ,并非 对 一 个 粒子 进 
行 的 测量 能 对 另 一 个 粒子 传递 什么 信息 . 果真 如 此 , 倒 真是 超 距 作用 了 ,EPR 的 第 三 条 前 提 
就 是 为 此 提出 的 .本 章 1.9 节 的 推迟 选择 实验 结果 证 明了 在 进行 测量 中 不 存在 传递 信息 的 
问题 . 在 2. 2. 2 节 讨 论 了 纠缠 态 Schmidt 分 解 后 还 会 进一步 分 析 , 对 一 个 粒子 进行 测量 没有 
信息 传递 给 第 二 个 粒子 . 

出 于 对 量子 力学 关联 (缠绕 态 ) 的 描述 不 能 接受 ,认为 对 第 二 个 粒子 信息 的 获得 是 一 种 
物理 上 作用 的 结果 ,Einstein 把 这 种 实际 上 不 存在 的 作用 称 为 “鬼怪 式 ”(spooklike) 的 超 距 
作用 .“ 定 域 相互 作用 ”在 经 典 场 论 和 量子 场 论 中 是 被 物理 学 家 所 广泛 接受 的 .但 Einstein 提 
出 “可 分 隔 原 则 ”反对 超 距 作 用 实际 上 是 否定 通过 登 加 原理 建立 的 量子 力学 关联 ,而 这 正 是 
量子 力学 的 重要 特征 . EPR 提出 的 问题 实际 上 不 是 伴 雇 ,而 是 对 建立 一 种 新 的 理论 的 建议 . 
他 们 的 挑战 引出 了 大 量 的 “ 隐 变 量 理论 ”研究 ,这 类 理论 认为 量子 力学 描述 是 不 完备 的 . 在 标 
明 系 统 状 态 的 力学 变量 (它们 都 具有 确定 值 ) 中 ,有 一 些 在 量子 力学 中 是 不 出 现 的 ,它们 被 称 
为 “ 隐 变 量 ” 汪 .例如 量子 力学 标明 自 旋 状态 ,可 以 用 S: 和 5S. ,这 里 S,,S, 就 是 隐 变 量 . 量子 
力学 中 对 隐 变 量 的 测量 值 实际 上 是 对 一 定 系 综 的 统计 平均 值 . 隐 变 量 理论 可 以 分 成 两 类 ,一 
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类 企图 重 现 量 子 力学 的 所 有 可 观测 结论 ,这 时 一 些 力学 量 会 具有 很 奇特 的 性 质 ,或 需要 引 人 
很 奇特 的 相互 作用 ; 另 一 类 从 一 些 基 本 原则 出 发 ( 即 EPR 的 三 项 前 提 ) ,在 一 些 简 单 情 况 下 
能 重 现 量子 力学 结果 ,但 在 有 些 情况 下 会 得 出 不 同 于 量子 力学 的 结论 . 这 些 理论 可 以 通过 实 
验 判 明 ,是 更 引 人 注 意 的 .在 文献 中 称 这 类 理论 为 定 域 的 (前 提 轩 ) 和 实在 性 的 (前 提 四 ) 隐 变 
量 理论 ,或 定 域 的 .决定 论 的 理论 .对 EPR 的 挑战 ,多 数 物理 学 家 持 Bohr 的 观点 ,因此 ,长 时 
间 以 来 这 个 问题 是 物理 学 家 谈论 的 话题 ,但 并 未 进 人 物理 学 研究 的 主流 . 这 种 情况 在 1965 年 
发 生 了 变化 ,起 决定 作用 的 是 J. S. Bell 的 研究 工作 . 


1.7.3 Bell 定理 


隐 变 量 理论 能 和 否 和 量子 力学 中 力学 量 的 对 易 关 系 相 协调 ?有 过 许多 讨论 .J, S. Bell 在 
1965 年 提出 一 个 定理 , 现 被 称 为 Bell 定理 Bea@ : 要 构造 一 个 定 域 的 .决定 论 的 隐 变 量 理论 
且 能 和 所 有 的 量子 力学 预言 相符 是 不 可 能 的 . Bell 是 就 EPR 伴 雇 的 Bohm 版 本 进行 分 析 
的 . 证 明 如 下 : 令 A:; 及 Bi 分 别 代表 粒子 1 在 6 方向 自 旋 分 量 和 粒子 2 在 ! 方 向 自 旋 分 量 的 测 
量 结果 ,以 所 /2 为 单位 ,& 和 b 是 任意 两 个 单位 矢量 . 考虑 ALD Bi 的 乘积 . 根据 量子 力学 , 它 是 
ERAR ECG.b) =o, + âo: + OXt BE MARC. 7.7)) 的 平均 值 , 即 

A;B;— [E(a.b)], = (plo râ o- b| n 


^ 


—— à * b. (1. 7. 8) 
特例 4 二 5b 给 出 
[EC(6,4)], —— 1. (1.7.9) 
Bohm 版 本 讨论 的 就 是 这 个 特例 . 是否 量子 力学 结果 ( 式 (1.7.8)) 可 以 从 定 域 决定 论 理 论 对 
隐 变 量 作 统计 平均 得 到 呢 ? 从 隐 变 量 理论 的 观点 看 ,可 观测 量 都 具有 确定 值 . 量子 力学 给 出 
测量 结果 会 有 几率 分 布 ,这 是 因为 测量 的 体系 是 处 在 不 同 状态 ,它们 之 间 由 一 隐 变 量 区 别 . 
量子 力学 对 此 一 无 所 知 , 由 于 其 描述 不 完全 才 给 出 几率 分 布 . 隐 变 量 理论 认为 ,量子 力学 中 
的 一 个 状态 ,其 实 是 一 个 包含 大 量 同样 体系 的 系 综 , 体 系 的 自 旋 状态 由 4 标定 . RASA 张 成 
23 [8] A ,状态 的 分 布 函数 是 p(M) , 归 一 条 件 是 


| oaa =1, (1. 7. 10) 


理论 是 定 域 的 ,没有 超 距 作用 ,因此 对 粒子 1 的 测量 结果 仅 依赖 于 4,6, 而 和 b 无 关 . 同 理 ,对 
粒子 2 的 测量 与 6 无 关 . 因此 对 任意 6,b 和 XEA, 下 式 成 立 : 


(AsBi) CA) = As) Bs). (3.7.11) 
对 任意 的 和 ,力学 量 都 有 确定 值 . 对 系 综 作 统计 平均 ,得 
ER 三 | A; Q2) Bs QOp Q0 da. (3.7.12) 
A 


在 下 文中 ,E(&, 耻 代表 隐 变 量 理论 值 ,[E(6G,5)], 代表 量子 力学 值 . Bell 证 明 在 定 域 性 要 求 
( 式 (1.7.11)) 下 重 现 量子 力学 结果 式 (1.7.9) 将 导致 E(4,5) 满 足 一 个 不 等 式 . BEGG) = 


Q 有 关 Bell 定理 在 1978 年 2 月 以 前 的 理论 与 实验 进展 总 结 在 J.F. Clauser 与 A. Shimony 的 评述 文章 [37J 中 . 
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一 1]; 式 (1.7.11) 给 出 
Az(a) =— B;(4), (1, 7, 13) 


令 6 为 另 一 单位 矢量 , 则 有 
Eâ, b) — EG.) — | [AsGO)BsG) — A: A) Be (A)JoA)dA 


= | A: Bs WL —As(aAs(aJoda — (1.7.14) 


此 处 用 了 式 (1.7.13) 以 及 A (0 — 1 导致 的 A; (4)As5 (4X4) 二 1 
的 结果 . 在 式 (1.7. 14) 中 ,因子 Az (4)B? A 对 不 同 的 可 以 
是 十 1 或 一 1, 这 个 因子 对 积分 起 了 部 分 抵消 的 作用 ,因此 - 
| EG b) — EG |< | [1 — Asad Ae QD oda. 

再 用 As (A) — — Bs (4X) 就 得 到 

| E(@,b) — E(á,€) |< 1--E(b,0. (1.7.15) 1.34 一 种 6,6,6 的 选择 ， 
这 是 一 个 Bell 不 等 式 . 经 过 人 ,有 ,8 的 巧妙 选择 ,可 以 使 不 等 i 
式 (1.7.15) 和 量子 力学 结果 不 同 . 如 图 1.34 中 的 选择 ,量子 力学 结果 是 

| EEG, 55], — LECÀ,01, |-|—4* b--á- 6|— 1, 

但 1 十 [E(Bb,6)],==1/2, 明 显 地 破坏 了 不 等 式 (1.7.15). 通过 这 个 反 证 证 明了 Bell 定理 . Bell 


定理 的 重要 ,在 于 它 的 普遍 性 . Bell 不 是 研究 某 一 种 隐 变 量 理论 而 指出 其 错误 ,而 是 证 明 
Einstein 的 定 域 性 及 实在 性 前 提 在 一 系列 情况 下 会 和 量子 力学 的 结论 矛盾 . 


1.7.4 推广 到 现实 系统 的 Bell 不 等 式 
以 上 Bell 定理 的 证 明 指 出 了 决定 论 的 定 域 隐 变量 理论 在 一 定 情况 下 给 出 和 量子 力学 
不 同 的 结果 . 证 明 是 对 理想 体系 进行 的 ,但 要 用 于 和 实验 比较 , 面 对 的 是 实在 系统 ,证 明 中 所 


用 的 部 分 条 件 不 再 成 立 . 探测 器 效率 总 是 小 于 1, 设 定 & 和 5 的 偏振 分 析 器 会 有 衰减 ,因此 会 
发 生 以 下 4 种 情况 : 名 两 个 粒子 都 被 探测 到 ; 加 粒子 1 被 探测 到 ,粒子 2 丢失 ; @ 粒 子 2 被 
探测 到 ,粒子 1 丢失 ; 图 两 个 粒子 都 丢失 . 如 果 只 用 第 一 种 情况 代表 系 综 去 和 理论 比较 ,就 
必须 假设 总 系 综 分 为 4 个 亚 系 综 的 相对 比例 与 8,b 无 关 . 但 实验 装置 和 测量 过 程 不 能 保证 这 
一 点 ,因此 必须 把 4 种 情况 都 包括 进来 ,此 时 总 系 综 分 布 函数 p(X) 与 a,b 无关 . Bell 1971 年 
的 证 明 59 考 虑 了 这 一 点 ,而 且 将 理论 推广 到 可 以 包括 随机 变量 或 甚至 随机 理论 ,但 保持 定 
域 性 和 “实在 性 ”条 件 , 每 一 个 测量 会 有 3 种 结果 : 十 1 代表 自 旋 向 上 ,一 1 代表 自 旋 向 下 ,0 


代表 粒子 丢失 . 即 有 
TÉ T1 


— ]; — 1. 
对 给 定 状态 4, 以 A;(4) 和 B;(4) 表 示 这 两 个 量 的 期 望 值 . 由 于 粒子 可 能 丢失 ,以 及 理论 可 以 
包含 随意 变量 ,因而 


>> 


x 
3 
O 


ü 


(A60) (scl, | Bead | (7. 17) 
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定 域 性 要 求 给 出 
Ed. b) = | A BEDA, (1. 7.18) 


此 处 p(2) 与 4,b 无 关 . Sa’ b RAF 1 及 2 自 旋 测 量 另 外 的 取向 . 由 式 (1.7.18) 可 得 
E(a,b) 一 Elâ, b) =| Az (A) BgGO[1 + Ap (A) Bp (A) Joa dà 


-| ACA) Bg DCL + Az (A) Br Q2 eG dà, 
A 


1E EX 7r DAIA ATEMA, AAE NSAI ATA SMR eB RE 8P IIA. 
再 用 式 (1.7.17) 得 到 


| EGG b) — Eâ, Ê) |< | [1+ Ag Q0 BP Od ]p@aa 
A 


+] [1 + Az (a) Bg Q2 Je) dà 
A 


= 2+[E(a’,b’) + ECá' ,b)], 

因此 有 ? 

—2 « E(á,b) — Elâ, b) + Elâ , b) +E b) « 2. (1. 7. 19) 
重新 定 4,b,6',b', 可 将 式 中 负 号 移 至 任 一 项 之 前 . 式 (1.7.19) 代 表 了 另 一 类 Bell ASR. 

量子 力学 给 出 
[E(á,b)], —— Cá - b. (1. 7. 20) 

由 于 实际 条 件 , 关 联 不 如 理想 情况 完全 ,这 里 引 人 一 个 正 实数 C 和 1, 仅 对 理想 系统 C— 1. 取 
4,b,6',b 如 图 1. 35 所 示 , 便 可 使 量子 力学 结果 破坏 Bell REX. 图 1. 35 两 种 几何 条 件 
给 出 

[ECá, b) — EC, b) +E b) + EC ,b)), =+ 242C. (1. 7. 21) 
和 式 (1. 7. 19) 相 比 看 出 ,在 C 值 相当 宽 的 范围 内 Bell 不 等 式 被 破坏 . 从 图 1. 36 看 出 
式 (1.7.21) 左 方 的 实验 值 落 在 2 到 2V2 以 及 一 2 到 一 2V2 之 间 ( 图 中 波浪 线 范 围 ) , 则 说 明 隐 
变量 理论 不 能 重 现 量子 力学 的 结果 . 如 实验 值 落 在 士 2 之 间 , 则 不 能 做 出 明确 结论 ,因为 这 
可 能 由 于 测量 装置 的 缺陷 使 C 值 过 小 所 致 . 


Bell 
-2V2 -2 0 2 24 
量子 力学 
图 1.35 Weba b,a ,的 选择 ,4 个 矢量 共 面 图 1.36 基 子 力学 和 隐 变 量 理论 比较 


伞 ， 这 类 不 等 式 此 后 被 称 为 CHSH(CClauserHorne-Shimony-Holtb) 不 等 式 . 
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Bell 不 等 式 的 检验 要 回答 的 是 能 否 用 定 域 决定 论 隐 变量 理论 重 现 量子 力学 结果 的 问 
题 . 如 果 一 系列 实验 证 实 不 等 式 被 破坏 ,结论 就 是 隐 变 量 理论 不 能 正确 描述 微观 物理 世界 ， 


1.8 Bell 不 等 式 的 实验 验证 


从 以 上 分 析 看 出 ,在 一 定 的 实验 范围 内 不 能 区 别 隐 变量 理论 和 量子 力学 ,必须 寻找 实验 
的 敏感 区 域 ( 例 如 图 1. 35 的 几何 ) ,也 还 需要 比较 好 的 分 析 探 测 设备 . 

初期 实验 曾 考虑 过 角 动 量 为 0 的 正 电 子 素 淹没 产生 的 两 个 光子 的 自 旋 关 联 .但 对 能 量 
如 此 大 的 光子 (0. 51Mev) 找 不 到 有 效 的 偏振 分 析 器 ,因此 只 能 通过 间接 测量 , 即 测 光子 产生 
的 Compton 效应 截面 来 测 光 子 自 旋 , 因 其 中 一 项 与 偏振 有 关 . 实验 结果 最 初 不 一 致 . 但 后 来 
逐步 趋向 一 致 : Bell 不 等 式 不 能 被 满足 . 这 类 结果 因 利 用 间接 推断 而 有 争议 . 

有 明确 说 服 力 的 实验 是 利用 原子 级 联 辐射 牙 迁 ,选择 光子 总 角 动 量 为 0 的 情况 , 且 光 子 能 
量 较 小 ,偏振 分 析 效 率 高 . 这 类 工作 始 于 1969 年 Clauser, Horne, Shimony 和 Holt 的 实验 29 ， 
随后 也 有 其 他 研究 者 做 了 类 似 实验 .图 1. 37 给 出 实验 装置 的 示意 图 , 源 发 出 两 个 光子 nov 


两 个 偏振 分 析 器 置 于 偏振 方向 4 及 b. 测量 4 与 5 夹 角 为 9 时 两 个 探测 器 的 符合 计数 率 , 它 代表 两 
个 光子 的 角 动 量 关 联 . 对 此 , 隐 变 量 理论 和 量子 力学 给 出 不 同 的 结果 . 选择 原子 级 联 跃 迁 


J=0—*J=1—>]J=0, 


源 Y 


偏振 分 析 器 4 偏振 分 析 器 6 
图 1.37 光子 自 旋 关联 实验 装置 示意 图 


J 为 原子 能 级 角 动 量 . 由 于 始末 态 角 动量 相同 ,两 个 光子 角 动 量 总 和 为 0. 令 R(9) 代 表 两 个 


偏振 分 析 器 & 与 5 夹 解 为 9 时 两 个 探测 器 的 符合 计数 率 . Clauser, Shimony 等 给 出 在 理想 情 
况 下 隐 变 量 理论 的 结果 是 Co 


R(x/8) R(3x/8) 1 


ms 


Ry Ro HVT 4 
此 处 HVT 是 隐 变 量 理 论 的 缩写 ,R。 为 无 偏振 器 时 的 符合 计数 率 . 量子 力学 结果 是 
R(x/8) _ R(3x/8)| _ 1 
Ri Rs a Los 


量子 力学 结果 不 满足 Bell KER. 


+ Ro Reals) — AG ,实测 的 结果 如 下 ， 


(1) Freeman 和 Pm ci ae Ca 级 联 辐射 


4227A 


13À 
4p! 'S, — —- 4pAs PP, 4s? 'S, 
ii f$ R=0. 3004-0. 008, MEH Bell KER. 
(2) Holt 和 Pipkin1973 4E ^" € JH He 级 联 辐射 


5676À 4047A 
9 Pp, ——# 7%, — —» 6 ?P, ; 
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— M 


这 是 J—1—J—1—J—0 级 联 , 量 子 力 学 公式 需 作 改变 :5 GRE R —0. 2164-0. 013, 5 
Bell 不 等 式 相 容 . 但 批评 者 认为 他 们 用 的 装 有 电子 枪 和 和 汞 蒸气 的 硬 玻璃 器 壁 应 力 带 来 系统 
误差 ,他 们 的 结果 不 能 重复 . 

(3) Clauser 1976 年 (重复 进行 Holt 和 Pipkin X% , 4 AL R — 0. 2885 士 0, 0093, 破 
坏 Bell 不 等 式 . 


(4) Fry 和 Thompson 1976 年 (站 采用 ”Hg 级 联 辐射 


4358À 2537À 
738, — —- 6?^P, ——> 6S, 


结果 是 R—0.2962-0.014, WIR Bell KER. 

Clauser 和 Shimony 的 评述 文章 93" 介绍 了 1978 年 以 前 许多 实验 . 结果 已 经 相当 有 说 服 力 
地 证 实 Bell 不 等 式 被 破坏 . 以 上 讨论 的 光子 自 旋 关联 是 采用 ”“ 单 通道 "偏振 分 析 器 进行 的 , 即 平 
等 偏振 记录 为 1, 垂直 偏振 不 记录 . 对 此 有 的 批评 认为 是 “不 完全 测量 ,有 一 定 争议 . 

到 80 年 代 实验 更 加 改善 ,结果 更 加 有 说 服 力 ,甚至 接近 了 理想 情况 . 1981 年 A. 
Aspect% Ca 的 级 联 辐 射 (图 1. 38), 用 双 光 子 激发 (Kr 离子 激光 器 和 可 调 染 料 激光 
器 ) ,将 Ca 原子 激发 到 !Su. Ca 原子 退 激发 出 两 个 光子 , 角 动 量 和 为 0. 测 它 们 的 自 旋 关联 
RGD / R,. 由 于 采用 激光 激发 ,光源 尺寸 很 小 (0. 5mm X 0. 05mm X 0. 05mm) ,对 探测 道 几 何 
极为 有 利 . 加 上 其 他 控制 条 件 , 在 几 小 时 实验 时 间 内 漂移 、 涨 落 都 小 于 1%. 单 通道 分 析 结 果 
示 于 图 1. 39. 图 中 量子 力学 结果 已 考虑 了 分 析 器 立体 角 及 探测 效率 ,可 见 实验 与 量子 力学 
符合 极 好 . Bell 不 等 式 被 破坏 ,与 实验 值 相 差 9 倍 标准 偏差 . Aspect 研究 组 还 进行 了 双 通 道 分 
析 器 实验 ,装置 如 图 1. 40(a) 所 示 . 分 析 器 采用 了 偏振 块 ,平行 偏振 光子 得 以 直接 通过 ,而 垂直 
偏振 光子 则 被 反射 偏转 90", 两 种 偏振 的 光子 都 可 以 通过 光电 倍增 管 (PM) 被 记录 . 通过 符合 线 


路 可 以 得 到 Ne (âB), N- (GN. Gb N- (Gb) ,此 处 Ny (8&,b) 代 表 一 个 光子 平行 
于 A( 以 十 表示 ), 另 一 个 光子 垂直 于 b( 以 一 表示 ), 余 类 推 .用 这 些 量 可 以 计算 出 
_ Na Gb) + N.- (a,b) — N,- (6,b)— N+ CÂ, b) 


EC, b) : < (1.8.1) 
N Gb) + N. (b) + N, (Gb) + N.. Gb) 
0.5 
zd 
S 
= 
0 90 180 270 360 
aK) 
图 1.38 Ca 原子 级 联 辐射 图 1.39 单 通 道 分 析 器 实验 结果 


实验 结果 示 于 图 1. 40(b) ,E(b) 代 表 6 与 5 夹 角 为 0 时 的 E(4,6b) 值 ,可 见 实验 装置 很 接近 理 
H, O=0 时 E(0) 很 接近 于 1. 令 
S= Ela, bE +E OFEA A. (1.8.2) 
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图 1.40 双 通 道 分 析 实 验 装置 (a) 及 实验 结果 (b) 


对 如 图 1. 41 的 安排 ,理想 情况 下 量子 力学 结果 是 
Sum = BUR. (1, 8. 3) 
而 隐 变 量 理论 结果 是 
— 2 = Suvr <2; (1. 8. 4) 
实验 结果 是 2. 697 3-0. 015. 对 现实 情况 (考虑 分 析 器 立体 角 及 探 
测 器 效率 ) ,量子 力学 结果 是 Som =2. 70 士 0.05. 实验 结果 与 量子 O 
力学 符合 极 好 ,而 破坏 Bell 不 等 式 达 40 倍 标准 偏差 . 1.41 â, b.a 6’ ves 
XT BRE BE Hit HE EMR BAR. AEP. 这 
个 问题 的 另 一 方面 就 是 量子 力学 描述 是 和 否 完备 . Bell 定理 所 出 后 ,实验 研究 和 理论 工作 大 量 
涌现 ,争论 更 加 激烈 . 一 个 实验 结果 发 表 , 往 往 会 有 批评 认为 实验 有 漏洞 . 这 些 批 评 往往 导致 
证 明 “ 漏 洞 不 存在 ”的 新 实验 ,或 是 具有 构思 更 巧妙 的 实验 方法 和 性 能 更 卓越 的 探测 手段 的 
实验 . 
光子 在 非 线 性 唱 体 中 的 下 转换 提供 了 讨论 EPR PEE 89 Sz i. 3:98 6-88 ht 28158 TR 
浦 光 子 , 即 ki +k = const. 这 两 个 光子 发 射 时 间 相 同 ， Bl tı — t: — 0. 而 这 相 — EB bi 十 ps 二 
const,z; ~x: =0, $Æ EPR 在 1935 年 提出 的 问题 .在 1.5.3 节 中 讨论 的 高 可 见 度 干涉 仪 正 
是 为 了 验证 Bell 不 等 式 建造 的 . 乔 瑞 宇 将 定 域 隐 变 量 理论 用 于 这 个 实验 的 情况 , 由 于 ALS 
单 光子 相干 长 度 , 故 分 别 在 两 个 干涉 仪 内 都 没有 单 光子 干涉 . 根据 隐 变 量 理论 , 双 光 子 干涉 
的 可 见 度 最 多 是 50% ,实测 的 结果 是 80.496 2-0. 66, f£ Bell 不 等 式 破坏 达 16 个 标准 偏差 . 
在 这 个 实验 基础 上 乔 瑞 宇 研究 组 提出 了 “无 漏 润 Bell 不 等 式 实验 ”的 建议 565. 方法 包括 
使 用 两 块 非 线性 晶体 ,实现 起 来 比较 复杂 .P. G. Kwiat 4$ AUS dtt T 38 fp 3809 77 9c. 他 们 使 
用 非 线性 BBO(beta barium borate) 晶体 ,用 “ 非 共 线 第 二 型 相位 匹配 ”, 直 接 产生 偏振 缠绕 
态 .在 这 类 相位 匹配 中 下 转换 光子 位 于 两 个 锥 面 上 ,一 个 是 寻常 偏振 , 另 一 个 是 非常 偏振 . 将 
泵 浦 光 方向 与 晶体 轴 间 的 角度 调整 合适 ,两 个 锥 面 就 重 伙 (图 1. 42). 这 样 两 个 锥 体 相 交 线 
的 两 个 方向 各 在 泵 浦 光 方向 的 一 侧 . 沿 着 这 两 个 方向 ( 称 为 1,2) 出 射 的 下 转换 光子 正好 是 
偏振 缠绕 态 : 


lp» = zB +e IV; H2)), (1. 8. 5) 


此 处 互 和 YY 分别 代 表 水 平 (非常 ) 和 垂直 (寻常 ) 偏 振 . 相对 相 角 o 来 自 晶体 双 折 射 . 用 附加 
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正常 光 
图 1.42 第 二 型 相位 匹配 下 转换 偏振 缠绕 光子 


的 双 折 射 移 相 器 可 以 将 a 调整 为 0 或 x. 通过 在 任何 一 路 放置 半 波 片 可 将 H 偏振 和 V 偏振 
互 换 . 因此 就 能 产生 以 下 4 种 EPR-Bell 态 的 任 一 种 : 


TE = z Vo £1V HS» 


Igt) = CH, Ha) V, V; 


(1. 8. 6) 


例如 从 | 六 ) 出 发 ,在 第 二 束 内 放 必 半 波 片 就 得 到 |g*), 由 于 光 在 晶体 内 有 双 折 射 PRE AY 
群 速 不 同 ,会 产生 时 间 延 迟 和 路 径 ( 水 平 ,垂直 方向 ) 偏 离 , 必 须 将 它们 限制 在 相干 时 间 和 相 
干 长 度 内 才能 观察 到 于 涉 . 装置 示 于 图 1. 43. 在 装置 中 用 半 波 片 Hu 将 HAV tb tie OE , 
通过 同样 双 折 射 晶体 C, 与 C, 可 将 时 间 延 迟 和 空间 偏离 纠正 . 适当 设 定 半 波 片 Hi 及 四 分 
之 一 波 片 Q, 可 获得 任 一 种 Bell 缠绕 态 ( 式 (1. 8. 6D. P, P; 为 检 偏 器 ,D! 和 D, 是 硅 雪崩 光 
电 二 极 管 .研究 组 获得 的 最 大 可 见 度 是 (97. 83-1. 0) 76. 

用 这 个 缠绕 态 检验 Bell 不 等 式 , 理 论 与 式 (1. 8. 1), 式 (1. 8. 2), 式 (1.8.4) 相 同 . 令 
CC, ,0 ) 代 表 检 偏 器 读数 为 0 , 时 的 符合 计数 率 ,定义 
C(O, ,8,) + CC0] ,8: ) — CCK0,,01 ) — CC] ,0,) 


habi Rs LOU AL NR Aa (1.8. 75 
C(O; ,0,) + Ct , 81 ) 4- CO, ,0]-) + CCA +A) 


ECA; 05) = 


此 处 


图 1.43 用 下 转换 产生 偏振 编 绕 态 
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观察 到 的 关联 用 参数 S 表示 : 
S = E(0 +0.) +E, ,0)+ ECO; 62) — ECO, +62). (1. 8. 8) 
XE b SC EE PRC 55618 | S] <2. 
实验 设 定 0, = — 22. 5^,01 —22. 5^ ,0, — —45'.0; —0^. 观察 到 的 数据 列 于 表 1. 1. 


X 1.1 AH Bell 态 测 得 的 关联 参数 


"E — 2. 6489+0, 0064 
TE — 2. 6900-0. 0066 
g^? 2. 570-0. 014 
ie 2 5290.01 


由 于 缠绕 态 是 从 晶体 直接 产生 的 , 比 过 去 实验 报道 的 强度 要 大 一 个 量 级 , 5min 产生 的 
数据 所 得 的 S 参数 突破 隐 变 量 理论 上 限 达 100 个 标准 偏差 . 这 在 “无 漏洞 实验 ”方向 上 迈 了 
一 大 步 . 
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fr EPR 伴 雇 的 有 关 讨 论 中 ,涉及 是 否 存 在 超 距 作用 的 问题 . 对 一 个 粒子 测 5S; ,根据 
结果 就 能 对 远方 另 一 粒子 的 S. 做 出 确切 预言 . 如 做 另 一 种 安排 , 测 粒子 的 S,, 则 视 结 果 
就 立即 能 对 远方 粒子 的 S, 做 出 预言 . 为 什么 对 一 个 粒子 的 测量 选择 能 影响 远 处 另 一 粒子 
性 质 的 预测 呢 ? 隐 和 变量 理论 用 不 存在 超 距 作用 否定 量子 力学 的 关联 ,企图 用 定 域 理论 取 
系 综 平均 得 出 关联 的 结果 , 从 Bell 不 等 式 被 破坏 看 出 ,这 个 企图 是 失败 的 .但 能 否 用 实验 
直接 来 判断 对 粒子 的 测量 ,或 实验 安排 能 否 发 出 什么 信息 呢 ?”1978 Æ J. A. Wheeler‘ $8 
出 问题 : 如 关于 测量 光子 路 径 或 干涉 条 纹 的 选择 是 在 光子 通过 狭 缝 之 后 突然 决定 的 , 实 
验 结果 是 否 和 早 做 安排 时 一 致 ? 如 果实 验 安排 给 光子 传 了 信息 , 它 就 可 以 早 做 反应 : 是 
以 波 还 是 以 粒子 的 面貌 出 现 . 但 者 在 它 已 通过 狭 甸 后 临时 做 出 选择 的 决定 ,即使 光子 收 
到 信息 也 来 不 及 做 改变 了 1 因此 ,如 果 Wheeler 问题 的 答案 是 “一 致 ", 看 来 就 不 是 什么 传 
递 信 号 的 问题 . 考虑 如 图 1. 44 的 安排 ,单个 光子 通过 分 束 器 BS, 进入 干涉 仪 . 如 果 没 有 分 束 
器 BS, ,探测 器 D; 和 D, 就 能 判别 光子 走 的 “ 哪 一 条 路 径 ”, 因 而 没有 干涉 . 但 如 在 光子 已 进 
人 于 涉 仪 即 将 到 达 BS, 处 的 最 后 一 刻 装 上 BS, ,仍然 能 得 到 于 涉 的 结果 , 即 和 最 初 装 有 BS, 
结果 一 致 ,就 说 明 没 有 什么 传递 信息 问题 . 1987 年 有 两 个 组 做 了 推迟 选择 实验 . 其 中 一 组 
Hellmuth, Walter, Zajonc, Schleich'** 的 实验 安排 即 如 图 1. 44 Aras. 图 1. 45 表示 两 束 在 透 
射 和 反射 过 程 中 相位 变化 情况 ,# 代表 两 束 到 达 BS, 时 的 相位 差 . 从 M; 到 BS, 束 在 反射 时 
有 相 移 n ARSE MGR BESS. 从 图 1. 45 标明 的 进入 探测 器 D, A D: 的 相干 束 相位 可 
以 判断 在 不 同 相 位 差 e 情况 下 两 个 探测 器 的 计数 率 , 列 于 表 1. 2. 对 任何 确定 的 $, Ni HN: = 
N( 总 计数 率 ). 


Q 分 束 器 是 未 钼 膜 的 . 从 光政 到 光 密 介质 分 界 处 的 反射 束 有 半 波 损失 , 即 有 相差 n. 
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D, 


图 1. 44 光子 干涉 实验 装置 图 1.45 ”光束 在 分 束 器 处 组 成 相干 束 的 相位 关系 


X 1.2 不 同 相位 差 下 两 个 探测 器 的 计数 率 


; 
x/2 N/2 N/2 
x N 


推迟 选择 实验 的 关键 部 件 是 Pockel &. t "I WEIL 
纳 秒 (ns) 时 间 中 被 激活 或 退 激 . 在 激活 时 它 能 使 光 偏 振 
面 旋转 ,在 它 后 面 放 上 偏振 块 ,就 能 把 偏振 面 旋转 的 光 
束 反射 偏转 . 图 1. 46 表示 在 图 1. 44 的 BS, 和 Ms 之 间 
放 上 Pockel & (PC) 和 偏振 块 (POL). 如 盒 被 激活 , 则 从 
BS, 过 来 的 光子 就 经 反射 进入 探测 器 Da. 如 不 激活 , 光 
子 就 到 达 M. 这 种 安排 所 做 的 选择 是 ，Pockel MM ”图 1.46 推迟 选择 模式 安排 原理 图 
活 一 一 测 光 子路 径 ( 表 现 粒子 性 ),Pockel 盒 不 激活 一 一 
不 测 光 子路 径 ( 表 现 波动 性 ). 实验 中 采用 皮 秒 (ps) Kr 离子 激光 器 ,脉冲 宽度 150ps, 采 取 措 
施 使 两 个 脉冲 之 间 间 隔 足 够 大 ,并 使 用 光学 衰减 器 使 每 个 脉冲 平均 光子 数 为 0. 2, 人 射 束 经 
BS, 分 为 两 束 后 进入 两 条 单 模 光纤 . 干涉 由 光电 倍增 管 D 和 D, 探测 . 如 Pocke 盒 不 激活 ， 
则 N: N: BÉ ¢ 变化 就 如 表 1.2 所 列 , 表 示 出 干涉 图 像 . 如 Pockel 盒 激 活 , 则 N, 二 N/2, 
N,—N,—N/A4,5j ¢ 无关 , 即 没有 干涉 发 生 . 推迟 选择 实验 的 做 法 是 : 不 激活 Pockel $i. Br 
测 计数 表现 于 涉 ,这 种 安排 称 为 正常 模式 . 激活 Pockel 盒 ,但 在 光 脉 冲 已 通过 分 束 器 BS, 后 
突然 退 激 Pockel f ,这 种 操作 称 为 推迟 选择 模式 . 根据 量子 力学 理论 ,两 种 模式 应 该 得 到 同 
样 结果 . 在 实验 中 激光 脉冲 交替 进入 正常 模式 或 延迟 选择 模式 . 两 种 模式 分 别 用 点 (。) 和 加 
号 (十 ) 表 示 于 图 1. 47 P. 图 (a) 和 图 (b) 分 别 是 探测 器 D 和 D 的 30s 计数 . 计数 存 人 多 道 
分 析 器 , 横 坐 标 相 当 于 时 间 ,每 一 道 相 当 0. 25s. 时 间 轴 是 由 光纤 因 温 度 引 起 的 折射 系数 变 
化 决定 的 . 从 图 中 看 出 两 种 模式 给 出 的 干涉 图 样 相同 . 将 两 个 探测 器 中 两 种 模式 计数 之 比 随 
时 间 的 变化 画 于 图 1. 48 中 ,得 到 

正常 模式 计数 ”11.00 士 0.02， 探测 器 D; 


推迟 选择 模式 计数 \0.99 土 0.02， 探测 器 D. 
这 和 量子 力学 结论 是 完全 一 致 的 . 
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OS 24 40 56 72 88 104 120 OS 24 40 S6 72 88 104 120 
通道 


(a) (b) 


56 72 


(a) 


图 1.48 两 种 模式 的 计数 比 


隐 变 量 理论 和 有 关 光 的 二 象 性 延迟 选择 问题 ,都 是 涉及 量子 力学 如 何 描述 微观 物理 世 
界 的 根本 问题 . 现在 量子 力学 描述 是 否 有 什么 带 根本 性 的 问题 呢 ? R. P. Feynman 的 一 段 
话 “ 深刻 地 反映 出 实际 情况 :“ 在 了 解 量子 力学 代表 的 世界 观 方面 我 们 一 向 有 很 多 困 
难 …… 你 们 知道 从 来 每 个 新 的 想法 总 要 经 过 一 代 或 两 代 人 才能 明显 看 出 它 不 再 有 真正 的 问 
题 . 我 不 能 表述 出 (量子 力学 的 ) 真 正 的 问题 ,因此 我 猜想 没有 真正 的 问题 ,但 我 还 不 很 肯定 
就 没有 真正 的 问题 了 .” 


1. 10 不 涉及 不 等 式 的 Bell 定理 


1.10.1 三 粒子 完全 关联 


Bell 定理 的 证 明 从 EPR 否定 量子 力学 关联 的 “ 定 域 性 ”出 发 ,导致 它 和 量子 力学 的 牙 
盾 . 对 于 二 粒子 关联 ,如 对 一 个 粒子 的 测量 结果 可 以 给 出 第 二 个 粒子 某 个 性 质 的 确切 判断 ， 
这 种 关联 称 完全 关联 . 如 仅 能 对 第 二 个 粒子 的 某 种 性 质 给 出 几率 分 布 的 判断 , 则 称 为 统计 关 
WE. 在 1.7. 3 节 讨 论 的 Bohm 版 本 EPR 伴 雇 ,是 通过 对 第 一 个 粒子 测 8 方 向 的 自 旋 分 量 做 出 
对 第 二 粒子 自 旋 5 分 量 的 判断 . 如 6 一 5 就 是 完全 关联 .2 天 8 就 是 统计 关联 . 在 Bell 定理 用 6 天 


b 导 致 了 不 等 式 , 对 二 粒子 系统 在 人 一 8 的 完全 关联 下 ,EPR 的 矛盾 暴露 不 出 来 . D. M. 
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Greenberger, M. A. Horne, A. Shimony 和 A. Zeilinger $& 1j 5*5 ,对 三 个 或 更 多 的 自 旋 1/2 
粒子 系统 在 完全 关联 情况 下 ,可 以 证 明定 域 性 和 实在 性 的 原则 是 和 量子 力学 不 相 容 的 . 这 样 
就 不 用 不 等 式 而 证 明了 Bell 定理 . N. D. Mermin555 也 有 类 似 的 考虑 ,下 面 描述 的 也 是 一 个 
想象 中 的 实验 ,但 是 有 可 能 在 实验 室 中 实现 , 一 个 动量 为 0 的 粒子 衰变 为 三 个 质量 相同 的 粒 
C. 如 果 三 个 粒子 能 量 相同 (可 以 在 探测 器 前 放 上 能 量 滤 波 器 保证 只 记录 能 量 相同 的 粒子 )， 
则 它们 的 动量 方向 间 成 120" 角 (图 1. 49). 在 粒子 源 周 围 开 6 个 孔 , 训 变 粒 子 或 是 通过 a,b， 
cy 或 是 通过 a ,b ,ec 射出 . 在 孔 外 ,三 粒子 体系 的 波 函 数 是 


iw) = gla bis lede tlatb Je 943, (1.10.1) 


rO Qi 


图 1.49 三 粒子 干涉 仪 示 意图 


此 处 |a); RER a 中 的 第 一 个 粒子 , 依 此 类 推 . 东 a 和 a 经 反射 后 会 聚 于 分 束 器 . 从 分 束 器 
射出 的 两 束 进入 探测 器 d 和 d .在 a 束 途 中 有 一 个 可 调 的 移 相 器 产生 相 移 $1. 因此 |a》 和 
la >》 的 演化 分 别 是 


la), gm 3-i ld'* X. (1.10. 2) 
la’; geh Cas tet SR (1.10. 3) 


Xr ^y PEAR RRA x/2 相 移 .粒子 2 和 3 的 演化 与 此 类 似 . 三 个 粒子 的 状态 演化 使 缠绕 态 
式 (1.10.1) 变 为 以 下 的 线性 组 合 : 


|W) TLL iht) [dds To» Ls + G— ett) a, los LPs 


+ G — eth») la», [les [fg + G— elite?) |a^», Jes [fs 
+ (— 14- ie^t*h) Id», le^», [fs 43- C— 1-4 ie) d) Jes Ifs 
+ (— 1r iefh*^**?) ld’), le^), | Os 3- C— i pr e?) a^» Je», [fs]. 
(1. 10. 4) 
第 一 项 三 个 探测 器 des f 接收 从 a,byc 来 的 透射 束 ( 括 弧 中 第 一 项 是 1) ,也 接收 从 a yb’ sc 
KH CES XE AED Rc B1 RGM PBR P — — D. 和 第 一 项 相 比 ,二 三、 四 项 包含 一 个 带 撤 号 
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的 探测 器 ,有 一 个 透射 束 和 一 个 反射 束 对 调 . 因此 括 弧 中 第 一 项 变 为 i, 第 二 项 系数 是 了 = 一 1. 
五 .六 .七 这 三 项 包含 两 个 带 撤 的 探测 器 , 括 弧 中 第 一 项 是 站 = 一 1, 第 二 项 系数 是 i. 最 后 一 
项 是 三 个 带 撤 的 探测 器 , 括 弧 中 第 一 项 是 ia 一 一 i, 第 二 项 系数 是 1. 假定 探测 器 是 完全 的 , 因 
此 每 组 3 个 误 变 粒子 会 使 d 或 d 的 任 一 个 ,e 或 e' 的 任 一 个 ,f 或 f' 的 任 一 个 记录 粒子 . 从 
式 (1. 10. 4) 可 得 探测 几率 为 


Pace Chu shos $i) = [1+ sinl +g + $1; (1, 10. 5) 


Paes Cdisasda) = ELI — sin(gi + $a + $3) ]. (1. 10. 6) 


如 带 撤 的 探测 器 为 偶 ( 奇 ) 数 , 则 方 括 弧 中 第 二 项 符号 为 正 ( 负 ). 如 令 粒 子 进入 不 带 撤 的 探测 
器 记 十 1, 进 入 带 撤 的 探测 器 记 一 1, 则 测量 的 期 望 值 是 
Ebr + de hy T= Pigg hdr cbe eda + Pay Cheb iD 
+ Pep (pr 992063) + Paes (bi pe») 
(T7 Paes (pio bz gs) — Pa (fis po ops) 
— Pap (pi sas 2 — Prer (bis das da) 


= sin(di + de + ga). (1. 10. 7) 
如 选择 - 
g Hg: Hga = 1/2, 
则 有 
E(disdosd43 = 1; (1. 10. 8) 
如 选择 
gı tg: Hos = 32/2, 
则 有 


ECQdisdus $i? —— 1. (1. 10, 9) 

这 两 种 情况 都 属 完全 关联 . 下面 就 可 以 演示 EPR 前 提 彼 此 矛盾 . 由 于 定 域 性 ,对 三 个 粒子 分 
别 做 测量 彼此 完全 独立 . 设 在 态 4 对 粒子 1( 移 相 内) 做 测量 ,所 得 结果 为 A, ($1), 有 记录 为 
十 1 ,无 记录 为 一 1. 类 似 地 对 粒子 2,3 做 测量 ,分 别 得 B, Cg), C, (ps). 对 式 (1. 10. 8) ff 
况 , 有 | 

A, Cdi )B ($i)C (#3) = 1, 

gı +g + fs = x/2. (1. 10. 10a) 
对 式 (1. 10. 9 的 情况 ,有 

A, ($1) Bi ($2), $s) —— 1, 


$i + pz 十 $3 eS 3x/2. EL 10. 10b) 

从 式 (1. 10. 10a) BT 48 
A,(0)B, (0)C, (7-) = ds (1. 10. 11a) 
A, (5 )B C C, C) = 1, (1. 10. 11b) 


A,COB, (F )C, CO) =, (1.10. 11¢) 
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由 于 这 些 数 都 是 十 1 或 一 1 ,任何 数 都 是 自己 的 倒数 . 从 式 (1. 10. 11a), RC. 10. 11b) 可 得 
A,(0)C, (Ai (F)G(F)= 1. (1. 10. 11d) 
从 式 (1. 10. 110) fR 


A,(0)C, (0) = 一 B, (+). (1. 10, 11e) 


式 (1. 10. 11d) 和 式 (1. 10. 11e) HH 


A, (+) B (> )G(F)= 1. (1. 10. 110) 


XC. 10. 11 和 是 属于 p: tg: tgs — 32/2 范畴 的 ,因此 和 式 (1. 10. 10b) 矛 盾 , 即 量子 力学 结 
RA. 10.7) 是 不 能 从 “ 定 域 实在 性 ”理论 重 现 的 . 图 1. 49 所 示 的 装置 称 为 三 粒子 干涉 仪 ， 
是 因为 当 固定 两 路 相 移 而 变更 第 三 路 相 移 时 符合 计数 率 ( 式 (1. 10. 5) 或 式 (1. 10. 60) & IE SK 
式 的 振荡 : 极 小 值 为 0, 极 大 值 是 粒子 从 小 孔 中 发 射 率 的 1/4. 这 可 以 称 为 三 粒子 的 干涉 条 
纹 . 如 果 只 测 任何 两 个 探测 器 (例如 e 和 全 的 符合 计数 率 , 则 从 式 (1. 10. DAR. 10. 6) 得 


P, Cdi TT») = Pay Cdi | $2 T) + Paes Chi sg » $3) = +. 


即 三 粒子 干涉 仪 不 给 出 二 粒子 干涉 图 像 . 类 似 地 ,将 Pur Pres Pars Peer HUI P= 


EA p 无 关 , 即 不 给 出 单 粒子 干涉 图 像 . 
三 粒子 干涉 仪 在 实现 中 会 有 困难 . 但 二 粒子 体系 也 可 用 于 不 经 不 等 式 直 接 验证 Bell 定 
理 , 这 是 理论 工作 的 进展 ， 


1.10.2 不 涉及 不 等 式 的 Bell 定理 : 二 粒子 情况 


以 下 是 L. Hardy?" 给 出 的 证 明 . 有 两 个 粒子 i 二 1,2. 3E FEIE 2708 — 3€ | 30. Aw 
绕 态 


| y? = a |Ha Ha — pl) |z» (1. 10. 12) 
此 处 a 和 有 8 是 实数 ,并 满足 
a! +e — 1. (1. 10. 13) 
引入 另 一 组 基 |u), |v): 
I+); = b| u) tia* | vw), (1. 10. 14a) 
I—>, = ia | u) +b" | v,), (1. 10. 14b) 
此 处 
lal -- 5 |* — 1. (1. 10. 15) 
原 有 基 的 正 交 性 保证 新 基 的 正 交 性 . 式 (1. 10. 14) 的 道 变 换 是 
| uw) = 5" |H: — ia" |) (1. 10. 16a) 


| v) =— ia |+); +b |» (1. 10. 16b) 
用 新 基 表 示 的 | 业 ) 是 
| V) =(ab? + pa?) | ui? | uz) + iCaa * b — Bab” ) | wj? | uz) 


-Fi(aa*b—ab*) | v) | u) — (aa --Bb* ) lu? | v). (0.10.17) 
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BER [1:2 | u; D RAA O°, Bl 


E usc ug 
a T 
或 
a=kya, b= ikB. (1. 10. 18) 


此 处 取 了 正平 方 根 . 常数 & 可 以 通过 适当 选 & 45 的 相 角 定 为 实数 . XX C1. 10. 15) 和 
式 (1. 10. 18) 给 出 


2 — TER Vet 
将 式 (1. 10. 18) 4X IB] X C1. 10. 17) 并 用 式 (1. 10. 19) ,得 到 


nem rear lui? [ued + Wap lu) lu) + VaB ln) lu) + Cla ll 8 D lu) lw)] 


= lu? 3- /Tal-I Bl aul rici luz? + VTal—T BT lu» | 


Vla l-I BT 

(1. 10. 20) 

ARS = 4H SE Icd): 
Ic? =A lu? +B Jv), (1. 10. 21a) 
Idi) =— B* |u) +A" |u). (1. 10. 21b) 

它 的 逆 变 换 是 

{ui} = A* Ic? — B |d,), (1. 10. 22a) 
lu) = B* |c;) +A ld». (1. 10. 22b) 


上 二 式 中 的 和 与 妃 分 别 是 
Hc. ABS. mel TIT (1. 10, 23) 
vVI 一 [epT VE 一 TapgT 
从 au,8 的 归 一 化 条 件 ( 式 (1. 10.13)) 得 到 A,B 的 归 一 化 条 件 : 
(A ]*-- B. [* 1, (1. 10, 24) 
FASE | c. Al lud RT WOKE | VO aR 
|W) = NCle,) le? — A? lui hu)» (1. 10. 25) 


] 一 
a 1m Sin 
从 式 (1.10.25) 出 发 ,可 以 将 | 到 ?用 不 同 的 基 表 示 为 4 种 等 价 形式 : 
(1) Rl us; us ;vz( 这 是 原 有 的 形式 ) 
ly? = NCAB |u) |v) +AB |vi? luz) +B? |v) Iv,)); (1. 10. 26a) 
(2) Hi ei «dis uz v; (FARR. 10. 21a) Ed cr), AA. 10. 22a) ER | )) 
Iv) = NLla»XA ju) + B lv)» —A?(A* la? —Bld,)>) lu)], (1.10. 26b) 
(3) FA tisu; cedi OH XC. 10. 21a) E 1& |c), ARC. 10. 22a) E | 522 
|y? = N[XA lu? +B |a) lez) —A* |u)(A* 16? — B |d:))], (1. 10. 26c) 


此 处 


Q 这 是 关键 的 一 步 ,其 作用 是 导致 下 文 的 式 (1. 10. 282). 
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(4) 用 cy dis e; d FASC. 10. 21a) 置 换 |z | u2>) 
ly? = NE le) le? —A'CA* lo»? —B ldi} CA” le?—Bld;»]. (1.10.26d) 
定义 物理 可 观测 量 U; 和 DD;, 相 应 的 算 符 是 


Ü; = lutul, D:=|ld) tdh. (1. 10, 27) 


它们 的 本 征 值 是 0 或 1. PANO, Lu) = u) 0, 1o) —0. 一 般 情况 下 ,U; AID, 不 对 易 , 即 对 任 
一 个 粒子 ,不 能 同时 精确 地 量 测 其 U, 与 D;. 从 式 (1. 10. 26a) 可 以 看 出 ,如 同时 测量 U， 和 
U; ,有 

UU, =0, (1. 10, 28a) 
这 是 在 式 (1.10. 17) PER |u) lu AY BON O 的 结果 .下面 要 为 隐 变 量 理论 设计 一 个 陷阱 
U; (AU, (CA) 一 1, 显 见 此 结果 与 式 (1. 10. 28a) 矛 盾 , AR. 10. 26b) 可 知 如 果 对 粒子 1 测 
D, ,对 粒子 2 WU, MACARA di) u MER |d)? 


mD,=1, MAU, =1. (1. 10. 28b) 
类 似 地 ,从 式 (1.10. 26c) 可 知 , 如 对 粒子 1 测 Ul ,对 粒子 2 8 D; ,那么 
mD,=1, WAU, — 1. (1. 10. 28c) 
最 后 ,从 式 (1. 10.26b) 可 知 ,如 对 粒子 1 测 D; ,对 粒子 2 测 D; ,那么 
测 得 D, =1, D: = 1 的 几率 为 | NA*B? |’. (1. 10. 28d) 


以 上 都 是 量子 力学 的 预言 . 

下 面 将 直接 证 明 , 定 域 实在 性 理论 是 和 量子 力学 不 相 容 的 . 用 隐 和 变量 4 描述 一 对 粒子 ， 
不 同 4 值 的 粒子 对 组 成 一 个 系 综 . 待 粒子 彼此 远离 后 再 对 它们 进行 测量 . 如 一 次 测量 给 出 
D, =1,D,=1, R dé t AERC. 10. 28d) fe YF G9. 既然 D, =1, MIRIC.. 10. 28b) ,如 对 
U: 进行 测量 ,应 得 U,— 1. 根据 定 域 性 的 观点 ,这 个 结果 应 与 对 粒子 1 进行 什么 测量 毫 无 关 
系 , 即 ULC) —1. 同 理 , 根 据 式 (1. 10. 280 , D; — 1. 意味 着 U — 1, HEREA U ASL 总 
起 来 ,如 测 得 Di —1,D; 二 1, 定 域 性 预言 U OU: (A) — 1 8A wie ALTAR D; (D; 而 
iB] U, ,U; RRMA U,U; 二 1, 和 量子 力学 预言 ( 式 (1. 10. 28200 FR. 实在 性 前 提要 求 : 既然 
3t (1. 10. 28b) ARA. 10. 28c) 分 别 预言 了 U,—1 IU, SIULA 1) ,而 且 在 测量 Di 时 没 
有 干扰 粒子 2 ,测量 D, 时 没有 干扰 粒子 1,U MU, 就 有 “实在 的 元 素 ”, 这 就 导致 与 量子 力 
学 的 矛盾 . 

以 上 的 证 明 取 决 于 测 得 D, —1,D;—1 的 几率 

igi [XL«l—-LgD laglT 
| NA* B! | =[4 | 一 | T. 


如 ec,8 其 中 之 一 为 0, 此 几率 为 0. 意 为 |9p) 为 乘积 态 , 不 是 缠绕 态 . lal = 18| ,这 是 最 大 
缠绕 态 ,几率 也 为 0. 因此 ,Hardy 的 证 明 对 除 最 大 缠绕 态 以 外 的 任何 二 粒子 缠绕 态 ,Bell 定 
理 成 立 . 

T. F. Jordan“! 和 S. Goldstein55 分 别 对 二 粒子 态 给 出 了 Bell 定理 的 证 明 . 


1.10.3 二 粒子 体系 不 涉及 不 等 式 Bell 定理 的 实验 验证 


实验 的 原理 图 示 于 图 1. 50, 该 实验 是 在 Mandel 研究 组 进行 的 .参量 下 转换 (图 中 
PDC) 的 两 个 光子 同时 从 非 线 性 晶体 射出 . 用 旋光 器 使 两 个 光子 偏振 正 交 ( 以 + 和 y 表示 ). 
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EM NARA ED RSE BS 上 ,并 在 此 混合 . 两 个 混合 束 从 方向 1 和 2 射出 . 分 束 器 是 
非 对 称 的 . 令 了 和 T" 分 别 代 表 向 1 和 2 方向 的 透射 系数 ,R A R 分别 代表 向 2 和 1 方向 的 
反射 系数 . 由 于 光 是 接近 法 线 和 人 射 , 这 些 系数 可 以 认为 与 偏振 无 关 . 离开 分 东 器 的 光子 对 量 
子 状 态 是 
|j? — TT' 1 Da, HRR’ [Dry [Das + TR’ [Die [Dy 
T TR [Ds HY, (1. 10. 29) 


符合 计数 器 


图 1.50 实验 装置 示意 图 


| Da 3 1 个 光子 向 方向 2 传播 ,偏振 为 y, 余 类 推 . 上 式 等 号 右边 第 三 、 四 项 对 符合 计数 没 
有 贡献 . 光子 经 检 偏 器 P ,P: 后 分 别 进入 探测 器 Di ,D:. 记 Pi (6) 为 探测 器 D; Cj —1,20 RM 
光子 的 几率 ,9 为 检 偏 器 设 定 的 角度 ,8 二 9 十 x/2 是 和 6 正 交 的 偏振 方向 . 完全 的 检 偏 器 和 探 
测 器 保证 P, (0) 十 P; (0) —1. id. Pu (0 ,b) 为 检 偏 器 设 定 角度 分 别 为 0: 时 两 个 探测 器 同 
时 各 记录 一 个 光子 的 几率 ,Ps:(b ,一 ) 代 表 检 偏 器 P. 设 定 于 4 ,方向 2 没有 检 偏 器 时 的 符 
Ait SUL. 它 满足 


Piz (0 s —) = Pi (0i 902) + Pis(0, 0:2, (1. 10. 30) 
此 处 0, 是 任意 的 .类 似 地 有 
Py. (一 ,2) = Pu (550) + Pu (Oi ,0,). (1. 10, 31) 
在 给 定 参数 T. T ,R,R' 的 情况 下 ,可 以 找到 0 ,2 ,lf ,0 特定 的 值 ,使 得 以 下 关系 成 立 57 : 
P5(0,,82) = 0, (1. 10. 32a) 
Piz (5,0) = 0, (1. 10. 32b) 
Pu (^ 01) = 0, (1. 10. 32c) 
P3 (0; +02) > 0. (1. 10, 32d) 
这 些 是 量子 力学 的 结果 . 从 式 (1. 10. 30) ASK CI. 10, 32a) 可 以 得 到 
Pi (0,, — = Pi(0, 8). (1. 10. 33) 


这 个 等 式 的 意义 是 ,在 方向 1 的 光子 偏振 为 0. 时 ,方向 2 光子 偏振 为 2 的 几率 为 1. 根据 
EPR 前 提名, 测 方 向 1 光子 的 偏振 不 扰动 方向 2 的 光子 且 能 确定 预言 它 的 偏振 , 故 这 个 偶 
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振 是 实在 性 的 元 素 , 从 式 (1.10. 3D MHC. 10. 32b) 可 以 得 到 
Pin (—+62) = Py sz): (1. 10. 34) 
用 上 面 同样 的 推理 ,可 断定 91 是 实在 性 的 元 素 , 这 相当 于 式 (1. 10. 28b) fll st CL. 10. 28c). 再 
考虑 Ps (0; 02) 70. 既然 2 1130 BRAT IP (2) =) ,此 处 正 (2) 是 方向 2 光子 在 隐 变 量 ) 所 确定 
状态 中 的 偏振 . 由 EPR WROME CE 6. 同 理 , 有 IPOD = 6). 这样 就 应 有 P3: 01,6: >0, A 
式 (1. 10. 32c) 矛 盾 . 推理 办 法 与 1. 10. 2 节 是 一 样 的 . 在 文献 [56] 和 [57] 的 实验 中 | T |? — 0. 70, 
|R]? —0. 30, 算 出 由 王 74.3" ,0 一 15.7",0 = — 56. 8,0; = — 33. 2^, 实验 测 出 Pi: (01 ,6: ) 一 
Pi; (0 ,0;) —0. 98, P4, (0 ,0,) —0. 099. 根据 EPR 原则 ,应 有 
Pi, C0, 02) = 0.099 X 0, 98 X 0.98 = 0.095, 

实验 给 出 

P12 C0, ,02) = 0.0070 + 0. 0005 
和 EPR 预言 相差 45 倍 标准 偏差 . 


1.10.4 三 光子 缠绕 态 的 实验 实现 以 及 对 定 域 实在 论 的 否定 


以 上 描述 的 三 粒子 干涉 仪 在 实现 中 是 有 困难 的 . 三 粒子 缠绕 态 的 优越 性 在 于 能 够 对 量 
子 力学 与 定 域 实在 性 理论 的 矛盾 给 予 “ 非 统计 性 ” b, 
的 实验 证 明 .“ 统 计 性 ”的 证 明 则 需要 测量 许多 对 & 
缠绕 粒子 积累 的 数据 ,Zeilinger H BERE ML" 提出 
了 用 两 对 偏振 缠绕 光子 实现 三 个 光子 的 缠绕 态 ， 
余下 一 个 独立 光子 . 这 个 想法 已 由 同 研究 组 在 实 Ql 
验 中 实现 [9. 在 实验 装置 示意 图 1. 51 中 紫外 光 短 
脉冲 经 过 BBO 晶体 产生 两 对 缠绕 光子 ,每 一 对 缠 pps; 


绕 光子 的 偏振 状态 由 下 式 给 出 : 
1 
二 (| H»,|V»,—l| V, | H»), 
z | | | 


它 代表 a 5b 两 束 的 偏振 态 的 两 种 可 能 . H 是 水 
平 偏振 ,V 是 垂直 偏振 ,两 种 可 能 是 相干 玖 加 的 . 
3E a 射 人 偏振 分 束 器 (图 中 PBS, ) .垂直 偏振 光子 
被 反射 ,而 水 平 偏振 光子 则 透射 进入 探测 器 T.R paa oni 三 光子 缠绕 态 产生 实验 装置 示意 图 

b 射 人 与 偏振 无 关 的 分 束 器 (图 中 BS) , 50% 81 

进入 探测 器 D, ,50%% 被 反射 进入 另 一 个 偏振 分 束 器 PBS, ,在 此 处 H 偏振 光子 透射 进入 探 
测 器 D, mi V 偏振 光子 被 反射 而 进入 探测 器 Di. 设 一 个 紫外 光 脉 冲 产 生 了 两 对 缠绕 光子 ,而 
4 个 光子 都 分 别 被 4 个 探测 器 TD, D D, 符合 探测 到 . 以 下 将 要 证 明 , 由 于 紫外 光 脉 冲 
(4 200fs) 远 小 于 光子 的 相干 时 间 ( 实 验 中 达到 500fs) ,两 对 缠绕 光子 中 的 一 个 光子 (触发 光 
子 ) 被 探测 器 T 记录 时 ,其 他 三 个 光子 即 构成 偏振 缠绕 光子 : 不 可 能 区 分 哪 两 个 光子 原 属于 
一 对 缠绕 光子 . 理由 如 下 : 当 符合 发 生 时 ,探测 器 T 记录 的 触发 光子 是 互 偏振 的 ; 它 的 伴 
信 一 定 是 Y 偏振 的 , 沿 5 束 到 达 BS'. 在 此 它 有 50% 的 几率 前 往 探测 器 D; 并 被 记录 到 ,另外 
有 50% 的 几率 被 反射 到 达 PBS, ,再 被 反射 进入 探测 器 Da. 先 考虑 第 一 种 可 能 . 此 时 探测 器 
D, ,D: 记录 的 必然 是 另 一 对 缠绕 光子 . 沿 a 束 的 必然 是 V 偏振 的 , 它 在 PBS, 处 被 反射 到 达 


BE ThA o 
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PBS,. 在 此 以 前 它 通 过 半 波 片 ( 图 中 4/2) ,偏振 被 旋转 45 ,成 为 了 与 互 的 等 权重 相干 登 加 . 
沿 5 束 的 光子 是 互 偏振 的 ,在 PBS, 处 透射 进入 探测 器 D.a RIE F BIA PBS, 时 其 H 偏振 
成 分 (50% ) 透 射 进 入 探测 器 D:. 这 一 对 分 别 被 D, ,D, 记录 ,与 前 一 对 组 成 四 重 符合 . 探测 器 
记录 的 是 

|H» IH»: V». (1. 10. 35) 
第 二 种 可 能 是 触发 光子 与 其 伴侣 分 别 被 探测 器 A D 记录 . 第 二 对 光子 中 沿 o RHE H 
偏振 的 , 它 在 BS 处 透射 进入 Di ,而 它 的 伴侣 在 PBS, 处 因 其 V 偏振 被 反射 ,通过 半 波 片 M/2 
到 达 PBS, ,并 在 此 处 因 其 V 成 分 (50%) 被 反射 而 到 达 D,. 探测 器 记录 的 是 

IV» [Vos | Hs. (1. 10. 36) 
一 般 说 来 ,两 个 可 能 状态 式 (1, 10. 35) 55 3X C1. 10. 36) 并 不 形成 相干 从 加 ,因为 它们 源 自 两 个 
独立 光子 对 ,它们 在 原则 上 是 可 以 区 分 的 ,例如 根据 不 同 的 发 射 时 间 . 但 这 种 信息 可 以 因 紫 外 
激光 的 短暂 (200fs) 和 光子 相干 时 间 很 长 而 被 涂 消 ,此 时 就 形成 三 个 偏振 缠绕 光子 的 GHZ 


(Grunberger-Horne-Zeilinger) 4. 


Um IH, IV» +V) IVO |H»). (1. 10. 37) 
上 式 两 项 中 间 的 加 号 需要 证 明 . 初始 两 对 的 状态 为 
Um. Vy —IVo, |.) HED. VO — IV 1D. (1. 10. 38) 


不 带 撤 的 和 带 撤 的 极 化 状态 分 别 指 第 一 对 和 第 二 对 . 在 装置 中 式 (1. 10. 38) 的 各 分 量 演化 为 


I Ee — [Hi IBS N 
Z 


IV). d IV), VD. IV» E IV»; +1V)s). 


(1. 10. 39) 


第 二 对 演化 与 第 一 对 相似 . 只 取 对 四 重 符合 有 贡献 的 项 ,得 到 
3 {|r (1H [IH Vs 二 II [EDO + OH» | Hg [VO $8-HIVO. 1V>2/H)s)}. 
(1. 10. 40) 
如 两 对 光子 不 能 区 别 ,就 有 


说 [ED CLEDs (HY; Is HV) [Va LED... (1.10, 41) 


这 印证 了 式 (1. 10. 37). 在 实验 中 如 何 能 证 明 这 是 三 个 光子 的 缠绕 态 而 不 是 这 两 项 的 混合 态 
呢 ? 尽管 在 实验 中 确证 了 上 式 中 的 两 种 偏振 状态 ,但 这 还 不 够 ,还 要 证 明 它 们 是 相干 释 加 ， 


在 D, 前 的 检 偏 器 置 于 45", 即 |45"》， a LH) HIV) ,从 而 将 上 面 的 状态 投影 到 


145°), CLH}: [VDs +V} LH). 


JZ 
将 括 弧 中 的 光子 2 及 3 的 状态 用 |45 ,| 一 45 ) 基 表示 ,有 
1 o o o o 
一 ( 45 P 45 )a E. — 45 de — 45 23325 
5 | | | | 


即 光子 2 及 3 偏振 态 相同 . 1450.1 — 45°), 和 | 一 45")*|45"》; 态 的 不 存在 是 光子 偏振 缠绕 的 
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明证 .图 1. 52 给 出 三 光子 缠绕 的 证 明 . 四 重 符合 记 数 作为 a 束 光 程 延 迟 的 函数 绘 于 图 (a)， 
偏振 145 >; | 一 45 ):| 一 45 )》; 为 实 方 点 ,|45 :| 一 45 :145 > ARAA. 延迟 为 0 时 两 条 曲 
线 的 差别 说 明 相 于 硅 加 , 即 后 一 种 偏振 状态 不 存在 .图 (b) 为 D, 偏振 置 于 0" 时 的 情况 . 测量 
结果 可 见 度 高 达 75 为 . 延迟 增加 ,两 对 趋 于 不 能 辨认 ,相干 趋 于 消失 . 当然 也 可 以 认为 ,在 零 
延迟 时 D, 和 D. 的 光子 由 于 D; 的 光子 被 投影 到 | 一 45") 而 被 投影 到 二 粒子 缠绕 态 . 为 了 得 
到 进一步 的 信息 ,将 D 处 的 起 偏 器 置 于 0"(V 极 化 ). GHZ 态 男 两 个 光子 应 处 于 |V); | H) 
态 , 它 在 |45”) 基 上 不 给 出 这 两 个 光子 的 任何 关联 . 在 图 1. 52(b) 中 不 论 延 迟 大 小 方 点 与 圆 
点 没有 区 别 , 证 明 不 存在 二 光子 关联 . 


四 重 符合 /3h 


0260 -100 0 $300 200 O00 -100 0 100 200 
延迟 /hm 延迟 /hm 
(a) (b) 


图 1.52 三 光子 缠绕 态 的 实验 证 角 


同一 个 研究 组 "中 用 另 一 个 GHZ 态 
Iw) = FD. LH), LH, HV, IV. [Vad (1. 10, 42) 


来 检验 量子 非 定 域 性 . 考虑 不 同 的 极 化 测量 : 从 原来 的 了 H/V 方向 转 45", 称 为 H/V 方向 ， 
或 测量 圆 偏振 , 称 为 L/R. 新 的 极 化 态 与 原来 的 H/V 态 的 关系 为 


B usu 5 ud 
|H') = >(0H) +V, |V = 去 (IH) 一 |V)); 

V2 V2 

i ; (1. 10. 43) 
IR = =H +i |V); |L) = =H) — i |V»). 

V2 V2 


为 方便 起 见 , 称 H'/V MR x 测量 ,L/R 测量 为 y infit. GHZ 态 (1. 10. 42) 可 以 用 新 的 基 
表示 ,例如 对 yyz 测量 它 可 以 表示 为 


Iy) = FR): IL», [Ha HIL), [Re | HP, HIR): [R02 [Va HIL) IL): IVa). 


(1. 10. 44) 
用 循环 排列 ,可 以 得 到 对 yey 和 zyy 测量 的 GHZ 态 .从 这 样 的 状态 得 出 ,对 两 个 光子 ,例如 
1 和 2 进行 测量 ,对 相应 的 第 3 个 光子 的 极 化 状态 就 可 以 确定 地 预言 . 由 于 三 光子 缠绕 态 已 
经 有 了 实验 上 有 力 的 确证 , 定 域 实在 论 者 应 该 对 这 些 状态 给 予 他 们 自己 的 诠释 . 由 于 预言 和 
在 测量 中 光子 的 距离 及 测量 的 时 间 顺 序 无 关 ,我 们 假定 对 三 个 光子 的 测量 是 同时 进行 的 . 
EPR 定 域 性 要 求 , 对 任何 一 个 光子 测量 的 结果 应 该 和 对 另 两 个 光子 进行 什么 样子 的 测量 以 
及 其 结果 无 关 . 对 GHZ 态 的 现实 ,必须 假设 每 个 光子 对 z 测量 和 y 测量 都 有 “实在 性 的 元 
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素 ”, 它 们 在 测量 结果 中 应 该 体现 出 来 . 记 这 些 元 素 H VOA X;=4+1(—-1), 0K R(L) 为 
Yi 二 十 1( 一 ]). 为 了 和 GHZ 态 |Y) 的 量子 理论 预言 符合 ,测量 yyz 的 结果 要 求 YY,X, 二 一 1， 
Y X; Y; ——1, X Y;Y, — — 1. 循环 排列 的 结果 也 类 似 . 根据 定 域 实在 论 ,任何 一 个 特定 的 测 
E z 都 必须 独立 于 对 其 他 两 个 光子 进行 x Ry 测量 . hF YY = +l, A X,X,X,= 
(X, X;Y,0C(Y, X2Y3) (VY Y2 X, mx], 因此 征 域 实在 论 的 结论 是 ,进行 XII 测量 的 可 能 结果 
Æ V'Y'V'.H'H'V'.H'V'H'mV'H'H'.Xe|yoXemN H'/V'3& vh 

Iw) =H [Ha LHP. Lys IV ^s IVs 


-HV^» (Hy: IV», HV Yi IV»; |H'»,). (1. 10. 45) 
因此 量子 力学 给 出 的 zzz 测量 结果 和 定 域 实在 论 直接 矛盾 .结果 示 于 图 1.53. 


定 域 实 在 论 
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0.13 


分 数 


0.10 
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图 1.53 三 光子 缠绕 GHZ 态 导致 量子 力学 与 定 域 实 在 论 矛 盾 . 取 自 [60] 


1.10.5 在 缠绕 与 非 定 域 性 意义 下 的 EPR FB 

EPR 的 原始 意图 是 要 说 明 量子 力学 是 不 完备 的 ,因为 在 二 粒子 系统 的 一 维 运动 中 xz， 
和 p. 的 值 可 以 确切 决定 ,因此 (Azs)*(Aps)? 宇 局 /4 被 破坏 . 考虑 EPR AR 十 2 Ap, 一 
f; 联合 不 确定 性 乘积 (A(2 十)) (ACB. — £0) 的 值 决 定性 地 依赖 量子 态 的 性 质 : 是 
可 分 离 的 还 是 缠绕 的 . 段 鲁 明 等 ("] 从 可 分 离 性 定义 出 发 ,证 明了 一 个 定理 : 对 可 分 离 的 连 


续 变 量 状态 ,联合 不 确定 性 乘积 是 有 下 限 的 ,而 它 的 值 是 源 于 不 确定 性 关系 的 . 因此 破坏 这 
个 下 限 就 是 不 可 分 离 性 (缠绕 ) 的 充 要 判 据 . S. Manchini 等 "证 明了 一 个 定理 : 对 任意 可 分 
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离 量 子 态 定义 算 符 u 二 gi 十 qj,v 二 记 一 p:, 考 虚 到 [gj, pj 是 个 c 数 (j= 二 1,2), 不 等 式 
(CA? ) (CA*) Z | (Lars dr ]) | 成 立 . 对 我 们 考虑 的 情况 ,这 个 定理 的 特例 是 ， 

(AC, 十 人)) (AC — 2) > N. 

最 大 缠绕 EPR 态 在 实验 室 中 不 能 实现 ,但 一 对 参量 下 转换 光子 在 适当 条 件 下 可 以 认为 
是 这 样 态 的 近似 . Rochester 大 学 的 研究 组 5 进行 了 这 样 光 子 对 的 大 距离 位 置 和 动量 关联 
测量 . BBO 晶体 用 390nm 激光 束 泵 浦 可 产生 参量 下 转换 光子 对 . 用 棱镜 把 泵 浦 光 和 下 转换 
光 分 离 . 两 个 光子 极 化 态 正 交 ,可 以 用 极 化 分 束 器 (PBS) 将 它们 分 开 . 滤 光 器 后 面 的 显微镜 
物镜 将 通过 的 光 聚 焦 到 雪崩 光 二 极 管 (APD) 单 光子 计数 装置 上 . 

要 测量 光子 的 位 置 关 联 , 在 分 束 器 前 放置 一 个 透镜 ,将 晶体 的 出 射 面 聚焦 在 两 个 狭 颖 的 
平面 上 成 像 ( 图 1.54 C300. 一 个 狭 钾 固 定 在 最 大 信号 强度 处 BA TRI RIE WR 
颖 位 移 函 数 的 光子 符合 计数 率 . 要 测量 光子 的 横向 动量 关联 ,去 掉 PBS 前 的 透镜 , 代 以 在 每 
一 个 辟 上 各 放 一 个 透镜 LE BERE TOES DEBERE f BREEO (图 1. 54(b)). 这 两 个 透镜 将 横向 
动 景 映射 为 横向 位 置 , 使 具有 横向 动量 i | 的 光子 聚集 在 狭 锋 平面 后 落 在 fh, /k 处 .将 一 个 
PRE [S] ig ,移动 另 一 个 狭 锋 以 得 到 符合 计数 率 分 布 . 
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图 1.54 测量 光子 关联 的 实验 装置 示意 图 , 取 自 [63] 
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归 一 化 符合 分 布 后 ,得 到 条 件 几 率 画 数 为 P(x, |r) M PCI: lp) AFE 1.55. 


40 0.15 


a 
e âx=0.027mm : ®  Apo=3.7Ah/mm 


30 


20 


P(xyxi) 


= 0 M 
-0.1 0 0.1 -20 -10 0 10 20 
x,-x/mm Prip A/mm 
(a) (b) 


图 1.55 条 件 几 率 分 布 函 数 . 取 自 [63】 


这 些 条 件 几率 密度 函数 就 用 以 计算 在 给 定 光子 1 的 位 置 或 动量 条 件 下 光子 2 的 位 置 和 
动量 不 确定 性 : 
(Aze la)? = [nt PGi | zi)drs — (| PG Lada) ,| 
. (1. 10. 46) 
(Ap: lz)? = [pi PG, | z;9dz, 一 (|p: Pc | zi)dzs ) , | 
实验 数据 给 出 
(Ax: |, ) (Aps la) = 0.01 fh’. (1. 10, 47) 
这 个 结果 证 实 了 光子 的 关联 是 如 此 之 好 ,而 EPR 定 域 要 求 被 破坏 得 如 此 厉害 . 但 不 要 把 关 
RC. 10. 47) 当 作 不 确定 性 关系 ,因为 均 方 差 值 是 在 不 同 条 件 下 计算 的 . 不 确定 性 关系 
(Ar) Ap Sh’ /4 并 未 破坏 ,两 个 均 方 差 值 闻 时 为 零 不 可 能 在 任何 量子 状态 上 实现 . 对 
于 可 分 离 态 用 联合 几率 PO, r) BH P(pi,pz) 计 算 均 方差 ,得 到 的 结果 是 [A(Z 222 7 
[ACA —B)0 PSR’. 


1.10.6 单 光子 的 非 定 域 性 


在 1. 8 节 中 讨论 的 Bell 不 等 式 实验 检验 涉及 两 个 缠绕 粒子 的 关联 . 考虑 一 个 单个 光子 

1T 314r 38 88 E. 它 反 向 和 透射 的 几率 幅 相 等 . 状态 由 下 式 描述 : 
x D; | O)r +| Or | De] (1. 10. 48) 
此 处 TCR) 指 分 束 器 的 透射 (反射 ) 臂 . 以 光子 数 状态 为 基 ,T 和 R 的 关联 互相 排斥 : 如 在 工 臂 
探测 器 计数 ,R 臂 的 探测 器 必然 无 反应 ,反之 亦 然 .但 这 并 非 我 们 感 兴 趣 的 量子 力学 关联 ( 它 涉 
及 和 量子 数 互补 的 相位 . ) 将 式 (1. 10. 48) 和 式 (1. 8.6)Bell 基 上 比较 ,可 以 看 出 它们 在 数学 上 是 同 


构 的 . 意思 是 一 个 光子 也 可 以 用 来 检验 Bell 不 等 式 ， LO 
只 要 把 一 个 相位 适当 安排 进去 此 时 TUR MER 。 ，。 LA 
测 器 可 以 表明 单个 光子 的 两 个 “版 本 ”之 间 的 关联 ， S IET 


即使 探测 器 相距 很 远 . 实验 研究 是 由 S. M. Tan, 
D. F. Walls 和 M. J: Collett!“ 建议 的 . 式 (1. 8. 6) 光 图 1.56 信号 光子 与 局 域 振子 (LO) 
子 对 的 关联 可 以 通过 调整 起 偏 器 角度 设置 来 量 测 . 产生 光子 的 混合 . 取 自 [65] 
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单 光 子 和 局 域 振子 在 分 束 器 上 混合 (图 1. 56) ,探测 器 不 能 判断 探测 到 的 光子 是 来 自信 和 号 
( 单 光子 ) 还 是 来 自 振子 所 产生 的 相干 态 光 子 ae”. 相位 0 起 着 在 1. 8 节 中 起 偏 器 角度 的 作 
用 .实验 研究 由 B. Hessmo 等 人 四 完成 .他 们 对 Tan, Walls 和 Colletti 的 原始 建议 作 了 一 
些 改动 ,试验 安排 示 于 图 1, 57. 激光 源 产 生 fs 脉冲 ,波长 90nm, 它 泵 浦 一 个 BBO F HRA 
体 . 辅助 光子 进入 探测 器 Dr. Dr 收 到 光子 就 说 明 下 转换 光子 对 中 的 另 一 个 信和 号 光子 即将 进入 
分 束 器 . 局 域 振荡 的 产生 由 主 激光 器 分 出 一 东 来 驱动 . 设置 并 调整 延迟 线 ,保证 振子 的 光子 和 
信和 号 光子 同时 达到 分 束 器 . 强度 控制 使 振子 光 强 度 和 信号 强度 相 匹 配 以 得 到 高 度 关 联 测量 可 
见 度 ,振子 光子 的 极 化 调整 为 和 信号 光子 的 极 化 正 交 . 振子 光子 的 相位 由 一 臂 的 双 折 射 晶体 没 
其 光 轴 的 转动 来 调整 . D, ,D; 和 Dr 的 三 重 符合 作为 两 臂 相 位 差 的 函数 记录 下 来 ,如 图 1.58 所 
R. 如 信和 号 光子 或 振子 光子 遗失 ,会 得 到 平坦 的 与 相位 无 关 的 关联 曲线 . 用 这 个 本 底 关 联 来 修 
正 关联 - 相 移 曲线 ,得 到 了 可 见 度 91% 士 3%. Bell 不 等 式 被 破坏 达到 71%. 如 [64] 指 出 的 ,这 个 
关联 是 纯 量 子 力学 的 ,其 结果 不 同 于 经 典 波动 理论 ,更 不 用 说 经 典 微粒 理论 了 . 
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图 1.57 实验 安排 : 参量 下 转换 的 一 个 单 光子 与 局 域 振子 的 光子 在 分 束 器 上 混合 . 
在 分 束 器 的 输出 两 辟 各 有 一 个 探测 器 . 取 自 [65] 
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图 1.58 实验 数据 和 但 线 拟 合 . 振荡 曲线 表明 单 光 子 两 个 “版 本 ”的 
非 经 典 关 联 ( 作 为 相 移 的 函数 ). MALES] 
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1.11 量子 非 破 坏 性 实验 简介 


科学 与 技术 的 发 展 需要 愈 来 愈 高 的 精确 度 , 例 如 引力 波 探测 、 压 缩 光 . 单 原 子 阱 等 . 在 计 
算 机 科学 的 信息 处 理 与 传递 中 ,量子 测量 也 是 重要 的 .量子 测量 的 理论 也 需要 发 展 从 而 满足 
这 些 需 要 . 量子 非 破坏 性 实验 (guantum non-demolition experiment, 简称 QND 实验 ) 及 回 
避 反 作用 实验 (back action evading experiments, ,简称 BAE 实验 ) 都 能 在 不 确定 原理 这 一 基 
础 性 约束 的 制约 之 下 提供 最 佳 结 果 59 . 我 们 从 一 个 例子 开始 . 引力 波 探测 器 是 由 重 以 吨 计 
的 Al(Si,Nb) 棒 构成 ,它们 在 经 过 的 引力 波 驱 动 之 下 以 极 小 的 振幅 (估计 为 82~10 " cm) 
振动 . 如 果 要 求 如 此 之 高 的 精确 度 ,那么 这 样 巨 大 的 金属 棒 也 要 用 量子 力学 处 理 . 测量 的 重 
复 频率 是 r10 *s. 如 果 从 测量 振动 的 振幅 来 测 引力 波 , 则 相应 Az 会 有 动量 的 扰动 ApS 


zz , 亦 即 有 速度 不 确定 性 Av> t 它 在 时 间 r 内 引起 位 置 的 不 确定 性 (Az)' > Oe 


IRA Ar=10 ?cm,m—10t—10'g,48 (Ar)’>5 X10 P cm, AFLG WR BR DAL ERA HE. 这 
样 下 一 次 测量 就 无 法 以 需要 的 精度 完成 . 将 棒 做 得 更 重 是 不 现实 的 ,使 测量 时 间 间 隔 再 小 会 
减弱 引力 波 信号 . 所 以 造成 这 种 情况 ,是 因为 位 置 测量 是 一 种 仪器 对 体系 的 反作用 (back 
action) , 它 带 来 对 动量 (位 置 的 共 思 力 学 晤 ) 的 干扰 . 这 种 沾 污 被 反馈 回 体 系 ,在 它 的 演化 中 
造成 附加 的 位 置 误差 ,破坏 了 下 一 次 精确 测量 位 置 的 可 能 性 . 我们 能 否 更 聪明 一 点 呢 ? 尝试 
测量 金属 棒 在 引力 波 驱 动 下 获得 的 动量 . 令 动 量 测量 所 需 的 精确 度 为 Ap 守 10 g e cm/s. 


相应 的 位 置 测量 的 不 确定 性 为 Az> 2 n5 X 107" em, 在 c107*s 后 再 进行 动量 测量 . 由 


于 悬挂 的 金属 棒 在 很 短 的 时 间 ( 远 小 于 振荡 周期 ) 内 可 以 认为 是 自由 的 , 它 的 动量 是 守恒 的 . 
不 确定 Ax 不 能 由 于 自由 演化 引发 新 的 动量 不 确定 性 (Ap)', 因 此 ,下 一 次 动量 测量 仍 能 以 
同样 精确 度 进行 . 当然 ,一 次 次 动量 测量 会 使 位 置 不 确定 积累 ,但 这 不 会 带 来 不 利 影响 . 另 
外 ,引力 波 是 会 使 金属 棒 动 量变 化 的 ,测量 动量 以 判断 引力 波 强度 正 是 基于 此 点 .但 这 是 外 
力 脉冲 ,体系 的 动力 学 演化 仍 是 自由 物体 的 .在 自由 物体 演化 中 动量 是 守恒 的 , 沾 污 不 能 反 
馈 进 来 . 基于 以 上 讨论 ,自由 物体 的 动量 测量 可 以 是 量子 非 破坏 性 的 ,而 位 置 测 量 则 不 是 . 或 
称 自 由 运动 的 动量 是 量子 非 破坏 性 的 可 观测 量 ,而 位 置 不 是 . 综 上 所 述 , 在 位 置 测量 中 r= 
pr/m, p 的 不 确定 性 通过 这 个 关系 产生 x 的 新 不 确定 性 .在 自由 运动 中 p= const 5j x X 
关 , 因 而 动量 测量 产生 的 z 的 不 确定 性 反馈 不 进来 . 在 此 ,运动 常数 是 起 决定 作用 的 . 


1.11.1 标准 量子 极限 与 反作用 回避 (BAE) 实 验 
考虑 一 个 自由 粒子 . 设 在 (一 0 时 进行 的 位 置 测量 不 确定 值 是 (CAz),. 相应 的 仪器 反作用 
带 来 动量 不 确定 值 是 (Ap)e m cos. 记 (Az) 为 在 时 间 :一 + 进行 的 位 置 测量 误差. 在 r 


时 间 内 反馈 的 沾 污 造成 位 置 不 确定 值 是 


CAp)at zx fir 
m 2m(Ax)," 


CAz) = 


两 次 位 置 测量 可 以 定 出 动量 的 值 


61.14.13 
动量 的 不 确定 值 为 

hU $ 1/2 
Am! (Ax)? + CA | . 
(Az), 取 什 么 值 才 能 使 Ap 尽量 地 小 呢 ? 简单 的 计算 给 出 


TR i fe = Area. (1. 11.3) 


Ap = 2 [cant + (1.11.2) 


它 使 由 (Az), 所 导致 的 Ap 一 Ion .定义 


Apsar = J7. (1.11.4) 


式 (1. 11.3) 和 式 (1.11.4) 定 义 了 xz 和 pp 误差 的 “标准 量子 极限 ”(standard quantum limit), 
简称 SQL. XX G. 11. 4) 的 定义 有 一 定 任 意 性 , 它 满足 


Azsq. Apsa = £. 


式 (1.11.2) 中 的 Ap 显然 比 Apsar 大 ,但 属 同 量 级 . 这 两 个 量 的 关系 用 符号 过 表示 ， 即 有 
Ap = Asa. (1.11.5) 
再 考虑 谐振 子 


SWS ans ee ne 
maw 


= x, coswt + r;sinwt. (1.11. 6) 
x, 和 x, 称 为 谐振 子 的 “ 求 积 振幅 ”(quadrature amplitude) ,它们 实际 上 是 两 个 积分 常数 , 从 
zx 和 户 间 的 不 确定 关系 可 知 ,确定 求 积 振幅 的 精确 度 需 满足 


Ända Be zi (1.11.7) 


TEE Ne A HN (1.11.8 
2mw 
= h 
AXxsoL — E e (1.11. 9) 
N 2mw 


= l nw? A? = pmo Gi + 22)? , 


2 
此 处 A 是 振幅 . 如 振幅 为 小 量 , 则 


EE ett ZE | h 
AE= moe! AAAsa = mw eat ^l takes 


= JfwE . (1. 11. 10) 
标准 量子 极限 可 以 逾越 吗 ? 答案 是 肯定 的 . 在 得 到 这 个 极限 时 用 了 不 确定 关系 ,但 二 者 不 是 
等 同 的 . 标准 量子 极限 和 如 何 进行 测量 有 关 . 以 谐振 子 为 例 , 它 的 能 量 决定 于 振幅 A ,而 和 相 
角 wt 无 关 . 测量 求 积 振幅 时 ,振幅 和 相 角 都 要 测 . 关于 相 角 的 信息 对 能 量 是 没有 用 的 ,但 仪 


如 果 它 们 有 相同 的 精确 度 , 则 有 


而 标准 量子 极限 就 是 


谐振 子 的 能 量 为 
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器 在 测量 相 角 时 对 体系 的 反作用 会 被 反馈 回 体系 造成 附加 的 能 量 不 确定 性 . 因此 测量 能 量 
最 好 的 办 法 是 不 要 任何 关于 相 角 的 信息 . 这 是 P. N. Lebedev 的 办 法 : 通过 测量 辐射 压力 的 
办 法 获得 辐射 能 量 密度 . 可 以 用 很 长 的 时 间 来 完成 测量 , 相 角 的 信息 是 不 相干 的 . 在 尺度 为 
d 的 腔 体 中 用 可 移动 的 壁 (动量 不 确定 性 Ap) 测 电磁 能 量 EE, 其 不 确定 性 为 


AE n “ap. (1.11.11) 
此 处 = 是 测量 时 间 . 如 用 足够 长 的 时 间 进 行 很 精确 的 动量 测量 ,可 以 使 AE 足够 小 ,小 于 标 
准 量子 极限 . 这 类 实验 称 为 反作用 回避 (BAE) 实 验 . BAE 的 条 件 可 以 从 考虑 体系 和 测量 仪 
器 间 的 相互 作用 得 到 . 体系 的 可 观测 量 A 和 仪器 的 可 观测 量 M( 即 仪器 的 读 出 耦合 
Hamilton ìi XÅ: 


É, = f(A,M). (1. 11. 12) 
这 个 相互 作用 正 是 仪器 对 体系 的 反作用 , 它 通 过 量子 运动 方程 导致 A 的 变化 : 
dA 


dA. <A T. (1.11.13) 


Es i , Mn RAAT, 对 易 , 则 在 测量 中 对 A 就 没有 反作用 . SA, 中 不 含 体系 的 任何 与 A 不 对 
易 的 可 观测 量 , 它 就 和 A 对 易 , 即 冰 , 不 会 导致 A 的 本 征 态 间 的 跃迁 . 以 上 粗略 的 讨论 在 文献 
[66] 中 有 严格 的 证 明 . 


1.11.2 量子 非 破坏 性 (QND) 实 验 


可 观测 量 A 的 QND 实验 是 对 A 的 一 系列 精确 测量 ,在 各 次 测量 之 间 的 演化 中 没有 与 A 


不 对 易 的 可 观测 量 的 污染 反馈 给 A. 只 有 很 特殊 的 可 观测 量 才能 对 污染 反馈 有 免疫 性 . 它们 
被 称 为 QND 可 观测 量 . 如 果 , 且 只 有 如 果 系 统 在 Heisenberg 图 画 中 自由 演化 时 在 不 同时 间 


[ÀGO ÂC )] PET 0, t; Æ tjs C. 11, 14) 
A 就 是 QND 可 观测 量 . 为 了 强调 QND 测量 的 重要 性 , 仍 以 引力 波 探测 为 例 . 这 个 探测 需要 
多 次 在 不 同时 间 重 复 对 一 个 可 观测 量 进行 测量 . 如 果 我 们 有 大 量 同样 的 系统 处 于 相同 状态 ， 
就 可 以 在 不 同时 间 对 许多 系统 进行 测量 ,不必 考 虑 一 次 测量 对 一 个 系统 以 后 演化 的 影响 . 但 
对 于 引力 波 探测 器 ,系统 是 唯一 的 . 只 能 对 一 个 棒 多 次 进行 测量 ,因此 要 求 这 些 测量 彼此 不 


HFH. QND 测量 是 绝对 必须 的 . 令 A 为 QND 可 观测 量 . 在 Heisenberg 图 画 中 ,在 如 时 的 
测量 得 到 A CD. 这 个 测量 制备 了 状态 | 如 ), 它 是 A(zo) 的 本 征 态 ,相应 本 征 值 A(z。). 由 于 


Alto) Â) ÂC) s ER s do BAC), Â Ca) s AREAS AMAR AC), 
A(t;),…. 即 从 第 一 次 测量 的 结果 就 可 以 计算 出 以 后 任何 时 间 的 本 征 值 . 在 时 间 ti te 3E 
行 的 完全 后 继 测量 必须 给 出 已 知 的 本 征 值 . 这 里 至 关 重 要 的 是 以 下 两 个 关系 : 


CÂ), Â] = 0, (1. 11. 15) 
LÂ) Â] = 0, nt. (1. 11. 16) 
第 一 个 关系 保证 在 测量 时 没有 仪器 对 可 观测 量 的 反作用 . 当然 对 其 他 可 观测 量 , 例 如 C, 不 
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满足 式 (1. 11. 15) 将 受到 反作用 而 遭 污染 . 第 二 个 关系 保证 被 污染 的 可 观测 量 C 等 不 会 在 体 
系 的 自由 演化 (此 时 仪器 的 相互 作用 已 关闭 ) 中 将 污染 馈送 给 A, C. M, Caves! 等 针对 引力 


波 探测 的 实际 需要 (应 不 关闭 ) 研 究 了 A 仍然 成 为 QAND 可 观测 量 的 条 件 . 引力 波 探测 器 是 
要 通过 测量 判断 作用 于 棒 上 的 力 Fa). 在 此 过 程 中 动量 要 随时 间 变 化 . 在 理论 上 和 实验 上 都 
还 有 许多 进一步 的 讨论 .但 从 量子 力学 最 基础 的 要 求 而 言 , 式 (1. 11. 15) 与 式 (1. 11, 16) 给 
出 的 两 个 关系 是 必须 满足 的 . 
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量子 缠绕 及 其 对 量子 信息 和 量子 计算 的 应 用 


量子 计算 的 概念 是 从 20 世纪 80 年 代 初 开始 的 . 1982 年 P. Benioff 提出 计算 机 在 原则 
上 可 以 用 纯粹 量子 的 方式 运行 .量子 计算 机 会 出 错误 , 纠 错 会 有 不 少 麻烦 . 既然 如 此 , 它 比 经 
典 计算 机 又 有 什么 优越 之 处 呢 ? 经 典 计算 机 能 存储 矢量 并 旋转 它们 ,将 它们 投影 到 正 交 基 
上 ,等 等 . 实际 上 它 也 可 以 模拟 量子 过 程 ,但 当 Hilbert 空间 变 得 很 大 时 ,模拟 效率 变 得 越 来 
越 低 . 1982 年 Feynman 指出 ,量子 计算 机 模拟 起 量子 过 程 来 要 容易 得 多 ,因此 可 以 完成 某 
些 经 典 计算 机 所 无 法 完成 的 任务 . 如 果 量 子 计算 机 有 并 行 结构 , 它 就 可 以 实时 模仿 任何 量子 
体系 ,不 论 其 大 小 如 何 . 相形 之 下 ,经典 计算 机 模拟 量子 体系 ,所 需 的 步 又 要 随 体系 的 大 小 和 
演化 时 间 长 短 指数 增加 . 特别 在 20 世纪 90 年 代 , 量 子 信息 与 量子 计算 有 了 迅速 发 展 . 本 章 
着 重 介 绍 与 量子 信息 和 量子 计算 关系 密切 的 量子 缠绕 的 基本 性 质 ,也 要 介绍 一 些 量 子 信息 
的 基本 概念 . 在 量子 信息 与 量子 计算 方面 已 有 不 少 详细 的 评述 文章 ,也 有 了 专著 本章 
内 容 参 考 最 多 的 是 J. Preskill MH. 


2.1 量子 计算 简介 


2.1.1 量子 数据 及 数据 处 理 


经 典 比特 用 两 个 状态 0 和 1 代表 . 例如 可 以 记 为 10) 和 |1). 经 典 关 比特 用 一 串 半 个 比特 
代表 ,每 个 比特 可 能 是 0 或 1,n- 比 特 总 共有 2" 个 不 同 的 状态 ,从 000…0 到 111…1. 量子 比 
特 (q 比特 ) 可 以 用 两 能 级 的 微观 体系 实现 ,例如 原子 、 核 自 旋 或 光子 极 化 . 量子 比特 和 经 典 
比特 特征 最 大 的 不 同 在 于 它 可 以 是 a10) 十 8|1) 状 态 ,a 和 有 是 复数 并 且 满 足 |al* 十 |8|* 三 1. 
一 对 量子 比特 (2-q 比特 ) 可 以 是 Bool 比特 100) ,|101) ,110》 和 |11) 四 者 之 一 ,但 也 可 能 是 它 
们 的 组 合 ,例如 

1 1 
yet? 十 | 01>) =| 0) oy ZEE 1)). (2.1.1) 
这 是 一 个 直 积 态 ( 可 分 离 为 两 个 q 比特 的 乘积 ). 下 面 的 q 比特 则 是 不 能 表示 为 乘积 的 组 合 


1 
二 (| 00) 十 | 11>), to: 
V2 


它 是 不 能 分 离 的 , 称 为 强 绕 态 . B n ETERO q 比特 ) 可 以 表示 为 
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(1141) 


g= » el x (23.1.2) 


T= (00-0) 


此 处 C; 是 复数 ,满足 
M la F= (2.1.4) 


n—q 比特 的 量子 态 用 2" HE Hilbert 空间 的 一 个 矢量 代表 ,每 一 维 都 是 一 个 经 典 状态 . 

经 典 计算 可 以 表示 为 一 系列 的 1- 比特 和 2- 比特 操作 ,例如 NOT GEDA AND 门 
(与 门 ). 1- 比 特 操作 的 NOT 门 是 状态 的 翻转 , 即 0->1,1->0. 作用 于 a Ab 的 AND 操作 记 
为 + 二 a 入 5, 定义 为 仅 当 a,65 都 为 1 时 z 一 1, 否 则 zx 一 0. 量子 计算 也 类 似 地 表示 为 一 系列 的 
1-q 比特 和 2-q 比特 量子 门 . 1-q 比特 状态 表示 为 


(io) 


a B 

$ > 
它 将 10) 上 映射 为 a10) 十 811) ,将 |1) 映 射 为 Y10) 十 811). Bool 态 |0) 和 11) 的 经 典 对 应 是 0 和 
1; 但 a10) 十 8|1) 却 没有 经 典 对 应 . 2- 比 特 Bool 态 的 第 一 个 比特 称 为 控制 输入 (controlled 
input) ,第 二 个 比特 称 为 靶 输 入 (traget input). 如 控制 输入 为 1, 操 作 CNOT (controlled 
NOT) 将 靶 输 入 翻转 ,如 控制 输入 为 0, 则 不 做 任何 事 . 它 将 |10) 变 为 |11) ,将 |11) 变 为 |10)， 
保持 100) 和 |01) 不 变 .对 2-q 比特 ,有 


作用 在 它 上 面 的 量子 门 是 么 正和 矩阵 


CNOT: | a,b) —| asa ® 5b, (2, 1. 5) 
此 处 由 是 模 为 2 的 加 法 .量子 门 XOR(Cexclusive OR ,异域 门 ) 定 义 为 
Uxor | x0) =x | eet). (2. 1, 8) 


它 保持 第 1 个 q 比特 不 变 , 而 将 第 2 个 q 比特 改 为 第 1 个 q 比特 的 复制 品 . 复制 行为 使 人 不 

禁 要 尝试 一 下 ,作用 在 典型 量子 比特 |y)= 二 a10) 十 811); 上 能 否 将 它 克 隆 ? 尝试 的 结果 是 : 
| -—2al0-glD, (2.1.7) 
Uxor | 4,0? — aU xox | 0,0) + PU xor | 1,0? (2.1. 8) 

= a | 0,0) 4-8] 1.15, 
不 等 于 预期 的 |y,y) ,而 是 一 个 纠缠 态 . 3 E E P o aR WY "dE TE E E SE" 83 — 
例 . 我 们 将 在 2.3.3 节 讨 论 这 个 定理 ， 

任何 作用 在 量子 数据 上 的 么 正 算 符 都 可 以 由 2-q 比特 操作 XOR 或 CNOT 以 及 1-q IE 
特 的 么 正 操作 (” “构成 
y 8 
2.1.2 量子 并 行 性 与 有 效 量子 算法 


D. Deutsch! 将 Feynman 的 想法 表述 为 更 具体 的 形式 . 从 一 个 具体 的 例子 开始 . o8 C 
f(z) 将 一 个 1- 比特 xz 变 为 男 一 个 1- 比 特 f(z). 我 们 想 要 判断 一 下 , f(0) 和 f(1) 是 否 相 等 . 
经 典 计算 机 要 分 别 计算 COO I. f(1) 然 后 比较 它们 做 出 判断 . 量子 计算 机 能 做 得 好 些 吗 ? 
定义 一 个 么 正 变换 Uj: 

U,:] x) | 9) +l z) | y @ fG»). (2. 1. 9) 
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如 f(z) 二 1, 它 将 第 2 个 q 比特 翻转 ,如 f(x) 二 0 它 就 什么 也 不 做 . inl lo — 1», 
就 有 


1 
Uy +] 2) FC 00-11) +] a) zu f(z) -11@ fG2» 


= 
- DOD zd 0) —| 1». (2.1. 10) 


在 此 结果 中 ,jz) 已 不 再 是 状态 的 标志 ,而 集中 到 相 因 子 中 了 . 41277 10) 十 |1)), 有 


1 1 1 1 
U,: —(| 0>+] 1 二 (| 0> 一 | 1D — —-[C— D^? | 0» -F C— 15^? | 1 二 (| 0? 一 | 15). 
' 48 V2 "à lE | | 
(2.1.115 
将 式 (2. 1. 1D PAA 1 个 gq 比 特 投影 到 基 | 士 上: 
1 
| 士 ) 三 二 (| 0>+] 1»; (2.1.12) 
NEN 


如 果 是 : 如 f(0)— fCIOSEÍS 8l] OENE | —5. 我 们 可 以 把 量子 计算 机 想 
象 成 一 个 黑匣子 ,将 q 比特 和 操作 输入 , 它 会 进行 计算 ,然后 把 结果 投影 到 基 {10),|1)} 上 . 
如 投影 给 出 {1,0) , 则 结果 是 0; 如 投影 给 出 10,1}), 则 结果 是 1. 在 这 个 例子 中 ,输入 的 q 比 
特 是 专 (10) 十 11)) 却 (10) 一 11)), 操 作 是 U ,. 和 通常 不 同 的 是 ,投影 的 基 是 10) 和 |1) 的 两 
个 线性 组 合 {| 十 ) ,| 一 )}. 投影 给 出 全 ,0), 则 (00) 二 了 (1); 如 给 出 10,1}), 则 A(0) 半 了 (1)， 
量子 计算 机 完成 计算 只 用 了 一 步 . 这 个 算法 由 I， L Chuang 等 人 "实现 . 这 是 量子 计算 并 
行 的 一 个 例子 , 称 为 Deutsch [n] Bi. 该 算法 抽出 了 与 (OM f(1) 都 有 关 的 整体 信息 . > 
f(z) 为 N- 比 特 的 函数 ,有 2* 个 可 能 的 宗 量 . 如 用 经 典 计算 机 计算 fj(Cz) 的 函数 表 , 要 进行 
2" 次 计算 .在 N 大 时 ,这 是 不 可 想象 的 . 用 量子 计算 机 执行 


U,:| 2) | 0» —]| xz) | fez)? (2, 1.13) 
输入 以 下 状态 
1 N 1 iNi 
Fa 0) 十 | D| 一 2i | x). (2.1. 14) 


运算 U, 一 次 ,可 以 生成 下 列 状 态 : 
25-1 
zm 222 | f(a). (2.1.15) 


e f 的 整体 性 质 已 经 蕴藏 在 态 式 (2. 1.15) 中 了 .巧妙 地 应 用 这 个 性 质 可 以 设计 出 强 有 力 
的 算法 . 其 中 著名 的 有 : 

OD 大 数 的 因子 化 站 .需要 的 时 间 蚌 最 好 经 典 时 间 的 对 数 的 多 项 式 . 指数 式 的 加 快 是 由 
于 运用 了 一 - 些 并 行 计算 路 径 的 相 毁 干涉 . 

(2) 在 未 分 类 的 数据 库 中 寻找 一 个 对 象 "1, 这 被 称 为 “在 草 堆 中 寻 一 根 针 ”. 在 NN 个 外 
观 相同 的 物体 中 要 找 一 个 特定 的 物体 ,平均 需要 找 N/2 次 才能 有 1/2 的 成 功 几率 . 用 缠绕 
的 q 比特 ,每 一 次 寻找 会 影响 下 一 个 操作 . 这 样 经 过 YN 次 寻找 就 有 1/2 成 功 的 机 会 . 这 个 
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算法 已 经 由 IL. Chuang 等 人 中 用 核磁 共振 方法 在 实验 上 实现 . 但 这 个 方法 的 缠绕 性 质 仍 
在 进一步 探讨 ,量子 计算 的 威力 发 挥 也 在 进一步 研究 5. 

(3) 量子 模拟 . 解决 多 体 问题 ,经 典 计算 机 所 需 时 间 随 粒子 数 增加 而 指数 上 升 . S. 
Wiesner! , D. Abrams 和 S. Lloyd"?! 追随 Feynman 的 想法 , 即 量子 计算 机 模拟 量子 系统 没 
有 困难 ,因为 它们 遵守 的 定律 是 完全 一 样 的 . 在 量子 计算 机 中 根据 Hamilton BRIM XE 
变换 作用 于 初 态 可 以 直接 导致 末 态 ,不 需要 解 Schrodinger HH. 这 个 办 法 远 比 在 常规 计算 
机 上 用 数值 方法 解 Schródinger 方程 和 Monte Carlo 模拟 要 来 的 优越 . 


2.1.3 量子 信息 


在 讨论 缠绕 的 量度 、 量 子 数 据 压 缩 等 实际 问题 时 ,都 需要 涉及 经 典 及 量子 信息 的 基础 概 
念 ,在 经 典 信息 学 中 我 们 遇 到 的 问题 是 : C) 为 了 避免 重复 ,一 条 信息 可 以 压缩 到 什么 程 
BE; (2) 为 了 保护 信息 不 被 噪声 带 来 的 错误 所 破坏 ,需要 多 少 元 余 度 (redundancy). C. 
Shannon 在 1948 年 用 焙 的 概念 表征 完 余 度 . 考虑 一 条 有 n 个 字符 的 信息 ,n>1, 每 个 字符 都 
从 二 进 制 的 数 0 和 1 选 出 , 先 验 几 率 分 别 是 如 和 1— p,0sc p<). 问题 是 能 和 否 用 短 一 些 的 字 
串 表达 出 基本 相同 的 信息 内 容 . X n 很 大 时 , 字 串 包含 大 约 n(l 一 pp) 个 0 和 np 个 1. 具 有 相 


同 数目 的 0 与 1 的 不 同 字 串 共有 |[ ， N. 从 Stirling 大 数 公式 
logn! = nlogn — n + O(logn), (2. 1. 16) 
可 得 
ib n! 
loa(” ) 98 c ICE — 2]T (2, 1.173 
= nlogn — n — [nplognp — np + n(1— f)logn(1— 2) —n(1— p) ] 
= nH (p), 
此 处 
HC) =— plogp — (1— )log(1 — p) (2.1.18) 


PKA HG PR PC. 对 数 的 底 取 为 2. 这 类 字 串 ( 称 为 典型 字 串 ) 数 目 为 2”” 个 .具有 不 同 数目 0 和 
1 的 字 串 称 为 非典 型 字 串 ,它们 出 现 的 几率 在 n> colt FH. 由 于 O<p<1 情况 下 有 
OSHS, Fl — B nH(p) 个 字符 来 标明 典型 字 串 就 够 了 . p= 1/2 而 言 HG0—1, W 
此 对 p 和 1/2 相差 很 多 时 ,可 以 得 到 相当 大 程度 的 压缩 . 以 上 的 推论 可 以 从 2 种 字符 推广 到 
k 种 字符 的 字符 集 , 字 符 z 出 现 的 几率 是 p(x). 有 个 字符 的 字 串 ,x 出 现 的 几率 是 np (x), 
典型 字 串 的 数目 是 
— C d (2. 1. 19) 
II c»! : | 
此 处 
H(X) = >) — pGologp(z) (2. 1. 20) 


是 字符 系 综 X— (a GO) HY Shannon W. 这 个 系 综 中 一 个 字符 工 平均 携带 信息 Ha). 可 


以 用 {e,8} 表 述 把 以 上 的 推论 变 得 更 加 明确 .一 个 特定 的 n 字符 信息 
xa rit, 出 现 的 先 验 几率 为 
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了 (Zi 


logP(z;*z,) = >)logp(z,). (2. 1. 21) 
i=] 
中 央 极 限定 理 给 出 


SY — pCGologp) 


一 二 logP(m z,) ~ (— logp(a)) = z = H(X), (2.1.22) 


Dp lr) 
对 任何 ,5 二 0 和 工 足 够 大 ,每 个 典型 字 串 的 几率 P W E 
HX) —$«— —logP Gr an) < H(X) +3, (2. 1. 23) 


所 有 典型 字 串 的 总 几率 超过 1— e. Shannon 的 无 噪声 编码 定理 判定 最 佳 编码 能 渐 近 地 将 每 
个 字符 压缩 到 HC) EIF. 

当 信 息 传输 通过 有 噪声 通道 时 , 收 到 信息 中 的 y 可 能 与 送出 信息 中 的 zx 不 同 . 噪声 通 
道 由 条 件 几率 P(y|zx) 表 征 , 它 代表 送出 工 而 收 到 y 的 几率 . 对 所 有 可 能 送出 的 z, 接 收 到 y 
的 几率 是 ; 


ply) = Dply | zx)plz). (2. 1. 24) 
在 y 被 接受 之 后 ,z 的 几率 分 布 被 刷新 ,根据 Bayes 规则 ， 
_ ply | 2) p(x) 
plz | y) pty) ; (2. 1. 25) 


刷新 后 的 c 分 布 不 再 是 先 验 的 了 , 它 包 括 了 在 收 到 y 之 后 的 有 关 z 的 知识 . BARA T ARS 
PRÉC, BL He Je T EAE : 


HX | Y) = (—logp(z | »)), (2. 1. 26) 
它 量化 了 用 最 佳 编码 时 每 个 字符 所 携带 的 信息 . 联合 几率 由 下 式 给 出 : 
py) = plz | ypy) = ply | z) pla). (2.1.27) 
由 此 ,H(XIY) 变 为 
H(X | Y) = (—logp(x | y)? = (— logp(z,y)) — H(y), (2. 1. 28) 
M5 —2: TRE 
H<(Y | X) = (€—logpCy | x2» = (— logp(z,y)) — H(z). (2. 1. 29) 
由 于 知道 了 Y, 我 们 增 获 了 有 关 X 的 信息 .要 量化 这 个 概念 ,我们 在 知道 Y 以 后 ,标明 X 所 
需 的 每 字符 比特 数 的 减少 量 : 
IX; Y): HOO—HOX | Y = HCY) — HCY | XD (2. 1. 30) 


= H(X)+ HCY) — HX, Y), 
它 被 称 为 相互 信息 (mutual information) , xt X 和 了 是 对 称 的 .可 以 证 明 
H(X) SHX | Y > 
因此 工 是 非 负 的 . ICX; 外 是 当 我 们 读 了 Y 之 后 增 获 的 关于 X 的 每 字符 的 信息 量 , 反 之 亦 然 . 
如 果 ply|z) 表 征 一 个 曲 声 通道 ,I(X; Y) 就 是 在 给 定 先 验 几率 分 布 p(x) 条 件 下 每 字符 的 信息 
量 . 这 就 是 Shannon 的 噪声 通道 编码 定理 . 当 义 与 Y 间 没有 关联 时 ,有 py) = pa) p(y), A 
而 ICX; Y) 王 0, 即 我 们 知道 了 对 于 了 解 和 它 没有 关联 的 X SHH. 
上 述 的 考虑 可 以 推广 到 量子 信息 . 量子 状态 的 系 综 是 制备 包含 ?个 字符 信息 的 源 . 每 个 
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字符 由 密度 矩阵 p, 表征 , 先 验 几 率 为 pL. 系 综 的 密度 和 矩阵 为 


p MPa (2. 1. 31) 
ERM von Neumann i X. Jg 
Slp) =— tr(plogp ). (2.1. 32) 
如 选择 了 使 p 对 角 化 的 正 交 归 一 基 {1a)}, 则 有 
p= x | adtal, (2. 1. 33) 
以 及 
S(p) = >) —Aloga, = H(A), (2. 1. 34) 
此 处 H RS A {asha ) BOE PRÉC 


当 工 包含 相互 正 交 的 纯 态 时 ,量子 源 还 原 为 经 典 源 ,Sl(p ) 一 互 (z). 当 状 态 p; 不 再 是 相 
互 对 易 的 ,量子 源 变 为 非 平庸 的 . von Neumann WENEH. 它 量 化 量子 信息 内 容 , 即 可 
靠 地 编码 信息 所 需 的 最 小 每 字符 信息 量 ,也 量化 经 典 信息 内 容 , 即 进行 最 好 的 测量 时 我 们 能 
获取 的 有 关 制 备 的 最 大 每 字符 信息 量 ( 比 特 ). 约 化 密度 矩阵 的 von Neumann Aij ti, #2 4E — £8 
分 纯 态 的 缠绕 度 . 


2.2 量子 缠绕 


在 讨论 Bell 定理 时 我 们 见 到 EPR-Bell 态 .在 对 量子 信息 和 量子 计算 的 应 用 方面 ,在 这 
里 我 们 进一步 剖析 它们 的 一 些 性 质 . 


2.2.1 缠绕 态 的 密度 矩阵 表征 


考虑 一 个 包含 子 体系 A 与 B 的 体系 ,由 关联 波 函 数 描述 : 
| p) —al046G)l 0s+A+b| D4 GI Da, (2. 2.1) 
此 处 10) 与 |1) 是 正 交 的 , 对 A 进行 力学 量 M, 的 测量 . 对 整个 体系 而 言 , 它 的 算 符 是 M Ols, È 
在 状态 |y) 中 的 期 望 值 是 
‘y | My G) In | p= Cak (0 [Q0 |+ bx C1 | Gn C1 |) t2: 3,2) 
(Ma @ ls)(Ca | 004 | Os +o | DA | 1)s) 
—|al$«09| M. | OO, +1 6/441 | Ma | Da, 


此 处 用 了 正 交 性 
p60 | 1p | 125 = 0. (2, 2. 3) 
关系 式 (2.2.2) 可 以 用 密度 和 矩阵 ps 表示 : 
(MA?) = tr(Mapa), (2. 2. 4) 
pa =la |? | Oaa 0 [416]? | Daat I. (2,2.53 


上 面 的 例子 可 以 推广 到 任何 两 组 分 体系 的 任意 状态 , 它 的 Hilbert 空间 是 HAG9 Hy. 体系 的 
任何 纯 态 可 以 展开 为 
| as. = Dt | 24 @l ps» (2. 2.6) 


并 有 
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255 [ag E =i. (3.2.7) 
i 
M, 的 期 望 值 是 
(Ma? — as (p | MA G9 la | pas (2.2. 8) 
= Dag GG Oslu DDOMA @ 132 Ja, CI A G9] ws) 
jv iu 
= 2ja uA G | Ma | i)a 
= tr(Ma pa)» 
Jt Ab © 
pa = tra | nan (p |= 22,4; | DaaG I. (2. 2. 9) 
pn 可 以 对 角 化 , 它 的 本 征 值 是 非 负 的 ,本 征 值 之 和 为 1 
trpa = 2, la, | |! =1, (2. 2. 10) 


4 (o, ARR oA 对 角 化 的 基 , 有 
pr = b.e. lo (2; 3,11) 
此 处 O< p x1 以 及 >» pF 如 果 pA 只 有 一 个 非 零 的 本 征 值 ,因此 有 ph = pa » Bi pa 所 代表 


的 是 纯 态 . 否则 tros — tros ,状态 是 混合 态 , 它 包含 态 c 的 非 相 干 组 合 , 加 天 0. 体系 的 纯 态 
1y)ns 并 不 一 定 意味 着 子 体系 A 也 是 纯 态 . 只 在 无 相互 作用 子 体系 直 乘 态 1 p) a= 194 C9 
On 情况 下 才 会 如 此 . 当 子 体系 A 与 子 体系 B 相互 作用 ,它们 相互 关联 ,或 称 缠绕 ,这 就 是 
在 式 (2. 2.6) 中 遇 到 的 情况 . 即使 相互 作用 只 存在 短暂 时 间 ,缠绕 摧毁 了 子 体系 AC IRL E 
加 的 相干 性 ,这 就 使 得 在 对 子 体系 A 进行 测量 时 , 某 些 相 对 相位 不 能 被 测量 出 . 对 二 能 级 体 
系 (|10) ,11)),2X2 密度 矩阵 可 以 用 Pauli 矩阵 和 单位 矩阵 表示 : 


p(P)= +U+P +a) 


7 1+P, Py —iP, (2.2.12) 


EFI s E SS 
由 于 Pauli 矩阵 是 无 迹 的 ,trp —1 的 要 求 得 以 满足 . Mah (2. 2. 12) 可 以 得 到 


detp 一 1a- P). (2, 2.13) 


&p 的 本 征 值 为 pi 和 加 ,由 此 detp = pipi. p UB 3E $8 A GE (LEA BRR P «L1. 这 也 是 
充分 条 件 , 因 为 trp =p: tp: 意味 着 pi 和 p: 不 可 能 都 为 负 值 . 此 时 deto >0 就 决定 了 bi 
和 p. 为 非 负 ,在 oc | P| 1 条 件 下 的 矢量 P 的 端点 必须 在 半径 为 1 的 球 内 或 球面 上 . 这 个 
球 称 为 Block BR. TERR tM x | P| =1, Bl deto —0, 的 本 征 值 为 0 和 1, 它 表征 一 个 纯 态 . 
P 由 单位 矢量 站 一 (singcospysingsinpycosO) 给 出 . 


p (â) = EL +o). (2.2. 14) 


p wmiDGl-»Gloglb-»Gg|lbulbD-dglIn» 
k Å 
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p GO I XA 

(i *a)p(8) =p) ao) = pn), (2.2.15) 
Bp CR) J fia. 的 本 征 态 , 本 征 值 为 1. "E RTL A iE REI f ACO, 92 2; h 3 A A. 这 个 态 由 以 下 
本 征 自 旋 量 表示 : 


e '** cos B 
| 9.92) = (2. 2. 16) 
e”? sin 0 
2 
这 可 以 由 直接 计算 验证 : 
p GD — | pOg) (POs) | 
cos? E cos 2 sin fe 
COS f sin Ler sin? £ 
lg él[ mn 
2 2 \singe  — cos 
-iacá.a). (2.2.17) 


2.2.2 Schmidt 分 解 
二 组 分 纯 态 可 以 表示 为 如 式 (2. 2. 6) 那 样 的 标准 形式 , 称 为 Schmidt 分 解 : 


| as = Dia | Da | gu» (2.2.18) 
LPs = Day | pres (2, 2. 19) 
它 不 一 定 是 正 交 归 一 的 . 因此 
| Pian = Dy lin Bde. (2, 2. 20) 
此 处 i 与 式 中 的 求 和 指标 i 有 一 一 对 应 关系 . 假定 基 {1i)。) 使 ps 对 角 化 : 
pac Dei | aati |. (2, 2,21) 


另 一 方面 可 以 对 B 取 迹 得 到 pa: 
pa trp (| d? An an ly | 》 


一 tre(>，| aati IOI Den |) 
- 
= B | aC] Daali D. (2. 2, 22) 


比较 式 (2. 2. 21) 5 3X C2. 2. 22) 18 8] 

aG | i Ys — bi; ^ (2.2.23) 
基 {|1iys} 是 正 交 的 ,但 未 归 一 .定义 

| 和 (2.2.24) 
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使 基 {1i')s)}) 正 交 归 一 ,就 得 到 Schmidt 分 解 的 标准 形式 ， 
| Pan = Dip: | Da | is. (2. 2. 25) 


系数 {VP } 称 为 Schmidt 系数 ,而 pA 与 ps 非 零 本 征 值 的 数目 称 为 Schmidt 数 . 
一 般 来 说 两 个 不 同 的 纯 态 |y)np 和 |g) ns 不 能 用 Ha 与 Hs 的 相同 正 交 归 一 化 基 来 展开 . 
从 式 (2.2.23) 开 始 ,对 A 取 迹 ,得 到 
ps = tra | d? AB An C = » b | iua Bp (2. 2. 26) 


我 们 看 到 ps 与 ps 共享 相同 的 非 零 本 征 值 . 因为 A, 与 Hs 可 以 有 不 同 的 维 数 ,它们 的 零 本 
征 值 数 可 能 不 同 . 如 pa 与 ps 在 0 之 外 没有 简 并 的 本 征 值 ,|y)ns 的 Schmidt 分 解 就 唯一 地 确 
定 了 .我 们 可 以 把 ps 与 ps 对 角 化 找 出 12)s 和 1), 把 它们 配 起 对 来 求 和 再 乘 以 pi RAR 
FE | b> aw (精确 到 共同 相位 ). 

暂时 回 到 EPR (#2. EPR 反对 意见 之 一 就 是 对 B 的 s 测量 得 到 | + -ys 造成 的 状态 塌 
缩 瞬间 给 A 传递 了 信息 ,使 得 对 A 的 即刻 测量 唯一 地 得 到 | y 4. EPR 将 它 诠 释 为 超 距 的 
相互 作用 . 考虑 总 自 旋 为 1 的 态 


DLE d tal tet! bal $20. (2. 2. 27) 
对 B 的 测量 导致 在 系 综 中 对 A 自 旋 的 制备 
p tanta LES | VOCI. ls (2. 2. 28) 
它 有 非 零 的 简 并 本 征 态 ,因此 式 (2. 2. 27) ff] Schmidt 分 解 不 是 唯一 的 . 另 一 个 分 解 
| p) an d ^ 2a | 个 -aa 十 | Vea | Vere) (2. 2. 29) 


与 式 (2. 2. 29) 不 同 之 处 在 于 Hy 与 Hs 基 的 选择 不 同 . 式 (2. 2. 27) 53 3X (2. 2. 29) 描 述 相 同 的 状 
态 , 即 自 旋 为 1 的 二 组 分 缠绕 态 , 区 别 在 于 自 旋 量子 化 轴 不 同 . 在 对 |，。)。 SS] ts 同时 进行 乏 
正 变 换 时 彼此 转化 . 对 B 进行 s. 的 测量 在 系 综 中 制备 自 旋 态 {| Aal Fn}. 对 A ETT s. W 
量 导致 同样 的 密度 矩阵 式 (2. 2. 28). 因此 对 A 过 行 s. 测量 并 不 能 显现 对 B. 的 测量 所 发 出 的 信息 ， 
即 对 B 测 量 的 量子 化 轴 可 以 在 任何 方向 . 这 个 性 质 将 结合 量子 密 钥 分 布 有 关 问 题 进一步 讨论 . 

Schmidt 数 用 来 表征 两 组 分 纯 态 的 缠绕 . 在 HA 与 Ks 中 纯 态 的 直 积 是 可 分 离 的 二 组 分 纯 态 

| Pas =| pa Ql Xe. (2. 2. 30) 

对 这 个 态 Schmidt 数 是 1. 对 任何 Schmidt RAF 1 的 态 ,不 能 表示 为 这 种 形式 , 它 是 缠绕 的 . 

最 后 提 一 下 ,两 个 可 分 辨 粒子 体系 的 缠绕 是 可 以 确切 定义 的 , 它 的 性 质 也 充分 研讨 过 . 
对 两 个 不 可 分 辨 粒子 , 它 的 性 质 是 非 平庸 的 . J. Schliemann 等 5 讨论 了 二 费 密 子 体系 的 缠 
绕 , 发 现 可 以 把 可 分 辨 二 粒子 体系 的 结果 移植 过 来 . 对 二 玻 色 子 体系 的 研究 有 不 同方 法 的 结 
Ag. 


2.2.3 EPR-Bell 态 的 进一步 讨论 


在 第 1 章 (1. 3 节 ) 中 讨论 过 EPR-Bell A. Ha 比特 语言 表示 ， 
1 
| $ m +| 11) 
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|) = 0D + 10>). (2. 2. 31) 
它们 是 “最 大 限度 的 缠绕 态 ” ,意思 是 对 q 比特 B 取 迹 导致 
pa = tra(| d'Oasan(Q* D = zl. (2.2. 32) 


类 似 地 ,对 A 取 迹 导致 m =u. 即 如 对 自 施 A 在 任何 轴 方 向 进行 测量 ,导致 自 旋 B 的 结果 


完全 随机 ,向 上 和 向 下 为 1/2 的 等 几率 . 在 这 样 的 缠绕 态 中 两 个 q 比特 的 信息 不 能 通过 A 
或 对 B 的 定 域 测量 获得 . 

缠绕 态 (2. 2. 31) 是 两 个 相互 对 易 的 算 符 ol” o Ho” of 的 同时 本 征 态 .of* of” 的 本 
征 态 被 称 为 ” PRIA AMR IRE REA) el” a > BUE Be PR A "TR eR” CE E DN 
时 取 十 或 一 号 ). 每 个 状态 携带 两 比特 信息 ,由 表 2. 1 给 出 . 


X 2.1 EPR-Bell 态 的 宇 称 比特 和 相 比 特 


信息 的 发 信人 和 收 信人 相距 很 远 . 他 们 各 自分 享 一 个 缠绕 比特 的 一 个 组 分 ,每 个 人 分 别 
对 在 A 处 或 在 B 处 的 信息 通过 么 正 变换 进行 操作 . 例如 Alice 对 在 A 处 的 q 比特 作用 以 a;， 
将 10)s。 和 |1)。 的 相对 相位 翻转 ,得 到 以 下 变化 : 
o> |g), 


apes | ar) (2. 2. 33) 
他 也 可 以 对 q 比特 作用 以 EB EB IO 414 AIL FB: 
jo] i$ (2. 2. 34) 


这 类 定 域 么 正 变换 将 一 个 缠绕 态 变 为 另外 一 个 . Bob 也 可 以 对 B 处 的 q 比特 作 类 似 的 变换 ， 
在 变换 过 程 中 ps — ps — 2-1 不 变化 , 即 存 储 于 任 一 个 EPR-Bell 态 的 信息 不 可 能 由 局 域 操作 
来 获得 ,即使 Alice 和 Bob 可 以 对 他 们 的 测量 结果 进行 经 典 信息 的 交换 ,了 解 他 们 测量 结果 
的 关联 . 设 他 们 都 测量 了 os. 因为 oa” 和 oa” 都 和 算 符 ofV of? 对 易 , 测 量 不 干扰 字 称 比特 ,将 
测量 结果 合 在 一 起 就 知道 了 字 称 比特 . ng i^ ,他 们 获得 了 相 比 特 的 信 
息 ,代价 是 干 护 了 字 称 比特 . 如 果 不 去 分 别 获得 zw 和 of 的 信息 ,只 需 测量 科 积 of oi ,就 
可 以 不 干扰 of* o. 这 不 能 由 定 域 的 操作 得 到 URDIUC AREIS: 定义 单 a 比特 
变换 Hadamard 变换 


i: 3 1 
H = =( )= 去 (a +0), (2. 2. 35) 


它 上 共有 以 下 性 质 : 
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Ho, H = g, (2. 2. 36) 
Ho,H — gi. 


在 Bloch 球 语言 中 CERBERUS FCA + fis) #6 0— n f8. 它 将 2 转 到 ,2 转 到 2 


RG,0) = cos- +i + asin io (m +a) = ie. (2. 2. 37) 
我 们 还 需要 在 2.1.1 节 中 引入 的 2-q 比特 操作 CNOT: 
CNOT: | i 一 | ea C by (2. 2. 38) 
(CNOT)? = 1. (2. 2. 39) 
在 量子 电路 图 解 中 (图 2. 1) 它 是 
a a 
b b 


& 2.1 CNOT 图 解 


把 这 两 种 操作 组 合 起 来 ,就 有 以 下 图 解 (图 2. 2): 
意思 是 将 H 用 于 q 比特 a, 再 将 CNOT 用 于 其 结果 . 作用 于 Bool 
AS ,联合 变换 导致 EPR-Bell 259. 
H 1 CNOT 
00) 一 > 二 (| 0) 十 | 1)) | 0 ——>| $^) 
| | | 477 | | $ 
H ] CNOT: + 图 2.2 H 5 CNOT 
Lo meas 3 1)) | 1» ——| 他》 mamme 


H i CNOT 
|10 — —(| 0) —| 1>) | 0) ——| o> 
JE | | | $ 


CNOT (2. 2. 40) 


H 
| 11) + x00 | 199 | 0» rs 


以 上 操作 的 逆 将 EPR-Bell 4848 [8] Bool 3&4 AS. 注意 CNOT 态 是 非 定 域 操作 , 它 对 靶 比 特 


的 作用 取决 于 控制 比特 . 现在 可 以 对 Bool 态 进 行 测量 ,结果 显示 出 原始 两 个 EPR-Bell 态 的 
两 个 q 比特 . 


2.3 缠绕 对 量子 信息 学 的 应 用 


在 2.1.3 节 中 给 出 过 一 些 例 子 , 利 用 强 绕 态 完成 经 典 计算 很 困难 、 甚 至 不 可 能 完成 任 
务 . 在 这 里 我 们 详细 讨论 缠绕 这 个 量子 力学 的 基础 概念 对 量子 信息 的 一 些 应 用 . 


© sion or umano ( AO-EG) Aen I2, 
5 
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2.3.1 致密 编码 


我 们 用 以 下 的 例子 说 明 ,传送 量子 比特 比 传送 经 典 比 特 更 为 有 利 . Alice 可 以 制备 | 4.) 
和 | Y =). Bob 可 以 通过 测量 判断 她 的 选择 ,但 实际 上 Alice 可 以 利用 缠绕 态 进行 更 有 效 的 信 
息 传 递 ,她 自己 保留 一 个 a 比特 ,把 缠绕 态 的 另 一 个 q 比特 传 给 Bob. 他 们 保留 着 各 自分 享 
的 缠绕 对 就 可 以 传递 简短 的 信息 . Alice 可 以 在 她 的 q 比特 上 进行 下 列 变 换 之 一 . 

1. 全 同 变换 ; 1. 

2. S$ 2E SS x e ?二 ig. 

3. 绕 y 旋 转 r : e? = io. 

4. 绕 z 旋 转 x : em = ig. 
ix 2075 i EFA | gt > an AT Bl FB | 7 Dans |! Dawe 1% Pans ld ante Bs. 每 个 态 携带 两 个 q 
比特 信息 ( 字 称 比特 和 相 比 特 ). Alice 可 以 根据 所 需 结果 态 的 宇 称 比 特 和 相 比特 ( 这 就 是 她 
要 传 给 Bob 的 信息 ) 选 择 她 的 操作 . 她 对 自己 的 gq 比特 进行 操作 并 将 操作 后 的 a 比特 传 给 
Bob. 接收 到 q 比特 后 Bob 就 对 现在 他 所 有 的 一 对 q 比特 执行 正 交 测量 oí of” 和 of” oS”, 
确定 这 一 对 的 宇 称 比特 和 相 比 特 . 在 此 行动 中 ,Alice 送出 一 个 gq 比特 ,而 Bob 获得 了 两 个 q 
比特 信息 . 这 是 经 典 信息 学 做 不 到 的 . 通信 的 效率 取决 于 应 用 事先 存储 的 绰 绕 态 . 致密 编码 
由 Innsbruck 研究 组 "实现. 


2.3.2 量子 密码 学 、EPR 量子 钥 分 布 


Alice 和 Bob 的 通信 是 高 度 保密 的 . 为 了 避免 被 窃听 ,他 们 要 用 只 有 他 们 二 人 才 知 道 的 

密 钥 ,这 样 他 们 就 能 对 信息 编码 和 解码 . 但 如 何 才能 使 密 钥 绝对 安全 呢 ? 最 好 的 办 法 是 在 通 

信 时 才 建 立 密 钥 ,而 且 只 使 用 一 次 . 这 种 密码 首先 由 C. H. Bennett 和 G. Brassard05 用 光子 

极 化 实现 ,未 涉及 缠绕 . 此 后 的 协议 都 是 利用 量子 缠绕 的 . 设 Alice 和 Bob 分 享 一 系列 缠绕 

对 ,每 一 对 都 制备 为 |y ) 态 . 他 们 达成 一 个 协议 以 建立 密 钥 . 对 共同 享有 的 每 一 对 q 比特 每 

个 人 自己 决定 测 o Ros. 对 每 一 对 q 比特 ,这 个 选择 是 随意 的 . 每 次 测量 后 他 们 公开 宣布 自 

己 的 选择 ,但 不 公开 测量 的 结果 . 如 他 们 选择 测量 的 可 观测 量 不 同 ,这 对 q 比特 就 弃置 不 用 ， 

因为 结果 是 不 相关 联 的 . 当 他 们 所 选 的 可 观测 量 相 同时 ,他 们 的 结果 是 反 关联 的 ,但 也 是 随 

机 的 . 这 就 建立 了 密 钥 , 任 何 窃听 者 是 不 了 解 的 . 即使 窃听 者 能 够 接触 到 二 人 共享 的 某 些 q 

比特 对 时 ,协议 也 是 安全 的 . 窃听 者 接触 到 一 个 q 比特 对 时 ,这 对 便 不 再 处 于 |y ) 态 ,而 是 

和 窃听 者 的 q 比特 缠绕 起 来 了 . 在 Alice 和 Bob 宣布 所 测 的 可 观测 量 时 ,窃听 者 便 可 以 测量 

自己 的 gq 比特 ,以 图 获得 Alice 和 Bob 测量 的 结果 . 他 能 够 如 愿 以 偿 吗 ? 最 普遍 的 AB 对 和 

窃听 者 的 q 比特 (E) 的 状态 是 : 
| Wane = | 00)Ae | ec? g +] 01)ap | eu? 

+] 1024s | e? g--] 11)an | eiu?z. (2.3, 1) 

因为 |y doi oi" Moi” oi? 的 本 征 态 , Alice 和 Bob 可 以 验证 他 们 所 共享 的 这 些 对 是 否 

仍 保持 这 个 性 质 . 他 们 牺牲 一 部 分 共享 的 对 所 掌握 的 密 钥 来 进行 安全 检查 . 如 果 测 量 的 结果 
是 肯定 的 , 即 q 比特 具有 负 的 字 称 比特 和 相 比特 , 式 (2. 3. 1) 必 须 满足 的 要 求 是 ， 

(D AT oi? oi" — —1, 7E VME 
| ase =! Ol) as | en)e +| 10) as | eig. (2. 3. 2) 
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—— = Áo ———————— 


(2) WT oi" oi? =—1, EDM 


l 
| Y) ane T 012—110) | es; (2.3.3) 
此 处 
1 
J | e)p = | €o ? E =—| eol )E。 (2.3.4) 


oi^ gi? 一 一 ] 要 求 导致 式 (2. 3. 32 , BU AB 对 和 王 没 有 缠绕 ,窃听 者 就 不 可 能 通过 测量 自己 
AY a 比特 了 解 到 Alice 和 Bob 的 测量 结果 . 检查 获得 肯定 结果 使 Alice 和 Bob 可 以 确信 密 铀 
是 安全 的 . 如 果 窃 听 者 得 以 把 他 的 q 比特 和 Alice/Bob 的 q 比特 对 缠绕 起 来 ,检查 的 结果 就 
是 否定 的 , 即 o1? oi? 5 — 1, Alice 和 Bob 就 发 现 了 窃听 活动 ,他 们 就 可 以 放弃 密 钥 而 建立 新 
的 . 以 上 的 协议 是 主题 ", 也 有 主题 的 变奏 0. 协议 "1 由 Innsbruck MRAK., 在 这 个 
实现 中 Alice 和 Bob 采用 协议 "中 建立 49984 比特 密 钥 . Alice 通过 XOR 操作 用 密 钥 对 图 像 
加 密 , 并 通过 计算 机 网 络 传 给 Bob. Bob 用 密 钥 对 图 像 解 密 . 解密 后 的 图 像 仅 有 极 少数 错误 
(来 自 密 钥 中 的 比特 错误 ). 结果 示 于 图 2. 3. 


Bobi) 2E 8] 


WME PF 


图 2.3 Willendorf 的 维 纳 斯 肖像 ( 存 于 维也纳 自然 历史 博物 馆 ) 的 安全 传送 . 取 自 [20] 


2.3.3 量子 非 克 隆 定 理 


一 个 聪明 的 窃听 者 本 来 可 以 不 加 干扰 地 复制 Alice 和 Bob 密 钥 的 q 比特 ,通过 对 复制 

品 的 测量 获得 他 们 的 密 钥 . 但 量子 密 钥 是 受 保护 的 ,因为 要 想 在 不 干扰 的 条 件 下 获得 区 别 非 

正 交 量子 态 的 信息 是 不 可 能 的 . 令 |y) 和 |g) 代 表 在 AB 的 Hilbert 空间 中 的 两 个 韭 正 交 态 ， 
(plo) A0. 窃听 者 想 要 通过 执行 么 正 变 换 将 它们 复制 

ld) @| Oe — P Al Dr, | 


lg? 69] Og — 9? Wl He. 


(2. 3. 5) 


么 正 性 意味 着 


D 见 [5] 的 4,.2 节 ， 
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($y | p= (El(0 |@ «9 1) (| e @| Oe) 
= (GG 1@ CP DDCI — 691 Pe) 
= (ø | peli | je. (2. 3. 6) 
X GI o x0 HEGIDg—1, BB — 170. BER TF E92 和 |2) 得 到 同样 的 复制 件 , 因 此 他 不 
能 区 别 非 正 交 态 . 如 果 | 内 和 |2)? 正 交 ，, 情 况 就 不 同 了 . 正 交 态 |07 和 11) 在 原则 上 和 经 典 比 特 
一 样 不 能 免 于 在 不 被 干扰 的 情况 下 被 复制 . 么 正 变 换 的 作用 如 下 : 
U :| 0a | Oe +] OP, | Oe, (2; 3.75 
| DA | Og | Da | De, 
它 将 在 A 的 状态 复制 到 下 处 .但 如 果 在 A 处 的 是 一 个 一 般 的 q 比特 
| oa =a | 0a +b | Das (2. 3, 8) 
就 有 
U: (a | O4 +b | 1,4) | Oe (2. 3. 9) 
—a | Oa | Oe +b | Dalle, 
它 和 原件 与 复制 件 的 直 积 |y)a1y)s 不 同 , 因此 一 个 一 般 的 9 比特 , 它 和 10) 或 |1) 不 正 交 , 就 
不 能 被 复制 . 我们 还 可 以 将 条 件 再 放松 一 些 ,在原 有 的 Hilbert Zs [8] 2 4 OR fF OH: (复制 
件 ) 基 础 上 再 包括 一 个 辅助 的 HK; ,并 定义 最 普遍 的 复制 么 正 变换 ; 
U:| pa | Oe | Or —=| pa | Wel ie (2. 3, 10) 
| QA | Ode | Or >| Q?A | Q?r | v 
We hb | go AA | o> FE 7B FRE BS PS 3E IE AE AS. 么 正 变换 给 出 : 
alg | pa =al | Yaely | peril jr» 
即 
1 =E(y | perdi | j?r- 
对 归 一 化 的 态 有 
‘y | og) =1, (2.3. 11) 
意思 是 |y) 和 |g) 代 表 同 一 个 射线 态 ( 只 相差 一 个 相 因 子 的 波 函 数 ), 没有 任何 一 个 么 正 变换 
能 同时 复制 两 个 有 区 别 的 、 非 正 交 的 态 . 这 就 是 量子 非 克隆 定理 . 


2.3.4 量子 远程 传 态 


考虑 一 个 奇特 的 处 境 . Alice 有 一 个 q 比特 ,但 她 却 不 知道 它 的 状态 . Bob 却 需 要 这 样 一 
个 状态 为 他 所 用 . 二 人 之 间 有 经 典 通 道 , 此 外 他 们 还 共享 一 个 处 于 |#8* )ns 态 的 缠绕 对 . 这 个 
缠 线 对 可 以 根据 以 下 协议 帮助 他 们 完成 愿望 . Alice 对 她 的 未 知 状态 ( 记 为 |X)c) 以 及 她 分 享 
的 缠绕 态 的 一 个 q 比特 进行 2. 2. 3 节 描 述 的 Bell 测量 ,从 而 把 它们 投影 到 4 个 EPR-Bell 态 
18+ eas | 时)ca 其 中 之 一 .她 将 测量 结果 (一 个 字 称 比特 ,一 个 相 比特 ) 通 过 经 典 通 道 传递 给 
Bob. 收 到 信息 后 ,Bob 对 自己 分 享 的 q 比特 |，)s 进行 么 正 变换 ,变换 与 收 到 的 EPR-Bell 
态 的 关系 根据 以 下 协议 ( 表 2. 2) 规 定 : 
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&2.2 量子 远程 传 态 协议 


么 正 变换 EPR & | 么 正 变换 EPR Æ 
ls |$™ dea ci? le dea 
g (P Id Yea gi? lp dca 


这 样 做 了 之 后 ,Bob 所 掌握 的 正 是 |X)s 态 , 证 明 如 下 . 令 Alice HAR q 比特 为 |X)c 二 
a10)c 十 511)c ,直接 计算 得 出 


| 30e] saa Ca. | Me 5 | De) FC 00) na 十 | 11) an) 


二 | 000?cas +a | Ol cas? CÓ | 100)caa +6 | 111? cag? 


M 


=FaC| $ ca 十 | $ ca) | Os + + 3a dt ca t+] 9 Yea) | Ds 
HAU grea =l dio | Om 6C] $ Pea 一 | De | Da 
=} Ig rcala | Oe Hb | 3) +5 | Greate | Da +4 | Oe) 


+1 gon | 1ra —5 | Ow +5 | geala | Osb | Vs) 


5 | $c | Dui | j^ ?cam | Xs 


+4 |W rea io) | e+] | Dos | De. (2.3.12) 


结果 表明 ,对 Alice 的 q 比特 |X)c 和 共享 的 缠绕 对 中 Alice 的 q 比特 | + >a 进行 Bell 测量 ， 
结果 是 4 种 等 几率 出 现 的 选择 ,而 每 一 个 都 按 表 2. 2 和 Bob 的 q 比特 |X)s 相 联系 . 正 是 测 
量 过 程 ,一 方面 将 CA 对 投影 到 Bell 态 之 一 ,同时 改变 了 Bob 的 q 比特 . 表 2. 2 中 规定 的 对 
应 正 是 为 了 从 B 处 的 q 比特 经 过 适当 的 么 正 变换 恢复 状态 |X), 从 效果 上 看 ,1X) 状 态 是 从 
A 远程 传递 到 B. 看 起 来 有 些 令 人 困惑 ,一 个 经 典 通 道 如 何 能 传递 关于 q 比特 的 信息 . 实际 上 
起 量子 通道 作用 的 是 二 人 分 享 的 缠绕 对 . 重要 的 是 ,远程 传 态 是 和 非 克隆 定理 完全 相 洽 的 . 
q He LO c 是 在 复制 品 |1X)a 产生 前 就 被 测量 过 程 消灭 了 . 这 个 妙法 被 称 为 量子 远程 传 态 ” . 
利用 光子 极 化 的 量子 远程 传 态 是 由 Innsbruck 研究 组 C 实现 的 ,成 功率 是 25 为 ,此 后 
由 史 砚 华 研究 组 "9 实现 ,成 功率 为 100%. 连续 变量 的 远程 传 态 是 由 L. Vaidman 建议 的 ， 
在 实验 上 由 加 州 理 工 研究 组 ' 习 实现 的 . A. Zeilinger WAHT 实现 了 跨 过 维也纳 多 珊 河 
600m 远 的 光子 高 保 真 度 远程 传递 . 量子 通道 (光纤 安装 在 河床 下 面 的 隧道 中 ) 暴 露 在 温度 
涨 落 和 其 他 环境 因素 干扰 下 ,实验 难度 是 很 大 的 . 一 个 微妙 的 问题 是 : Bob 要 根据 Alice 的 
Bell 测量 结果 准备 么 正 变换 , 换 句 话说 他 应 该 在 分 享 的 q 比特 到 达 之 前 准备 好 仪器 . 在 这 个 
实例 中 ,Alice 的 测量 结果 通过 经 典 的 微波 通道 传递 到 Bob, 比分 享 的 9 比特 早 到 1. Sus, JS 


者 是 通过 光纤 传 来 ,速度 是 2 cc 为 光速 ). Bob 可 以 在 这 个 时 间 间 隔 内 激活 他 的 电 - 光 调 
til 
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量子 力学 对 量子 信息 学 和 量子 计算 的 应 用 已 经 创建 了 一 个 新 的 方向 ,理论 和 实验 成 果 
大 量 涌现 .作为 反馈 ,这 个 新 领域 的 问题 也 已 经 推进 了 量子 力学 基础 概念 .特别 是 缠绕 态 的 
研究 .在 上 面 的 讨论 中 只 涉及 二 组 分 纯 缠 绕 态 . 下 面 简单 列举 一 下 在 实现 量子 计算 机 的 努力 
过 程 中 得 到 推动 的 新 进展 . 

在 这 个 方向 的 主要 问题 之 一 是 ,各 种 干扰 会 导致 玖 加 态 的 退 相 干 、. 缠 绕 态 的 退化 、 在 传 
输 过 程 中 和 在 q 比特 操作 中 发 生 错 误 等 ; 而 量子 计算 机 在 抗 干扰 方面 往往 是 脆弱 的 . 经 典 
计算 机 也 会 发 生 错 误 ,治理 方法 是 采用 纠 错 编码 : 将 信息 做 好 备份 , 当 作 控 制 . 但 由 于 量子 
非 克隆 定理 ,在 量子 计算 中 不 能 采用 同样 方法 . 量子 纠 错 编码 5 需要 宛 余 信 息 , 以 备 数据 通 
过 噪声 通道 时 会 有 损失 . 编码 将 输入 信息 编 为 5 个 q 比特 的 缠绕 态 2, 当 任何 q 比特 遭遇 破 
坏 时 ,解码 器 就 将 第 一 个 q 比特 恢复 为 原样 ,而 将 错误 的 效应 分 散在 其 他 4 个 gq 比特 ,接着 
把 它们 抛弃 .“ 容 忍 错误 的 量子 计算 ”(quantum fault tolerating computation, 见 [28] 评 述 ) 将 
量子 纠 错 编码 用 于 逻辑 状态 |y) ,存储 或 进行 运算 ,处 理 信 息 通 过 一 束 平行 通道 ,周期 性 设 
置 有 恢复 门 阵列 , 在 每 个 阵列 中 备 有 清洁 的 辅助 q 比特 ,纠正 错误 后 误差 的 效应 分 散在 一 些 
辅助 gq 比特 中 ,此 后 将 他 们 抛弃 . 在 恢复 阵列 中 也 会 出 现 错 误 , 它 们 可 以 在 下 一 个 恢复 阵列 
中 得 到 改正 . 多 粒子 缠绕 态 在 纠 错 中 起 重要 作用 .在 1.10.4 节 中 三 光子 缠绕 态 2? 被 用 来 检 
验 “ 定 域 实在 性 理论 ”, 它 们 是 8 种 最 大 绰 绕 Greenberger-Horne-Zeilinger 态 的 例子 5 . 同一 
个 实验 组 获得 了 四 光子 缠绕 态 “* .五 光子 缠绕 态 由 潘 建 伟 的 中 国 科 技 大 学 实验 组 实现 "”. 
五 个 或 更 多 的 缠绕 粒子 的 操控 对 于 普 适 纠 错 和 开放 地 址 远程 传 态 是 需要 的 . 四 个 俘获 离子 
的 缠绕 态 由 NIST( 美 国 国家 标准 和 工艺 研究 院 ) 研 究 组 5 实现 .在 处 理 和 传输 过 程 中 的 退 
相干 导致 混合 态 缠绕 20. 为 了 恢复 最 大 缠绕 ,需要 一 个 纯化 (蒸馏 ) 过 程 "站 . 实验 过 程 由 
Innsbruck 研究 组 “实现 . 多 粒子 缠绕 和 混合 态 缠绕 的 理论 是 十 分 丰富 和 具有 挑战 性 的 ,有 
很 多 未 解决 的 问题 等 待 进一步 研究 . 

为 了 保持 相干 性 ,可 以 采用 一 个 体系 ,将 每 一 个 gq 比特 和 一 个 辅助 a 比特 配对 ,并 将 他 
们 编码 为 保持 相干 状态 "1, 或 者 在 无 退 相 干 子 空间 工作 和 洁 , 它 已 在 实验 上 实现 1. 

物理 学 各 分 支 的 实验 研究 往往 被 理论 上 的 巨大 进展 所 激励 . 在 1995 年 C. H. Bennett 和 
D. P. DiVincenzo 发 表 了 一 篇 文章 , 题 为 “量子 计算 一 一 走向 工程 时 代 ” 1. 在 当时 怀疑 派 还 在 
打赌 ,在 一 个 500 位 的 数 被 因子 化 以 前 连 太 阳 都 要 烧 完了 . 从 那 时 开始 ,有 利于 量子 计算 机 的 
根据 增加 了 ,但 要 走向 实现 它 , 还 有 很 长 的 路 要 走 . D. P. DiVincenzo 和 D. Loss' 和 9 给 出 了 一 张 
表 , 列 出 在 达到 最 后 目标 以 前 需要 解决 的 一 些 问题 . 对 近期 的 实验 结果 ,读者 可 以 参考 专著 所 . 
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第 3m 
量 于 力学 中 的 几何 相 


考虑 一 个 无 限 长 的 磁 通 管 , 全 部 磁 通 都 局 限 在 管内 ,因此 外 面 的 场 强 B 为 0. 电子 在 管 
外 运动 ,它们 会 感到 磁 通 管 的 存在 吗 ? 对 这 个 问题 的 第 一 个 反应 可 能 是 “不 会 >. 如 仔细 想 一 
下 ,进入 Schrödinger 方程 的 是 势 (A。, ,A) 而 不 是 场 强 (E,B), 可 能 会 改变 想法 . 虽然 在 通 量 
管 外 B= 二 0, 但 矢量 势 A 却 不 为 0. 对 这 个 问题 的 研究 导致 著名 的 Aharonov-Bohm 效应 . 4 
果 是 ,局 域 电 子 态 感 不 到 磁 通 管 的 存在 ,因为 局 域 的 场 强 为 0, 而 在 通 量 管 附近 波 孙 数 为 有 
限 的 电子 延展 态 能 感受 它 的 整体 效应 . 这 个 结论 在 当时 引起 不 少 物理 学 家 的 惊讶 . 这 个 研究 
也 导致 著名 的 结论 , 即 带电 粒子 的 经 典 电 动力 学 中 ,物理 是 由 场 强 决定 ,但 对 服从 量子 力学 
Schrödinger 方程 的 粒子 在 电磁 场 中 的 运动 是 由 杨振宁 和 匡 大 峻 引入 的 不 可 积 相 因子 决定 
的 ,而 场 强 是 不 足以 决定 物理 ,它们 是 欠 定 的 ,电磁 势 是 超 定 的 . 关于 这 个 问题 将 在 3. 1 一 3. 3 
节 中 介绍 . 

Aharonov-Bohm 效应 可 以 用 微分 几何 中 的 概念 如 平行 输 运 . 连 络 等 诠释 . 将 在 3. 4 5 
中 介绍 这 些 概念 ,使 读者 有 准备 去 接受 另 一 个 惊讶 一 一 Berry 相 . RF HS PR RAH AL 
是 个 微妙 的 概念 .考虑 与 时 间 有 关 的 Schrödinger 方程 的 解 . 方程 中 的 势 按 事先 确定 好 的 时 
间 的 周期 函数 演化 . 当 势 经 过 一 个 周期 回 到 初始 的 形式 时 ,出 现 了 非 平庸 的 问题 . 波 函 数 是 
否 回 到 它 初始 的 形式 呢 ? 答案 是 否定 的 . 出 现 了 与 时 间 有 关 的 相位 . 能 否 将 波 函 数 重新 定义 
从 而 将 相 因 子 吸收 在 其 中 呢 ? 为 了 回答 这 个 问题 需要 进行 仔细 的 研究 . 由 此 产生 的 Berry 
相 以 及 相关 问题 在 3. 5~-3.7 节 中 介绍 . Berry 相 不 仅 在 量子 力学 中 ,而 且 在 物理 学 许多 分 
支 中 都 有 深远 的 影响 . 


3.1 Aharonov-Bohm 效应 


带电 粒子 (如 电子 ) 在 给 定 电 磁场 中 的 运动 问题 在 量子 力学 早期 发 展 中 就 得 到 解决 . 经 
典 的 例子 是 电子 在 Coulomb 场 中 的 运动 一 一 类 和 氧 原子 问题 ,以 及 电子 在 均匀 磁场 中 的 运 
动 Landau 能 级 问题 . 电子 在 电磁 场 中 运动 的 Hamilton 量 是 


= aL [-inv— Saco ] ets co, (3.1.1) 
此 处 (A。 ,A) 是 电磁 场 的 标量 和 矢量 势 . 在 电动 力学 中 电磁 场 强 和 势 的 关系 是 
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Bv» A. E —— VA, — + 9A. (3. 1. 2) 
在 势 A,(4,,4) 的 规范 变换 下 ， 
As ka E A. (3. 1. 3) 
Bp 
—Ó 
A AWA 


BARE 是 不 变 的 .表征 变换 的 4 是 时 空 坐标 的 任意 函数 . 在 经 典 电 动力 学 中 代表 电磁 场 的 
是 场 强 . 由 于 规范 变换 的 自由 , 势 与 场 强 的 关系 不 是 一 一 对 应 ,而 是 多 对 一 关系 .实验 直接 确 
定 的 是 场 强 . 在 经 典 电 动力 学 中 势 是 有 用 的 概念 ,但 被 认为 是 属于 “导出 的 概念 ”(derived 
concept) 一 类 . 在 量子 力学 中 ,直接 进入 基本 方程 的 是 势 , 而 不 是 场 强 . 在 势 的 规范 变换 
式 (3.1.3) 下 , 波 函 数 必 须 作 相应 变化 , 即 
pr) > JG) = glares, (3. 1. 4) 
才能 使 Schrödinger 方程 
a 
inst = Hy 
保持 不 变 . 规范 变换 式 (3.1. 3), 式 (3.1.4) 中 人 A 是 时 空 坐标 的 任意 函数 ,这 种 变换 称 定 域 
(local) 规 范 恋 换 . 
4 js GO RE Hy = CL i AV)? eA, 的 本 征 函 数 , 则 它 和 H C. 1. 1) 的 本 征 函 数 
9G) = d GDexp| (十 ie/tic) | AGO 。 dl Gne 
这 个 关系 可 以 用 直接 代入 方程 Hy 二 Ed 而 导致 How 二 Eys 得 到 
验证 . 式 (3.1.5) 指 数 上 积分 上 限 为 x, 下 限 可 以 选 定 任 一 空间 点 x 
作 参 考 , 这 个 下 限 在 积分 中 就 不 标 出 了 . 从 参考 点 x Bx HAR 


分 在 一 般 情况 下 是 和 路 径 有 关 的 .图 3.1 画 出 有 磁 通 更 穿 过 平面 六 


情况 下 从 x, 到 x 的 两 条 路 径 1 和 2. 取 沿 不 同 路 径 的 线 积分 之 图 3.1 不 可 积 相 因子 与 
差 ,有 路 径 有 关 


由 A(x’) » dx’ ~ A(x’) » dx = (| en JA G^? . dx’ 
= pace’) T4 
用 Stokes 定理 , 它 是 
faa «d = | YXA» as = | B- as = o. (3.1.6) 


此 处 S 是 闭合 路 径 所 围 的 面积 ,面积 元 dS B7; EATE, BERES A 所 决定 的 场 
8&.B—V XA. 磁 通 的 存在 使 空间 成 为 多 联通 的 . 由 于 积分 与 路 径 有 关 , 式 (3. 1.5) 的 相 因 子 
就 不 可 能 写成 一 个 单 值 函 数 , 这 个 相 因 子 称 为 不 可 积 相 因子 . 

在 量子 力学 中 一 个 波 函 数 的 总 体 相 因子 (overall phase factor) RAPA 4E faf AR E 
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表达 式 的 . 因此 可 以 任意 地 设置 为 1. 但 如果 波 函 数 是 由 两 部 分 全 加 的 , 即 
y= hh tye» 

则 yg 和 yr 的 相对 相 因 子 是 十 分 重要 的 ,因为 它 确定 p 与 J 的 干涉 . 

1959 年 Y. Aharonov 和 D. Bohm 发 表 了 一 篇 论文 “量子 理论 中 电磁 势 的 意义 ”5 . 考 
虑 电子 双 缝 衡 射 实验 (图 3. 2(a)), 在 矣 后 有 一 个 很 细 的 磁 通 量 管 , 管 内 磁 通 为 eo. 这 可 以 近 
似 地 用 一 个 细 长 的 螺 线 管 来 实现 . 磁场 B 被 完全 限制 在 管内 ,在 管 外 各 处 B—0. 管 中 磁 通 量 
的 变化 能 影响 屏幕 上 的 干涉 条 纹 吗 ? 如 果 考 虑 到 电子 在 衍射 过 程 中 没有 感受 到 磁场 BLT 
涉 条 纹 似乎 不 应 受 $ 变化 的 影响 . 而 如 严格 按 量子 力学 分 析 , 双 钾 平 面 后 的 电子 波 函 数 在 
D=0 情况 下 是 

p” Cx) = gi? G0 + JP GO, (3.1,7) 


| | Aoi) 


图 3.2 Aharonov-Bohm 效应 
(2) 电子 波 通过 有 矢 势 的 空间 ; (b) 电子 流通 过 不 同 电 压 的 导体 贺 简 
而 在 有 通 量 @ 情况 下 是 
yx) = exp| Gie/hc) |” Al’) dx’ pi? (x) + exp[ (ie/jic)| AG . dx’ pf (x). 


(3. 1. 8) 
在 式 中 (1),(2) 标 出 线 积分 路 径 通过 狭 锋 1 和 2. 弃 去 式 (3. 1. 8) 中 的 一 个 总 相 因 子 , 有 


GO = Ji? GO 十 exp| Gie/tic pA x^) . dx’ i^ (x) = gf GO + 904» Cx). 


和 式 (3. 1. 7) 相 比 ,相干 两 束 波 的 相对 相位 差 改变 也, 它 称 为 Aharonov-Bohm 相 Sas: 


_ ê 
Sas = he (3. 1.9) 
在 变化 时 ,干涉 条 纹 会 有 所 移动 , 且 ao — on — "Ent A Gode e — 1 ERN A@ 一 0 


时 的 情况 . 
考虑 电子 分 开 的 波束 分 别 进入 理想 导体 板 制 成 的 圆柱 体 , 导 体 上 施加 电压 Aa CO» 
Aw (t) (Æ 3.2(b)), 电子 在 运动 中 并 不 感受 到 电场 . 但 相应 Hamilton & 
H =— LR V?4- eA y (x,t) 


m 


(3. 1. 10) 
hn. V? 


m 


的 Schrödinger 方程 的 解 y 55 po 间 有 以 下 关系 : 


H; = 
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Pp (x,t) = js Gr, D'exp| (一 ie/fic | A x «rar! . (3. 1.11) 
用 到 图 3.2(b) 的 情况 ,相干 的 波 函 数 是 
Ie Ty» = di? (x,t) + exp{ (一 ie/ħo) | LA Gr) — Asi (x,t) ]dt' gi (x44). 


C8. 1. 12) 

因此 也 应 随 Au s Ao 的 变化 观察 到 干涉 条 纹 的 移动 . 这 种 在 无 场 强 的 情况 下 由 电磁 势 
(Ao ,4) 的 变化 导致 量子 干涉 条 纹 移 动 的 效应 , 称 为 Aharonov-Bohm 效应 . 

式 (3. 1. 9) 中 的 相对 相 因 子 是 规范 不 变 的 . 因为 决定 于 B, 而 B 是 规范 不 变 的 . 


式 (3.1.12) 中 的 相对 相 因子 也 是 规范 不 变 的 ,因为 An 和 Au 改变 相同 的 二 2 ,它们 之 差 没 
有 变化 . 这 两 种 情况 可 以 概括 为 一 个 统一 的 不 可 积 相 因子 
exp[ Gie/ho)| "Ada" |= exp[ Ge/ho (AG + de’ — [ace + ar). 3.1.13) 


Aharonov-Bohm 效应 的 意义 是 深远 的 . 它 明 确 地 显示 : 在 量子 理论 中 ,对 电磁 现象 而 
言 , 场 强 是 欠 定 的 (underdetermine) ,因为 Ø 变化 时 干涉 条 纹 移动 而 场 强 却 保持 不 变 . 以 规 


范 变换 相 联系 的 不 同 势 函 数 却 给 出 同样 的 相对 相 因 子 . 相位 S| A dat 相差 2x 的 整数 倍 也 
给 出 同样 的 相 因 子 . 因此 势 对 电磁 现象 是 超 定 的 (overdetermine). 电磁 现象 由 不 可 积 相 因 
+ exp| (ie/iic)| A, dæ" | 完全 决定 , 它 包含 了 对 电磁 现象 必要 而 充分 地 描述 . 这 是 吴 大 峻 和 


RTE 1975 年 表述 的 . 
Aharonov-Bohm 效应 强调 了 规范 势 的 整体 效应 ,即使 场 强 定 域 地 为 0. Aharonov-Bohm 


相 属 于 几何 相 , 因 为 积分 [Aaz 不 取决 于 任何 运动 速度 ,有 别 于 动力 学 或 运动 学 效应 . 它 


还 是 拓扑 相 , 因 为 连续 变化 积分 的 封闭 路 径 并 不 改变 相位 的 值 , 只 要 这 个 变化 不 改变 路 径 包 
围 的 磁 通 . 应 该 着 重 说 明 的 是 ,上 面 讨论 的 拓扑 性 质 是 由 于 磁 通 在 二 维 平面 上 造成 的 奇 点 ， 
使 平面 成 为 多 连通 域 . 从 平面 上 一 点 出 发 经 封闭 路 径 回 到 这 一 点 ,路 径 按照 是 否 包括 奇 点 在 
内 分 类 . 它们 在 拓扑 上 是 不 等 价 的 . 拓扑 的 性 质 是 二 维 的 , 即 在 垂直 于 OMY AL. 三维 空 
间 的 一 个 奇 点 并 不 具有 这 种 性 质 . 

Aharonov-Bohm 效应 完全 是 从 量子 力学 基本 原理 出 发 的 ,并 未 引入 新 的 原理 或 假设 ， 
但 同时 又 是 出 乎 很 多 物理 学 家 意料 的 . Feynman 在 他 的 《物理 讲座 》 中 写 道中 :“ 像 这 样 的 东 
西 就 在 我 们 周围 30 年 之 久 @, 却 一 直 被 忽视 ,是 一 件 有 趣 的 事 . 之 所 以 被 忽视 ,是 由 于 存在 
一 些 定 见 ,究竟 什么 是 重要 的 ,什么 是 不 重要 的 . ”在 Schrödinger 方程 中 出 现 的 是 电磁 势 
CA, ,A). 在 经 典 力学 的 Lagrange 和 Hamilton 描述 中 (A。,A4) 同 样 出 现 , 但 在 写 出 运动 方程 
时 它们 就 被 号 和 加 取代 了 .在 量子 力学 发 展 过 程 中 企图 以 E 和 B 完全 取代 (Ao,A4) 的 尝试 
一 直 没 有 成 功 ,这 里 原来 蕴藏 了 深刻 的 原因 . 

Aharonov-Bohm 效应 和 磁 通 量子 化 有 类 似 之 处 . 1961 年 Deaver 和 Fairbank, 以 及 Doll 
和 Nabauer 发 现 中 空 超导体 圆柱 内 通过 的 磁 通 是 量子 化 的 , 磁 通 量子 值 为 hc/2e. N. Byers 


DD 指 从 量子 力学 建立 到 1959 年 这 段 时 间 . 
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和 杨振宁 "指出 ,这 是 在 超导体 内 形成 Cooper 对 的 结果 . 设 Cooper RBM? p 为 


9 —pe*, (3, 1. 14) 
并 设 在 图 3. 3 所 示 的 大 块 超导体 内 p 为 常数 ,S 为 实 函 数 .yy 是 正则 动量 算 符 p= 二 一 i AV 


图 3.3 穿 过 超 导 环 的 磁 通 量子 化 
(a) 磁 通 穿 过 中 空 超 导 贺 柱 ;《b) 封闭 积分 路 径 工 


的 本 征 态 : 

Py = ho VSes = AVSy (3. 1.18) 
本 征 值 声 VS 就 是 Cooper 对 的 正则 动量 值 . 因此 其 动力 学 动量 2m v (m. 是 电子 质量 ,wv 为 速 
RE , Cooper 对 质量 为 2m) A 


2mv — AVS +2—A, (3. 1. 16) 
此 处 。 J& Ha Hl, fep 9 L.A. A 


inb v «ds = hb VS ds+2 5 A «ds. (3.1.1D 
r r [4 r 


超 导 贺 柱 厚度 比 穿 透 深度 大 得 多 ,在 厂 上 wv 二 0, 因 为 超 导 电 流 只 存在 于 表面 上 . Cooper 对 
波 函 数 是 单 值 的 , 故 有 


$ vs oo — (3. 1. 18) 
即 相 角 从 一 点 出 发 沿 卫 走 一 圈 回 到 原 处 ,其 值 只 能 变 2xn(n 为 整数 或 0). 式 (3.1.17) 此 时 变 为 
$A» ds = p = Henn = n. (3.1.19) 

r 2e 2e 


是 穿 过 柱 心 的 磁 通 , 它 是 磁 通 量子 hc/2e 的 整数 倍 . 由 于 Meissner 效应 ,超导体 内 没有 磁 
场 . Cooper 对 在 超导体 内 没有 感受 到 磁场 ,但 其 波 函 数 的 单 值 性 却 对 电磁 场 的 整体 性 质 ( 穿 
过 圆柱 心 的 通 量 值 ) 产 生 影响 . 


3.2 Aharonov-Bohm 效应 的 实验 验证 


Aharonov-Bohm 效应 使 许多 物理 学 家 感到 震惊 ,也 有 不 少 人 感到 难以 接受 . 最 早 的 验 
证 来 自 1960 年 R. G. Chambers 的 实验 加 (图 3. 4). 点 源 发 出 的 电子 束 人 射 到 电子 双 校 镜 
E. 它 的 结构 是 两 个 接地 平板 间 有 一 -处 于 正 电位 的 细 丝 . 人 射 的 电子 波 从 丝 的 两 侧 经 过 ,被 吸 


p 请 参阅 本 书 6.1 节 和 9.3 FH. 
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—— — 
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Sl 3R ^E TE PP , FERFE JE XT PE ER fi. 一 个 直径 约 lpm 的 磁化 铁 尖 细 丝 ,在 一 端 
是 锥 状 尖 端 , 它 内 部 及 外 面 的 磁力 线 示 于 图 3. 4(b). WEG 2o 0 ££ INE PEL TUE EET ECT AX 
棱镜 细 丝 的 平面 内 . 由 于 尖 细 丝 外 的 磁场 ,两 侧 的 电子 受到 相反 方向 的 磁场 偏转 力 . 它们 会 聚 
的 平面 和 双 楼 镜 细 丝 不 再 垂直 而 成 一 定 角 度 , 因 而 干涉 条 纹 就 倾斜 了 (图 3. 4 CO) E 1f] —59] 98 
K). 在 锥 状 尖 端 前 言 (没有 磁 通 ) 和 后 侧 ( 磁 通 限 于 尖 细 丝 内 ) 没 有 磁场 ,干涉 条 纹 仍 然 平行 于 
细 丝 . 中 间 的 倾斜 正好 在 两 端 和 平行 的 条 纹 相连 ,表示 了 由 于 尖 细 丝 内 磁 通 产生 的 条 纹 移动 ， 
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图 3.4 Chambers 空 验 
(a) 电子 光学 系统 ! (b) 细 丝 内 及 附近 的 磁力 线 ;(c) 干涉 条 纹 


Móllenstedt 和 Bayh 在 1962 年 的 实验 刀 也 用 了 电子 双 校 镜 , 而 在 两 束 电 子 波 的 中 点 放 
置 细 长 的 螺 线 管 ( 图 3.5(a)). 他 们 用 了 一 个 巧妙 的 办 法 ,使 螺 线 管内 电流 连续 增加 ( 磁 通 随 
之 连续 增加 ) ,同时 使 记录 干涉 条 纹 的 底片 连续 移动 ,并 用 一 个 细 细 使 干涉 图 样 只 有 一 小 部 
分 落 在 底片 上 . 这 样 便 把 磁 通 从 0 增 到 最 大 值 的 过 程 中 导致 的 条 纹 移动 连续 记录 下 来 了 
(图 3. 5(b)). 条 纹 倾 斜 缘 于 磁 通 变 化 产生 了 感应 电场 . 在 磁 通 停止 增加 后 条 纹 相 对 于 原来 
位 置 有 了 移动 ,这 说 明了 Aharonov-Bohm 效应 的 存在 . 
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图 3.5  Mollenstedt 和 Bayh 实验 
(a) 电子 光学 系统 示意 图 : (b) 十 涉 图 像 
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自从 Aharonov-Bohm 效应 提出 以 来 ,在 30 年 的 过 程 中 争论 始终 不 断 . 一 方面 有 许多 工 
作 集 中 在 对 实验 的 重新 解释 上 . 由 于 磁体 的 磁力 线 一 般 总 要 外 泄 ,螺旋 管 的 磁 通 在 两 端 也 要 
在 空间 中 散 开 ,电子 也 会 进入 螺 线 管 等 ,这 就 有 可 能 把 观察 到 的 效应 和 这 些 问 题 联系 起 来 . 
另外 一 些 理论 则 设法 从 根本 上 推翻 Aharonov-Bohm 效应 ,甚至 宣称 它 是 “数学 的 编造 > 
一 直到 1986 年 情况 发 出 了 根本 的 变化 .“ 判 定性 ”的 实验 是 殿 村 (A. Tonomura) 和 他 的 合作 
者 用 超导体 包围 的 环形 磁体 所 作 的 电子 全 息 于 涉 图 *' 当 .这 项 研究 充分 反映 了 实验 技术 和 
工艺 对 基础 物理 研究 的 重要 作用 . 用 光 刻 微 制造 工艺 及 真空 蒸发 工艺 制备 了 完全 由 超导体 
Nb 包围 的 小 环形 坡 莫 合 金 磁体 ,厚度 是 200À ,Nb 层 厚 2500A( 图 3. 6). 制备 完了 之 后 将 磁 
EA Nb 桥 上 切 下 ( 桥 是 为 了 保证 在 制造 过 程 中 良好 的 导热 ). 另 在 磁体 外 蒸 镀 一 层 500 一 
2000A 厚 的 铜 . 在 实验 时 处 于 超 导 的 Nb 因 Meissner 效应 将 磁 通 全 都 限 在 坡 莫 合金 磁体 
内 ,而 铜 金属 层 能 阻挡 电子 进入 . 这 两 个 问题 正 是 许多 对 Aharonov-Bohm 效应 持 怀 疑 态度 
的 物理 学 家 意见 集中 之 处 . 电子 全 息 图 是 用 图 3.7(a) 所 示 的 设备 摄取 的 . 150kV 场 发 射电 
子 显微镜 (电子 de Broglie 波长 0.030A) 提 供 高 度 相干 电子 波源 . 这 是 用 良好 的 准 直 度 ( 准 
直角 度 10 rad) 保 证 的 . 和 热电 子 源 相 比 ,使 电子 双核 镜 产 生 的 干涉 条 纹 数 从 300 增 至 
3000. 电子 波 的 一 半 通 过 样品 , 环 内 和 环 外 的 波 产 生 了 相差 ,这 部 分 称 为 “ 物 波 ” 另 一 半 称 为 
“参考 波 ”. 物 波 和 参考 波 通过 电子 双 校 镜 后 交 亚 而 产生 干涉 图 样 . 由 于 通过 环 内 和 环 外 的 物 
波 有 相差 ,它们 和 参考 波 产 生 的 干涉 条 纹 就 有 了 相对 移动 .产生 了 全 息 图 之 后 还 要 进行 重 
Hg. 重 构 是 用 He-Ne 激光 进行 的 , 见 图 3.7(b) 久 风 村 研究 组 检验 了 磁 通 漏 汇 . 用 干涉 电子 显 
微 术 进行 测量 ,只 选用 通 量 二 hc/20e 的 封闭 环形 磁体 . 注意 这 是 在 常温 下 的 数值 . 当 Nb x 
入 超 导 态 后 磁 通 漏 泄 的 值 当 比 这 个 值 要 小 得 多 ,Nb 厚度 是 2500A, 而 磁场 的 穿 透 深度 只 有 
1100A. 关于 电子 可 能 进入 有 磁场 区 域 的 估计 ,由 于 Cu BA Nb 层 厚 度 分 别 约 是 1000A 和 
2500A, RA 10 环 的 电子 波 能 进入 . Cu 层 能 有 效 阻 止 电子 进入 ,也 可 以 从 Cu 层 厚度 从 500A 
变 到 2000À 时 超 导 Nb 包围 磁体 的 干涉 图 像 没有 变化 得 到 证 实 . 


图 3.6 筑 村 实验 所 用 的 环形 磁体 
(a) 环形 磁体 的 扫描 电子 显 微 图 ;(b) 结构 示意 图 


OD Ws 3x8IIIp5I 和 Tonomura MAN) ffj X X. 

六 ”和 光学 全 息 学 相 类 似 , 电 子 全 息 学 用 电子 形成 全 息 图 . 在 重 构 干涉 图 像 时 用 光学 方法 . a3 A E h EL] 
发 展 的 D ,关于 原理 的 介绍 可 参阅 文献 1 J. 

曲 ” 关 于 重 构 不 在 此 令 述 了 ,请 参阅 文献 [1],[9]. 
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图 3.7 电子 全 息 干 涉 图 
(a) 电子 光学 系统 ;(b) 全 息 图 激光 重 构 


用 超 导 Nb 包围 的 磁体 所 产生 的 电子 全 息 干 涉 图 示 于 图 3. 8. 虽然 原来 磁体 的 磁 通 量 在 
连续 范围 内 变化 ,但 在 环 外 和 环 内 通过 的 电子 波 与 参考 波 的 干涉 条 纹 相 差 或 是 x( 上 图 ) 或 
是 0( 下 图 ). 这 可 以 从 环 孔 内 外 干涉 条 纹 的 移动 看 到 . 图 中 虚线 是 为 了 帮助 看 清楚 条 纹 移动 


画 上 的 . 磁 通 O PEAR EDn L5 4 =n SCIRE E nn. 因此 超导体 包围 的 磁 


通 量子 化 只 能 给 出 相差 x(n WA) BE O(n 为 偶 ). 如 在 实验 中 将 样品 温度 升 到 Nb 超 导 临 界 
温度 T.(9. 2K) 之 上 时 ,干涉 条 纹 移动 立刻 发 生变 化 ,例如 图 3. 9 相当 于 D=O. 32 十 2n)x. 
从 T«T. 到 TT. ,干涉 图 的 变化 完全 是 可 北 的 . 这 个 系列 的 实验 不 仅 验证 了 Aharonov- 
Bohm 效应 ,也 印证 了 超导体 包围 的 磁 通 是 量子 化 的 . 此 外 ,用 殿 村 的 方法 还 能 直接 观测 单 
个 磁 通 量子 中 .以 上 讨论 了 几 个 实验 ,专著 [1] 有 更 详细 的 介绍 . 


-———— 


V 
2um 


图 3.8 超 导 Nb 包围 的 环 状 磁体 的 电子 全 息 干 涉 图 图 3.9 T=15K 时 一 个 样品 的 电子 全 息 干 涉 图 
《相位 放大 2 4i 


3.3 Aharonov-Casher 效应 


产生 Aharonov-Bohm 效应 的 长 螺 线 管 可 以 看 作 是 许多 磁 偶 极 矩 沿 轴线 垒 积 而 成 . 电子 
沿 螺 线 管 两 侧 不 同 路 径 会 获得 不 同 相 位 (图 3. 10(a)). 根据 电磁 理论 的 对 偶 性 ,将 磁 偶 极 矩 


3.3 Aharonov-Casher 效应 
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换 成 沿 轴 的 电荷 ,而 一 中 性 粒子 (例如 中 子 ) 带 有 磁 矩 (与 轴 平 行 ) ,在 线 电 荷 两 侧 不 同 路 径 通 
过 (图 3. 10(b)) 也 会 获得 不 同 相 位 . 这 是 Y, Aharonov 和 A. Casher 在 1984 年 提出 的 中, 这 
里 有 一 个 细致 的 问题 . 磁 矩 在 运动 中 会 感到 线 电 荷 的 磁场 ,但 它 的 方向 由 wv XE 决定 .EE 在 
BREEAM FHA MEME ERA. AM eX EMBASE SRE, 
Hr LL RAS SR. A — PR RE MOR. GRRE VOI RR OR m, 


位 于 r, 速 度 为 w) 相 互 作 用 .体系 的 Lagrange 量 是 
Le lat Lay? + tag-ms(e-—wv) 
2 Z e. 


(a) 
图 3.10 Aharonov-Bohm 效应 和 它 的 对 偶 Aharonov-Casher 效应 


它 导 致 的 粒子 运动 方程 是 
e 9 — _ we. , ~ D 二 
mv; + 5A; Cu, V;) é 2,509 V; 0. 
RII 
mo = zo V) x (V,X ACr — R)). 


类 似 地 还 可 得 到 螺 线 管 的 运动 方程 ,一 MV 正好 等 于 式 (3. 3.2) 的 右 方 , 即 
MY--m =0, 
因此 有 
MV + mv = const, 
Lagrange 量 和 运动 方程 都 是 Galilei 不 变 和 平移 不 变 的 . ARG. 3.1) 有 


_ / e 
y= Lc T. 
9 


由 此 ,并 用 式 (3. 3. 4) 得 
pt+P=mv-+ MV = const, 


(3. 3. 1) 


(3. 3.2) 


(3.3. 3) 


(3. 3. 4) 


(3.3.5) 


(3. 3. 6) 


即 动量 守恒 . 在 Lagrange fit (3. 3.1) 式 中 并 没有 明显 显示 出 m 和 M 哪 一 个 是 电荷 , 哪 一 个 
是 磁 矩 ,4 只 与 相对 位 置 撩 量 r 一 R 有 关 . 系统 有 互 换 对 偶 性 , 描述 的 也 可 以 是 在 R 处 质量 
为 M 的 电荷 和 在 r 处 质量 为 m B kx ,在 两 种 情况 下 螺 线 管 的 方向 是 相同 的 . 因此 一 个 磁 
矩 在 直线 均匀 带电 体 的 场 中 运动 时 不 感到 受 力 ,但 在 两 侧 通过 的 波 会 有 一 个 相差 , 即 
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Aharonov-Casher ffi 


Bie = 一 上 Ar 一 R)，dR = £9. (3.3, 7) 
由 于 通 量 o B BOX 除 以 螺 线 管 长 度 &, 有 
] 


此 处 ) 是 电荷 的 线 密度 . H RUE UE gon 
Sic = Jg?na gh, (3. 3. 8) 


a— e! /An hic 是 精细 结构 常数 , 作 一 估计 : g—OC(D. Compton 波长 十 -一 2 X 10 ^ cm. 如 要 产 


生 易 观测 到 的 相差 Sac 三 r/2, 则 所 需 的 电荷 线 密度 甚大 ; 

Ax e/107 (cm! ), (3. 3. 9) 
因此 在 实验 室 条 件 下 所 能 观察 到 的 相 移 是 很 小 的 . Melbourne 大 学 和 Missouri 大 学 合作 研究 
组 在 1989 年 报道 了 观测 结果 中 1. 他 们 用 反应 堆 热 中 子 ,使 之 进入 硅 晶 体 中 子 干 涉 仪 ,两 臂 之 间 
有 一 中 央 电 极 置 于 45kV. 该 装置 示 于 图 3. 11. 对 于 这 个 装置 ,理论 预计 的 相差 是 1. 5mrad. 为 
了 积累 足够 的 中 子 计数 ,数据 获取 用 了 几 个 月 时 间 . 最 后 的 结果 是 (2. 19 士 0. 52) mrad. 
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3.11 ”中 子 束 干涉 仪 中 的 前 面 图 


3.4 平行 输 运 , 连 络 ,曲率 和 非 完 整 性 


在 物理 学 中 首先 应 用 微分 几何 概念 的 是 Einstein 的 广义 相对 论 . 规范 场 理 论 以 其 内 部 
对 称 性 提供 了 更 丰富 的 与 微分 几何 -纤维 从 的 联系 . 
H. Weyl 在 广义 相对 论 建 立 的 引力 与 几何 的 关系 鼓舞 下 ,在 1919 一 1921 年 企图 赋予 电 
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磁场 以 几何 意义 . 他 设想 时 空 各 点 都 有 不 同 的 尺度 . 从 一 点 a 到 xz* 十 dzxr ,尺度 变化 为 1 十 
S dz". SAHER RA f(x), 在 从 z^ P) tde 时 它 的 变化 是 . 

f(x) — Cf 4- 8, f da^) (1 + S,da^) ~ f + (2, + S, fdz". (3.4. 1) 
Weyl CAIER Ewe S, 和 电磁 势 A, 联系 起 来 ,然而 他 的 努力 未 获 成 功 . 量子 力学 诞生 之 


后 ,人 们 了 解 到 在 Hamilton 量 中 有 ( —i2, — A, ) 作为 动力 学 动量 算 符 . 和 式 (3. 4. 1) 相 


比 , 原 来 S, 和 LA, 相当 . 电磁 势 并 未 提供 一 个 实 的 尺度 ,而 是 由 于 虚数 i 使 它 与 式 (3. 1. 13) 
的 不 可 积 相 因子 有 关 . Weyl 在 此 基础 上 发 展 了 电磁 场 的 规范 不 变性 理论 ,然而 他 并 没有 改 
变 原来 用 于 “尺度 ”不 变性 (gauge invariance) 的 名 词 ,这 个 词 就 沿用 至 今 了 . 

在 弯曲 空间 中 首先 要 介绍 “平行 输 运 ”"2 的 概念 . 在 任何 空间 中 要 比较 不 同 点 处 的 矢量 
3 V,GORI V, C) 7c fe V, 从 xz“ 平行 输 运 ” 移 到 zx. 在 平 直 空 间 , 这 不 需要 特殊 定义 
(图 3. 12(a)). 假如 空间 是 弯曲 的 ,坐标 轴 在 各 点 都 不 相同 ,平行 输 运 的 定义 就 是 : 将 矢量 移 
动 时 要 使 它 保持 与 路 径 的 切线 间 的 角度 不 变 . 平行 移 到 zx 之 后 矢量 场 变 为 V, +V. 如 
z'— ro dzr,0V, 就 线性 依赖 Vr 和 dz. 


èV, = D, Vidz". (3. 4. 2a) 
Va ~ ^ 
L^ | My 
` y5p 
(b) 
图 3.12 平行 输 运 


(a) FAZ; (b) 2 th ss fa] 


A (3. 4. 22) J& TRN XE 3C, CREA HIER, EUREN. 对 平 直 空 间 , 了 2 一 0. 由 
8(V,V^) —0,78 
òV" —— Th V'dz*. (3, 4. 2b) 
在 xz 和 xz 十 dz 两 点 间 矢 量 场 的 协 变 微分 记 为 DV ,定义 是 
DV, = V,G + dz) — [V,CGz) + 8V,.] 
= (23,V, — Ta V dr 
15 JL P BS BEER IS ENSE F BN UAE DAL. 等 价 地 有 
DV*— V*(z') —[V*Go) --8V* ] 
= (2,V* -- I'4V)dz'. 
通过 将 一 个 矢量 沿 一 个 封闭 曲线 平行 移动 可 以 定义 曲率 . 图 3. 13(a) 是 平 直 空 间 ,平行 
输 运 矢 量 1—2—3—4 没有 变化 . 而 在 球面 上 (图 3. 13(b)) 相 应 的 平行 输 运 回 到 起 点 ,矢量 
转 了 x/2. 讨论 一 般 情况 ,在 图 3. 14 中 从 P HRE PP: P: 和 沿 PP:P: 平行 输 运 矢量 w, 将 
得 到 不 同 结果 . 图 中 PP, 是 矢量 an PP, 是 P^, PSP; 是 平行 输 运 的 5, BD b+ 8b, Wb òb Æ 
òb 一 一 rhb dz". (3. 4. 5) 


(3. 4. 3) 


(3. 4. 4) 


(QD Xfr)&is (parallel transport) Æ SCM P th HF FF (LB (parallel displacement). 
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xd... 
P, bP 5p? P; 
RI e a 
a**6a 
(a) (b) P d [2 
图 3.13 沿 封闭 曲线 平行 输 运 矢量 图 3.14 沿 不 同 路 径 平行 输 运 矢 基 场 
(a) FHS); (b) 球面 
P,P; 是 平行 输 运 的 a, Bil a 8a , llt Ab da 是 
ba^ = rya tdan. (3.4.6) 
经 PPP: 输 运 的 矢量 场 其 输 运 的 变化 是 
ôV, = (D, V.) pa* + CP4,V, p, CO? + 86^). (3. 4. 7) 
H PPP: 输 运 的 矢量 场 其 输 运 的 变化 是 
58V, = (P, V.) pb? + (ne V, p, Ca* + 8a"). (3.4.8) 


在 P, fü P. SBA CDS, VO RT EB ETE P 处 取 值 的 量 表示 : 
(V, = (gt 9,D:,a*)(V, + P7, V;a*), 


(3.4.9) 
(D, Vs, = (Meet Ol 1, 5^)(V, +TV b). 
EK G3. 4.5), FRCS. 4. 60,534 (3. 4. DEARC. 4.70 RG. 4.8) ,并 取 其 差 ,得 
AV, = 8V, —8V, = RV ab, (3. 4. 10) 
此 处 
Ri— oT On t T a M TET G. (3.4.11) 


AG. 4. 10) 表 明 沿 不 同 路 径 平行 输 运 矢量 变化 之 不 同 AV, SRE ir E R o7? — ab 以 及 
被 输 运 的 矢量 V, 成 正比 ,而 比例 常数 就 是 曲率 张 量 R;。p( 式 (3.4. 1D). 
Abel 规范 场 ( 例 如 电磁 场 ) 情 况 下 Fermi 子 波 函 数 的 协 变 微 商 是 
D = gQ +i <A, )y. (3.4.12) 
dE Abel 3 $535 first FOR 
Dy = (a, J- igA,) 9» (3. 4, 13) 
此 处 y Jg — FLA AaB et PRE n 分 量 波 函 数 .例如 对 SU(2) 对 称 , 它 是 二 分 量 波 函 数 .A, 是 


nX n RE. 对 SU(2) 对 称 , 它 是 A, =F Aia =] 2.3; 对 重复 指标 求 和 . t 就 是 Pauli 和 矩阵. 


从 工 到 z 十 dz 平行 输 运 少 带 来 的 变化 是 
By = igA, odo". (3. 4, 14) 
FHRC. 4.4) 类 比 , 规 范 势 就 相当 于 仿 射 连 络 ,而 从 工 到 z 的 变化 是 
P(z',x)p = exp| 这 | A, dy Jy. (3. 4. 18) 


O A45 7.6 节 有 关于 非 Abe 规范 场 的 介绍 ea FLA SCIES T RED ST. 
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Cr 
$e 


由 于 A,= E A; MEER SU(2) 群 的 生成 元 ,每 一 个 路 径 coma MORD SUDRE 


X. PG' ,z) 正 是 不 可 积 相 因子 , 它 就 相当 于 平行 输 运 .在 非 Abel 规范 场 理论 中 ,规范 场 强 
和 规范 势 的 关系 是 
F„ = 4,A,—2,A,—[A,.A.], (3. 4, 16) 

此 处 FA A, — FF td no n 和 矩阵 .将 式 (3.4. 16) RIRC. 4. 11) 相 比 , 规 范 场 强 就 相当 于 曲率 ， 
规范 场 理论 几何 意义 的 讨论 涉及 纤维 从 理论 . 文献 [3] 中 将 规范 场 和 纤维 从 的 概念 作 了 对 应 . 

Aharonov-Bohm 相 实 际 上 也 是 一 个 平行 输 运 的 例子 . 电子 所 在 的 空间 没有 场 强 ;但 有 
规范 势 . 没有 场 强 , 空 间 曲 率 为 0, 是 平 直 的 . 在 磁 通 管 周围 的 空间 相应 于 一 个 圆锥 面 , 各 处 
曲率 为 0, 除 去 其 顶点 之 外 .在 顶点 处 曲率 为 cc ,这 是 磁 通 集中 之 处 Aharonov-Bohm 相 因 子 
就 是 在 锥 面 上 绕 一 周 的 平行 输 运 . 如 图 3. 15(a) ,圆锥 面 可 以 沿 通过 项 点 A 的 虚线 切 开 展 成 
平面 (如 图 3. 15(b)). 在 平面 上 的 矢量 平行 输 运 不 会 导致 它 旋转 . 但 在 虚线 上 的 一 点 四 在 锥 
i JF GAR EO PS RAO) .矢量 沿 C 输 运 一 周 后 和 初始 位 置 差 了 a 角 , 即 
圆锥 的 钦 角 , 它 的 值 和 磁 通 量 有 关 . 这 个 角 称 为 非 完 整 角 ( 又 译 为 非 和 乐 角 . holomoy 音译 
“和 乐 ”, 完 整 之 意 ). 封闭 曲线 C 可 以 任意 扭曲 ,只 要 不 触及 奇 点 A, 绕 行 一 周 的 角度 非 完整 
仍 是 a. 因此 这 是 一 个 拓扑 效应 . 

另 一 个 非 完 整 现象 是 Foucault 摆 . 它 摆 动 的 方向 以 单位 矢量 6 表示 . 它 总 是 和 所 在 地 的 
铅 直线 (实际 是 地 心 到 当地 连 线 方向 的 单位 矢量 六 保持 垂直 ,并 必须 满足 约束 条 件 : 即 不 能 
沿 f 转 动 . 当 一 昼夜 后 f 尔 量 转 了 一 圆 ( 沿 当地 的 纬度 小 圆 C),6 却 没有 回 到 起 始 的 方向 
(图 3.16 中 e 和 el 分 别 是 起 始 和 终结 方向 ). 这 种 “局 域 没 有 变化 ( 指 & 和 六 保持 垂直 ,不 沿 ? 辊 
动 ) 却 带 来 整体 的 变化 ( 指 8 转 一 - 圆 后 与 起 始 值 差 一 个 角度 )” 就 是 6 在 球面 上 平行 输 运 一 周 所 
导致 的 角度 非 完 整 性 . 6 输 运 一 周 角度 之 差 等 于 C 在 地 心 处 所 张 的 立体 角 ，; 

N = 2n(1 — cosh) = 2x(1 — sing), 

此 处 9 是 小 圆 的 极 角 ,% 是 纬度 . 这 个 角度 非 完整 和 沿 C 转 一 圈 的 速率 无 关 , 因 此 是 几何 相 ， 
但 与 立体 角 大 小 有 关 , 因 此 不 是 拓扑 效应 . 

本 节 内 容 请 参阅 文献 [12]. 


图 3.15 在 圆锥 面 上 矢量 的 平行 输 运 图 3.16 ”e 的 平行 输 运 一 周 带 来 的 
角度 非 完 整 
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3.5 Berry 1H 


在 一 些 量子 力学 问题 中 可 以 把 力学 量 分 为 两 个 集合 . 一 个 集合 是 随时 间 快 变化 的 ,一 个 
集合 是 随时 间 慢 变化 的 . 在 解 这 类 复杂 体系 问题 时 ,可 先 将 惕 变量 固定 , 解 有 关 快 变量 的 量 
子 力 学 问题 ,然后 允许 慢 变 量变 化 ,得 到 整个 体系 的 解 . Born-Oppenheimer 近似 就 是 用 这 个 
方法 解 分 子 问题 的 . 4 P,R 为 慢 变量 (例如 原子 核 的 动量 及 位 置 ) ,p,r 为 快 变量 (例如 电子 
的 动量 和 位 置 ). 体系 的 Hamilton 景 是 


H = tE ivan. (3. 5. 1) 
先 将 慢 变量 冻结 . 快 问题 的 Hamilton 量 是 
h = P- Ven, (3. 5. 2) 
m 
此 处 R 是 作为 参数 出 现 的 , 设 h 的 能 量 本 征 问题 已 经 解决 ; 
h(p.r,R) | m; RY =e,(R) | mi RY, (3. 5.3) 


此 处 |m; R) 是 快 问题 的 一 个 本 征 态 , 量 子 数 为 m,R 作为 参数 进入 本 征 矢 及 本 征 值 . |m; R) 
(不 同 的 mx) 组 成 分 立 、 非 简 并 态 的 正 交 归 一 完备 集 . 现在 将 R CA EB c 慢 变 化 的 参数 , 求 快 
变量 问题 中 波 函 数 随 时 间 的 演化 . Schrödinger 方程 是 


ind? = hy. (3. 5. 4) 
at 
将 "A FH Im; REF: 
p Dan exp] — /fi| enar] m; R), (3. 5.5) 


指数 因子 是 动力 学 相 因 子 ,s 随时 间 的 变化 是 由 参数 尺 随时 间 的 慢 变化 造成 . 将 式 (3. 5. 5) 
代入 式 (3. 5. 4) 并 用 式 (3. 5. 3) ,将 结果 从 左 方 乘 以 (&; R | ,就 得 到 展开 系数 an (t) 的 时 间 
微 商 9 

à, (t) 一 一 > an 人 (有 R|Zm; R)exp|— i/A | Le, r^) —«G)jd'| (3.5.6) 


Z |m; R) 可 以 用 式 (3. 5. DET ER. 将 式 (3. 5. 3) 对 上 微 商 ,并 从 左 方 乘 以 (&; RISE 


kAm 情况 就 得 到 


(es R| zm R) 一 — (t RI Ims R), om. (3.5. 7) 


对 = 二 mx, 则 从 归 一 化 条 件 (k&; RIk; R) = 二 1 得 
中” 对 定 态 问 题 Schródinger 方程 的 解 是 
= Dame t 9E | m». 
此 处 an 与 1 无 关 . 但 在 当前 问题 中 |m; RA Re 有关 ,因此 exp[ 一 iR [ em G^ ae" | | m; R) 并 不 满足 Schrödinger X 
程 .在 展开 式 (3. 5. 50 P am 就 必须 是 上 BM. 从 式 (3.5.6) 看 6 不 为 0 HS Ims R)> WF. 
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(k; R| Zk; R) + (2k; R|k; R) 一 0， 
即 
(k; R| ks R) = ia CO, (3. 5. 8) 


上 式 右 边 为 纯 虚数 . 设 体系 在 :一 0 时 位 于 某 定 态 |n; R(ODD BI 2, (00 =6,.,. 问 在 有 限时 间 
体系 在 不 同 状态 上 的 几率 振幅 是 什么 ” 设 对 有关 nn SA RGD 5. 6) 右 方 随时 间 缓 变 各 量 为 
常数 ,用 式 (3. 5. 7) 和 Om Onn ,得 

1 


E, — En 


a= (k; R| |n; R)exp| Ce edt], b 3 n. 


积分 后 有 


a, C) = 


(k; R|} ny R)exp[ (er —e.)e—1], RE. €39.5,9) 


Xt kn 的 各 态 几 率 振幅 都 随时 间 振 荡 , 并 不 显 出 长 时 间 稳 定 增长 的 趋势 . 尽管 随时 间 进 行 ， 
e GO RI [ns R) 都 已 发 生 了 很 大 变化 ,但 原 位 于 任何 一 个 定 态 的 体系 ,现在 仍然 位 于 时 间 t 
的 那个 状态 . 在 历史 上 ,Einstein 和 Ehrenfest 在 量子 力学 诞生 以 前 的 1911 年 就 设想 到 了 这 
个 结论 ,在 1928 ^F M. Born 和 V. Fock 证 明了 它 . 
Hamilton 量 H(t) 随 时 间 缓 慢 演 化 的 条 件 可 以 包含 在 以 下 的 不 等 式 中 5 ， 
(n; R| 2m; R) 
e (t) — em C) 

此 处 是 演化 的 时 间 . K. -P. Marzlin 和 B. C. Sanders[ 呈 指出 ,对 于 绝热 本 征 态 变化 显著 的 体系 


不 慎重 地 使 用 量子 绝热 定理 会 导致 不 自 恰 . 全 暴民 等 人 中 指出 ,必须 在 (n; 及 | Zm; R ) 和 


En (£) — Em (1) 二 者 的 时 间 依 赖 都 可 以 忽略 时 ,上 述 条 件 对 于 量子 绝热 定理 的 成 立 才 是 足够 
的 . 否则 在 演化 足够 长 的 时 间 之 后 ,绝热 本 征 态 的 变化 就 会 变 得 显著 ,以 至 于 某 些 本 征 态 之 
间 的 跃迁 就 会 由 动力 学 所 驱动 . 当 考虑 更 为 普遍 的 量子 体系 时 ,还 要 有 附加 的 条 件 使 量子 绝 
HERZ. 

上 面 的 论据 说 明了 状态 |n; R(0) 随时 间 演 化 ,到 了 时 间 ¢ 仍然 保 持 在 |n; RCD). 核心 
的 问题 是 : 当 Hamilton 量 随时 间 缓 慢 变 化 时 波 函 数 如何 随 时 间 演 化 . 举 一 个 例子 来 说 明 思 
-路 . 磁场 大 小 不 变 , 但 方向 随时 间 变 化 时 ,带电 粒子 的 自 旋 跟随 磁场 进行 . 当 磁场 回 到 初始 方 
向 时 ,粒子 的 自 旋 是 否 也 回 到 初始 方向 ? 为 了 回答 这 个 问题 ,我 们 要 仔细 分 析 在 磁场 方向 组 
慢 变化 的 情况 下 自 旋 状 态 如 何 随时 间 演 化 . 对 精确 的 本 征 态 1n) ,随时 间 演 化 由 动力 学 相 因 
F exp (一 iet) RE. 对 随时 间 缓 慢 变 化 的 本 征 值 e,(t) 这 个 因子 可 以 推广 为 


exp| — 4 vente’ dat’ ]. 因此 状态 随时 间 演 化 可 以 写作 : 


hi «1, nm, t€[oT], 


pt) = exp| 一 EJ e coa ]i n; R(D»?, (3. 5. 10) 


此 处 |n; RC) > 为 绝热 本 征 态 . 这 就 是 量子 绝热 定理 . 将 这 个 表达 式 代 人 Schrodinger FE, 
得 到 
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in Zp) = HOC +exp|—> vent’ de he | ns R(t)). 
AJR UE SS PAR PRP FS : 


a | aR 
3; | m RO) = 


at 
当 我 们 考虑 绝热 循环 过 程 R(0) 二 R(T) 时 ,就 要 考虑 到 式 (3. 5. 100 fg t=T HERRA. M. 
V. Berry"? 加 了 一 个 相 因子 ， 

y(t) = exp| 一 x. ear Jere | ny R(t)). (3, 5:11) 
往往 会 提出 问题 : 定义 本 征 函 数 的 式 (3. 5. 3) 并 不 定 出 相 因 子 , 可 以 在 双方 乘 一 个 相 因 子 通过 
重新 定义 本 征 函 数 而 把 它 吸收 进去 . 为 什么 不 能 把 式 (3. 5. 11) 中 的 ez 吸收 到 2; RCD) PH 
E? 研究 了 7: (四) 的 性 质 后 才能 真正 明白 这 一 点 ,从 而 理解 Berry 加 进 这 个 相 因 子 是 关键 的 
一 步 . 相 y, 就 被 称 为 Berry fH, Berry 诠释 这 个 相 是 参数 空间 的 几何 性 质 . 将 式 (3. 5. 11) 代 
AG. 5.4) 就 得 到 y. CORSO Es 

$C) = i(n; R| Žn; R) = i RC) - (n; 及 | Vers R). (3. 5. 12) 
最 后 等 式 的 根据 是 : [ns KO FGB ERGO BORSE [8]. Vr 代表 对 R 取 的 梯度 . 正如 式 (3. 5. 80 9r 
示 ,(n; R| Zo R ) 是 纯 虚 数 ,因而 y. 为 实数 , 即 只 要 y. 初始 值 为 实数 , 它 就 一 直 保持 为 实 
数 . 它 是 个 相 角 . 
今 A(R(t))=i(ns R| Van; R), (3. 5. 13) 
3k (3. 5. 12) 即 变 为 


“9r | n; R(t)) — 0 


ý, (t) = RG) * ACR). (3.5.14) 
Berry 提出 问题 ; 4 R(t) 随 时 间 慢 变化 从 R(0) 变 到 RCT) — RCOD , 即 经 一 周期 回 到 初始 值 ， 
是 否 7,(T) 也 回 到 初始 值 xy,(0)? 计算 一 下 ,有 


7 T » 
y, CD) — (0) — L dij, = f deR (t) + ACR) 


一 由 dR » A(R), 
Ab C R-RCO M 0 SI T NS 的 封闭 路 径 . 用 Stokes 定理 ,并 记 沿 C 的 这 个 封 
闭 积分 为 WC), A 
V(O) = | dS + Tax A = if dS + vx (ns R| Vans R), (3. 5.18) 
这 就 是 Berry 相 . S 为 C 所 围 出 的 表面 . 一 般 情况 4 不 是 无 旋 的 ,因此 封闭 积分 不 为 0, 即 
y, CT) sy, (0) ,或 IN . AGO 与 路 径 有 关 . y, (LANA BUY, TR ERR OUR 的 函数 . 由 


Fin; R 只 通过 及 和 + 有关, 因此 它 不 能 把 相 因 子 ez" 沁 吸收 进去 . 这 说 明了 在 式 (3. 5. 11) 
中 包括 进 相 因子 的 必要 性 . 因 式 63. 5. 15)y,(C) 的 值 不 依赖 R 完成 封闭 路 径 所 需 的 时 间 ( 只 


要 足够 长 以 满足 绝热 近似 ) ,Berry 称 之 为 “几何 相 ”, 这 是 和 动力 学 相 一 六 [esa 对 照 的 . 
从 式 (3. 5.15) 看 Aharonov-Bohm 相 也 属 同一 类 几何 相 . 
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ACS. 5.13) 定 义 了 一 个 矢量 函数 ,符号 A 不 是 偶然 使 用 的 . SRK ln; R) 的 相 作 一 
改变 ; | 
| n; R)  e*? | n; R5, (3. 5. 16) 
则 相应 的 改变 有 
| Ven; R) > GiV,@)e®™ | n; R) +e” | Ven; R), 
A —— WO + iln; R | Van; R) = A— WO. (3.5. 17) 
A (3. 5. 16) ,3X (3. 5. 17) 正 是 一 种 规范 变换 .由 于 y (OAV XA 相关 ( 见 式 (3. 5. 15)) ,在 
这 一 变换 中 它 是 不 变量 . 这 也 是 相位 成 为 可 观测 量 的 必要 条 件 .4 和 V XA 相应 地 是 一 种 规 
范 连 络 和 曲率 . 从 式 (3.5, 12) 可 知人 mi; RI Vn; R) 也 是 纯 虚 数 . 式 (3. 5. 13) , 式 (3. 5. 15) 给 出 


y (Oo i[ vex (ny R | Vens Rd > dS 
=—Im| VRX ln; R | Ven; R} * dS 
=—Im| (Vans R |x| Van; R) + dS 
=— Im] >) (Ven; R | m; R) X (m; R | Ven; R) * dS. (3. 5. 18) 
Ea 


写 出 最 后 一 个 等 式 时 插入 了 >) |m; Rom; R| — 1. RAR mAn, AA Gi 及 | Van i 


R) 为 纯 虚 数 , 故 有 Im< Ven; Rin; R)X (n; R| Ven; R)=0. 
对 本 征 方程 hiln; R) =e, (R)|n; R) 取 Vr A 
Veh | n; R) +h | Vans R) = Vren | n5 R) +e, | Van s R). 
从 左 方 乘 以 lm; RIEF EE PRICE IE SE TE Om zen AE EFF) ,得 
in; R | Vrh | n; R) + im; R | h | Van; R) = em; R | Vrn; R), 

Bp 
tm; R | Veh | n; R) 

En (R) —& (R) ` 
将 式 (3. 5. 19) 代 和信 式 (3. 5. 18) ,即将 y, CO VA 的 矩阵 元 表示 : 


n; R | Ven; R) = (3.5, 19) 


E (n; R | Vah OR). | ms R) X (m; R | Veh CR) | n; R) 
pS Jas i Im 2, [en OR) — e, (R) |? 
=~ fas + imvao. (3. 5. 20) 


M, Berry 的 贡献 在 于 证 明了 在 循环 绝热 过 程 中 不 可 积 相 因 子 的 存在 ,并 提示 了 它 的 几何 意 
义 , 考 虑 Berry 给 出 的 二 能 级 系统 的 例子 , 它 的 Hamilton RH 2X2 ER: 


R R, — iR 
eS a i ET a OP 
2 R, + iR; —R; 2 
Hamilton 量 对 角 化 后 给 出 本 征 值 


E; D =E. D = IG HRR)" = PR 


容易 看 出 在 R—0 出 现 偶然 简 并 ,已 ; (0) —E- (0) —0. Mh RARI H Vk =ø /2,V OR) = 
R/2R°. 在 此 情况 下 ,V Ade BLA IHREN SMS fa] R= 处 的 一 个 磁 单 极 所 产生 的 磁场 . 
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Yc 就 是 参数 空间 中 R 的 循环 变化 一 周期 描 出 的 封闭 曲线 所 围 面积 上 通过 的 磁 通 量 , 它 正比 
于 封闭 曲线 在 R—0 处 所 张 的 立体 角 . 最 后 考虑 Berry 的 观点 对 Born-Oppenheimer 近似 的 修 
IE. 现在 不 再 对 慢 变 量 R 规 定 既 定 的 变化 RO ,而 将 它 作为 力学 量 处 理 ,总 体系 的 波 函 数 是 


VR,r) = OD | n; R}. (3.5. 21) 
HERA 
2 
Hy = [zmt f; vae n]e = Ev, (3. 5. 22) 
并 用 式 (3.5. 3) 
oe : 
[Evan 5 LIO mu | ie RY 
m 
即 得 到 


2 
— FV a(R) | ns R) +y(Re,(R) | n; R) = EJ(R) | n; R). (3.5.23) 


将 第 一 项 算出 , 整 式 用 (n; R| 左 乘 , 得 


2 2 2 
— YR) 2125 R | Vans R) * Vap (R) — Jp GO Qi R | Vins R) 


+e, CO (QR) = Ey(R). 
BER PRAY 的 具体 形式 ,上 式 可 以 写作 如 下 形式 ， 


1 
[zt RA)? + vao | yR) = Ey(R), (3. 5. 24) 


其 中 
z 
yao = e, (R) + ZG; R | Ven; R) — A). (3. 5. 25) 


式 (3. 5. 24) JE MEI HEU GR CI Schrodinger 能 量 本 征 方程 .为 慢 变 量 运动 提供 有 效 势能 vCR) 的 
主要 是 快运 动 的 能 量 本 征 值 6,(R) ,去 7 项 是 修正 项 . 和 过 去 教科 书 中 推导 的 结果 不 同 处 是 A 


的 存在 2. 如 把 y, ^ UR uic" SUA AE BR BE | ms R) 内 使 它 在 任何 时 间 z 都 能 为 实数 ,4 就 为 0. 但 上 
面 已 经 分 析 过 ,在 一 般 情 况 下 这 是 不 可 能 的 . 
容易 验证 V(R) 即 式 (3. 5. 25) 在 式 (3. 5. 16), 式 (3. 5. 17) 所 示 变 换 下 是 不 变 的 . 因此 只 
要 要 求 J(R)->e sy(R) 就 能 使 方程 (3. 5. 24) 不 变 . y(R) 的 这 个 相 变 换 和 |n; R) 的 相 变 换 
( 式 (3. 5. 16)) 的 相 角 正 好 反 号 . 它们 使 体系 总 波 函 数 VP CORO |n; R) 在 变换 中 不 变 . 
如 果 本 征 态 有 简 并 , 则 相应 同一 个 es, 还 有 以 a,5,… 标 出 的 若干 状态 . 其 结果 是 连 络 以 
矩阵 元 形式 出 现 : 
Ay = ilna; R | Vn,b; RD, (3. 5. 26) 
其 相应 的 场 强 则 是 
B, = VX A, +i(A XA),, (3. 5, 27) 


和 非 Abel Lii dE XE A, 


O 最 早 指出 在 Born-Oppenheimer if (+f i Pi A BSE SE e fk RT HE AX Hamilton 量 中 包括 规范 势 描述 的 ， 
f C, A, Mead fil D. G. Truhlar(]. Chem Phys. 1979,70; 2284), 
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Aharonov-Bohm 相 出 现 之 后 25 4F, Berry 相 的 出 现 情况 有 一 些 类 似 . Berry 相 在 物理 学 
各 个 分 支 中 的 体现 已 经 有 很 多 的 报道 。 

自从 Berry 提出 几何 相 以 来 ,在 物理 学 的 许多 领域 都 发 现 了 它 的 存在 ,并 进行 了 大 量 的 
研究 工作 .有 趣 的 是 : 早 在 1956 年 S. Pancharatnam 在 光 的 偏振 研究 方面 ,1963 年 和 1976 年 
G. Herzberg, H. C. Longuet- Higgins 在 分 子 结构 研究 方面 ,1979 年 C. A. Mead 和 D. E. 
Truhlar 在 Born-Oppenheimer 近似 研究 方面 都 有 过 存在 几何 相 的 结论 . A. Shapere 和 
F. Wilczek 主编 的 “Geometric Phases in Physics”67 一 束 包 含 评 述 性 的 章节 以 及 关于 在 物 
理学 各 分 支 中 几何 相 的 研究 文献 . 

当 循环 过 程 并 不 很 慢 时 ,可 以 对 绝热 近似 作 高 阶 修 正二 1， 


3.6 Aharonov-Anandan 相 


1987 年 Aharonov 和 AnandanD21 研 究 了 循环 演化 一 般 条 件 下 量子 力学 态 的 几何 相 . 一 

个 物理 体系 的 状态 随时 间 变 化 ,在 一 段 演 化 时 间 + 后 回 到 原来 的 状态 , 称 为 循环 演化 . 在 量 
子 力学 中 循环 演化 的 始末 态 矢 量 之 间 的 关系 是 

| eC)? = e* | y(0)), (3.6.1) 

HAF e* 可 以 有 可 观测 效应 . 在 Hilbert 空间 3€ rp. 9G 5j YO) $750 时 并 不 是 同一 矢 

量 , 故 态 矢 的 循环 演化 在 光 中 描 出 的 路 径 C 并 不 是 封闭 的 . 光 的 投影 Hilbert 空间 PARKA 

| 四 与 ef |go CF 为 实数 ), 因 此 |yCr)) 与 1y40)) 在 儿 中 是 同一 个 矢量 ,而 循环 演化 在 OPH 


描述 的 路 径 C 是 封闭 的 . 用 9 描述 循环 演化 是 更 方便 的 . UE uo € € fk Hamilton 量 H (3E 
动 之 下 按 Schrödinger 方程 演化 : 


HO) | ye)? = i RÈ | ga. (3, 6.2) 
并 在 时 间 rz 完成 一 个 循环 . | b(t) S 19COD 3E AK HL SX C3. 6. 1) 给 出 .定义 
| Pay = eV? | aC», (3. 6. 3) 
因此 有 
y — LÁ (9) = 一 让 大 人 一 里 (0)) 
pe gi pon : i (3. 6. 4) 
zgUte-RU- aco, 
如 要 求 
f(r) — f(0) = ¢ (3.6.5) 
就 有 
| àCD)? =| 9 C00». (3. 6. 6) 


|j COO BE PPAR. XE T H H ICT BUT dl P. 将 式 (3. 6.3) 代 人 式 (3. 6.2) 就 
能 求 出 f(t) 所 满足 的 方程 : 


ef HOT FS LACER NW. SS 
H | p) = i ňe | g?) dr? | 4? +1 Re ay | A 


ERIL =e (IERI BO 


D 和 绝热 情况 $s =— [BC ye 相 比 ,E(t) 是 绝热 能 最 . 在 一 般 情况 下 将 EO ERA UO | He’), 
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=) SR 5) p s 
py 5 YIH |g lig H (3. 6. 7) 
E BERRE S ties dye 
$= fco 一 fo —— Ll (yl HI pac [pli Z| Grae. (3. 6.8) 
ERE Berry 相 时 需 把 动力 学 相去 掉 . 对 定 态 , LER ERE, 它 是 


z H [Ea ae . 现在 考虑 的 是 一 般 情况 ,动力 学 相 是 


pD —— [q^ | | go'»ar. (3.6.9) 
AC. 6. 8) 右 方 的 第 一 项 正 是 如 (Cr), 因 此 第 二 项 就 是 循环 演化 的 几何 相 p A 
p= Fa Lid | dt (3. 6. 10) 


这 个 几何 相 是 普 适 的 ,意思 是 对 于 投影 到 中 一 个 封闭 路 径 C 的 无 穷 多 的 光 中 的 循环 演化 
路 径 C, 相 应 无 穷 多 的 H CO ,它们 驱动 状态 沿 着 C 演化 ,几何 相 式 (2. 80) 是 唯一 的 . 它 被 称 
为 Aharonov-Anandan 相 . 


3.7 Berry 相 的 实验 显现 


Berry 相 的 出 现 分 两 类 情况 .一 类 是 参数 R 能 在 实验 中 控制 ,这 种 情况 可 以 通过 不 同 相 
的 状态 间 的 干涉 测 出 Berry H; 另 一 类 情况 是 ,R 是 更 大 体系 的 力学 量 , 例 如 在 分 子 结构 的 
Born-Oppenheimer 近似 中 ,就 需要 将 实测 的 本 征 值 与 (3. 5. 24),(3. 5. 25) 式 的 理论 结果 相 
比较 , 反 过 来 对 Berry 相 的 存在 作出 判断 . 以 下 我 们 只 讨论 第 一 种 情况 . 

Berry! 分 析 了 粒子 自 旋 慢 变化 一 个 循环 后 出 现 的 几何 相 . 自 旋 为 S 的 粒子 与 慢 变化 
的 磁场 B 相互 作用 ,Hamilton 量 是 


h(B) = x KB * $, (3. 7.1) 
«是 与 回转 磁 比 值 有 关 的 常数 ,S 是 自 旋 算 符 . 能量 本 征 值 是 
E,(B) = x hBn, (3.7.2) 
n EÉBlfEBJ imndWíidiece. i ÉH-—ss8 S.—SxnszsS.3X(. 5.18 41H Berry fH 
¥.(C) =- [as AES (3.7.3) 
RV, 是 
Zu is B) S| mi B) X (m: BlS|m; B 
vam Im gr 2, Gn — n)! ame 


为 了 计算 上 式 的 和 矩阵 元 ,将 B 的 方向 定 为 z 轴 , 并 用 
($, +i$,) | m9 [s(s-- D —nin E DI* | n1), 
^ (3. 7. 5) 
S, | m= n | n). 
EHA Va All V,, ht, Fe LAB I S. 的 矩阵 元 ,而 $. WAER f KS EJE mAn) 29 0, Ast 
Va —V,, =0. HE Ve A, RA m n 1 才 有 贡献 .因此 有 
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V. (0) — Im zz [n | S. | ae tee aS, amta |B | atati S 130 


+n [ S, [2—1)0—1 1 $, | n*—4n1 S, | n—1n—11$. | n3] = zx 
(3. 7. 6) 
在 一 般 坐 标 轴 取 向 情况 下 ,有 
V,(B) = n gs (3. 7. 7) 
因此 
y, (C) =— [dS - v, = 一 mD(C)， (3. 7. 8) 


在 B(B. ,B, ,B.) 参 数 空间 中 [as E IER B HRB H P AR C 在 空间 原点 处 所 张 的 立 


kf ACC). Berry 相 因 子 是 e^? =e O° | 这 是 自 旋 跟着 磁场 (通过 磁 矩 与 磁场 相互 作用 ) 
惕 变化 一 周期 产生 的 几何 相 , 和 且 它 和 nn 成 正比 .在 实验 上 如 能 制备 粒子 作为 两 个 不 同 n 值 的 
午 加 态 , 则 两 部 分 的 Berry 相 不 同 ,发生 干 涉 就 能 使 Berry 48 52 31. 


3.7.1 光子 Berry 相 的 量子 干涉 现象 


乔 瑞 宇和 吴 访 时 "中 建议 采用 绕 成 蝶 旋 形 的 光纤 (图 3. 17). 光 沿 光纤 传播 ,其 波 和 撩 上 连 

续 变 化 . 当 光 纤 方 向 再 次 回 到 初始 值 时 ,Kk(k, ,&,,k:) 空 间 中 的 代表 和 失 量 在 球面 上 描 出 一 个 
圆 , 如 这 个 圆 在 原点 处 张 成 一 个 圆锥 , 半 顶 角 为 0, 则 它 所 张 的 立体 角 是 

QCC) = 2x(1 — cosh). (3.7.9) 


图 3.17 光 在 螺旋 光纤 中 的 Berry 4H 
(a) 螺旋 光纤 实验 示意 图 ; (b) 打开 圆柱 面 上 的 光纤 路 径 


由 于 光子 没有 质量 ,保证 了 自 旋 沿 大 方向 sk 只 能 为 十 1 或 一 1. 由 于 自 旋 跟随 上 慢 变 化 ,完成 
一 循环 时 Berry 相 是 

y(C) —— 2xs,(1 — cos). (3.7. 10) 
4 HCA. Tomita) 和 乔 瑞 宇 在 此 基础 上 进行 了 实验 "1. 如 图 3. 17 Ca) Pras, He Ne 激光 经 线 
偏振 器 进入 光纤 , 线 偏振 是 s, = 二 十 1 5 s —1 8955 RSM. 通过 光纤 后 大 恢复 最 初 方向 ,两 
种 偏振 间 由 于 Berry 相符 号 相反 有 了 相差 ,致使 合成 的 线 偏 振 方向 有 了 改变 . 均匀 缠绕 的 螺 
旋 线 在 打开 了 的 圆柱 面 上 如 图 3. 17(b) 中 和 斜 线 所 示 . 光纤 长 是 1, 圆柱 长 是 p,9 是 光纤 方向 
与 螺旋 轴 ( 圆 柱 轴 ) 方 向 间 的 夹 角 , 称 为 项 角 (apex angle), 有 
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cos = P. 
因此 


(3. 7. 11) 


y(C) =— 2x5, (1 i (3. 7. 12) 


在 实验 中 也 采取 了 不 同 绕 制 光纤 的 几何 条 件 . 实验 
结果 示 于 图 3. 18. 线 偏振 的 旋转 角 与 立体 角 成 线性 
关系 ,和 理论 值 符号 很 好 . 曲线 上 的 不 同形 状 的 点 
代表 不 辣 绕 制 的 几何 条 件 , 即 均匀 和 不 同 程 度 非 均 
匀 绕 制 ,是 为 了 验证 是 否 在 参数 空间 中 封闭 路 径 连 
续 扭 曲 时 Y(C) 始 终 与 ACC) RIE He. 这 是 对 Berry 
相 的 第 一 个 实验 验证 . 

采用 光子 进行 实验 是 很 巧妙 的 . 由 于 光子 是 
Bose 子 , 因 此 对 于 个 别 光子 的 实验 可 以 通过 大 量 
光子 流 来 实现 . 光子 自 旋 跟随 动量 循环 出 现 几 何 相 
的 现象 可 以 用 经 典 物理 的 观点 解释 . 偏振 方向 的 旋 


l 


Berry ff] 


{hed ficti le O /rad 


0 2 4 6 
VA ffo sr 


图 3.18 偏振 旋转 角 与 立体 角 QCO XE E 


转 相 当 于 在 传播 方向 慢 变 化 时 光波 电 矢 量 的 平行 输 运 产生 的 角度 非 完 整 . 这 只 要 用 
Maxwell 方程 就 能 得 到 5 . 因此 ,这 个 现象 可 以 理解 为 一 个 能 在 过 渡 到 经 典 情况 C0) 05 


能 存在 的 量子 现象 


3.7.2 螺旋 磁场 中 中 子 自 旋 旋 转 的 Berry 相 实 验 


T. Bitter 和 D. Dubbers"*! 进行 了 中 子 自 旋 慢 旋转 产生 Berry 相 的 测量 . 如 何 使 中 子 能 
处 于 一 个 悍 旋 转 的 磁场 中 呢 ? 办 法 是 让 中 子 通过 一 个 在 空间 按 螺旋 变化 的 磁场 ,这 时 中 子 


图 3.19 磁场 矢量 召 沿 封闭 曲线 C 的 输 运 E x 
(a) 原理 图 ; (b) 产生 Bi 的 螺旋 线圈 故 总 相位 Br 是 


所 看 见 的 就 是 随时 间 旋 转 的 磁场 . 中 子 通 过 其 
磁 矩 与 磁场 的 耦合 使 其 自 旋 跟 上 慢 变 化 ,完成 
一 个 循环 后 就 产生 Berry 48. 图 3. 19(a) 给 出 
磁场 矢量 BHM HAC 的 绝热 输 运 . 
图 3. 19(b) 给 出 产生 在 y 平面 旋转 的 磁场 分 
量 B 的 螺旋 线圈 , 另 有 线圈 产生 B.. 令 中 子 
在 上 一 0 Ab FARA [mom OS BE z 分 量 . 令 了 
代表 B, 转 一 周 的 时 间 ( 中 子 通过 B; 在 空间 转 
一 周 的 距离 所 需 的 时 间 ). 在 此 时 间 内 中 子 的 
动力 学 相 是 


$a = e|, Bld = BT. 


REAG. 7. 8) Berry 相位 是 一 27r(1 一 cosg)， 


人 ”参考 文献 [23],[24] 在 定义 相 角 时 把 m 作 因 子 提出 ,在 3.7.2 节 中 均 依 此 定义 . 
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Qr; = KBT — 2x(1—cos@), (3, 7. 13) 
右 方 两 项 分 别 为 动力 学 相 和 Berry #8. 实验 是 用 Grenoble 的 Laue-Langevin 研究 所 反应 堆 
提供 的 中 子 ( 可 以 得 到 极 化 束 ) 进 行 的 . 令 P,(0) 和 Ps,(T) 代 表 中 子 在 1: 二 0 和 工时 间 的 极 化 
分 量 ,a,8 一 z,y,z. 实验 测 出 的 始 未 态 极 化 ,用 
PCT) = G,,P,(0) 

定 出 系数 Gs 并 和 Dubbers MH lie R HR. 

在 B. 二 0( 此 时 9 二 x/2,Y== 一 2x) 时 测 出 的 G, 示 于 图 3. 20(a), 从 数据 得 出 的 Br 和 理 
论 的 比较 示 于 图 3. 20(b). 定 出 的 y 值 为 2r, 在 B0 时 定 出 的 Berry FB y 和 立体 角 只 的 比 
Bon FA 3. 20(c). 


(a) 


ih FAR EG, 


AH ff o, 


(b) 


-0.50 0 0.50 
8 线圈 中 电流 /A 


(c) x 


00 | 2 3 
B./B, 
3.20 横向 自 旋 在 螺旋 场 B; 中 的 旋转 
(a) 中 子 极 化 ; (b) 总 相 角 和 Berry Hi; (c) Berry My 的 理论 (曲线 ) 与 实验 (点 ) 的 比较 
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D. J. Richardson, A. I. Kilvington, K. Green 和 S. K. Lamoreaux!” 所 进行 的 正好 是 一 
个 “互补 ”的 实验 . 用 Laue-Langevin 研究 所 反应 堆 的 极 化 超 冷 中 子 在 旋转 磁场 中 进行 实验 . 
超 冷 中 子 是 速度 所 Sm/s 的 中 子 , 对 它们 可 以 用 “瓶子 ?来 装 . 因为 Be BeO 表面 的 Fermi 
势 很 高 ,几乎 以 任何 角度 入 射 到 表面 的 超 冷 中 子 都 会 被 反射 . 只 要 表面 足够 纯 ,储藏 时 间 就 
是 中 子 衰变 寿命 量 级 . 他 们 验证 了 Berry 相 与 参数 空间 (B) 立 体 角 关系 ,此 外 ,还 验证 了 多 次 
循环 的 Berry 相 的 相 加 性 . 


3.7.3 自 旋 绝 热 旋转 造成 的 核 四 极 共振 频率 分 裂 


R. Tycho" 报道 了 一 项 核 自 旋 的 绝热 旋转 造成 的 核 四 极 共 振 频 率 分 弄 研 究 , 验 证 了 
Berry 相 . 他 选 了 NaClO, ih.” Cl RA KEW s=3/2. 自 旋 以 晶体 对 称 轴 ( 记 为 = ) 取 向 . 这 
Fz Vut HS. Hamilton Ht d 

h = waS? (3. 7. 14) 

AF wo 是 表征 耦合 的 参量 . 用 射频 脉冲 激发 ,*Cl 核 即 处 于 不 同 S. zs RAUS E. 用 在 = 

轴 方 向 绕 制 的 螺 线 管线 圈 探 测 训 变 信号 得 到 核 四 极 共振 谱 . 不 同 | S.| 值 给 出 两 个 能 级 ,共振 

只 有 一 条 谱 线 ( 约 29. 94MHz). 如 图 3. 21 所 示 ,使 晶体 对 称 轴 z“ 与 = 轴 成 0 角 , 并 将 晶体 沿 
z 轴 以 角 频 率 wr 慢 速 旋转 (wr wa),S, 随 时间 的 变化 是 

S. (t) = Scos + S, sinĝfcoswrt + S,sinOsinagt , (3. 7.15) 

H(t) = waS? (2). (3. 7. 16) 


3.21 B NESB 35 ese Sp SCELTUDLOE f BF 23 SC o ET 


用 S$- 本 征 态 表示 的 与 时 间 有 关 的 一 组 基 是 ; 


la = |3] 
| b> = cos £ | 2.) — sin £|- 7.) 
(3. 7. 17) 
| c? = sin |Z) - cos £|- 1.) 
= 3 
lay = |- 2) 


此 处 


tané = 2tanf. 


考虑 到 算 符 S.T ag d uez GE 0 AX, Berry HSE 
p= 2x| dd’ sind! ty | S. | p). (3. 7, 18) 


一 -一 一 -一 一 一 一 一 一 一 
—_—_— r aaan 
A D 


WSK (3. 7.17) 各 态 , 相 应 的 Berry 相 是 
B. = 3x(cosé— 1) 
Ba =— n[(4 — 3cos*0)'* — 15] 
B. = nl (4 — 3cos*0)'? — 1)] 
应 =— 3xCcosü — 1) 
实验 在 cos'0— 1/3 条 件 下 进行 .这 样 可 能 的 相差 就 是 一 2V3 8,0, 24/3 n Cmod2:0. 考虑 两 个 
AREAS | pi > A | quu E £0 时 由 射频 脉冲 产生 . 在 时 间 T — Zn/ws 后 ,两 个 态 间 相 对 Berry 
相差 是 7 — y. 但 这 个 相差 是 随时 间 连 续 积累 的 ,随时 间 的 相差 就 相当 于 频 移 


Aw = M os. (3. 7. 20) 
«X 


这 样 在 原来 一 条 共振 谱 线 的 基础 上 就 分 型 成 三 条 ,Aw 分 别 为 一 V3wr 0 V3 cg. 实验 结果 证 
实 了 这 个 分 析 . 图 3. 22(a) 是 谱 线 随 wr 的 变化 , 谱 线 的 总 体 移动 是 因 样 品 温度 变化 造成 的 . 
3. 22(b) 是 两 条 边线 频 差 随 wr 的 变化 ,直线 的 斜率 正 是 2V3. 


M,y/2n=Ok!i Iz | Y 


— K 


(3. 7. 19) 


HF ZI/KHz 


0 E 
3 


z 
[we OOA E —— — —ÁP— | - 
29.955 29.935 29.9] 5MHz ‘rikHz 
(a) (b) 


3.22 5C1l 核 四 极 共振 劈 裂 
(a) sf] 核 四 极 共 振 谱 随 on 的 变化 ; (b) 两 条 边线 频 凑 辟 型 与 wr 的 关系 
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第 4 
量 了 于 力学 与 经 典 力 学 的 界限 ,缠绕 与 退 相干 


在 量子 力学 教程 中 ,我 们 了 解 到 量子 力学 是 从 原子 和 分 子 开 始 的 微观 世界 的 理论 . 作为 
更 精确 和 更 普遍 的 理论 , 它 也 应 对 宏观 世界 适用 ,而 经 典 力学 只 是 量子 力学 在 涉及 的 作用 量 
AKG BAT YR PR RL. 从 1925 年 量子 力学 初创 时 开始 ,如 何 能 演示 一 下 以 上 的 叙述 一 
直 是 热烈 讨论 和 争议 的 问题 ,更 不 用 说 去 严格 证 明了 . 

从 一 个 简单 的 问题 说 起 . 量子 力学 中 谐振 子 本 征 态 和 经 典 振 子 的 行为 极度 不 同 . 量子 力 
学 谐振 子 是 否 具 有 和 经 典 振 子 相 似 的 状态 呢 ? 在 1926 年 Schródinger 从 本 征 态 构成 了 一 个 
模拟 经 典 振子 往复 运动 的 波 包 . 由 于 这 个 成 功 的 鼓舞 ,他 致力 于 从 氧 原子 本 征 态 构成 一 个 模 
H Kepler 运动 的 波 包 . 因为 谐振 子 能 量 状态 是 等 间距 的 ,因而 波 包 不 扩散 ,而 氢 原 子 的 却 不 
是 ,他 并 没有 取得 成 功 . 考虑 到 氧 原子 能 级 在 量子 数 n 愈 来 您 大 时 也 愈 来 愈 趋 近 等 间距 情 
况 , 在 20 世纪 70 年 代 中 期 构成 了 高 激发 态 的 氢 原 子 圆 轨道 波 包 . 它 确实 模拟 Kepler AH 
道 运动 ,但 作为 一 个 量子 力学 的 客体 ,这 个 波 包 要 变 宽 并 扩散 . 为 了 形成 椭圆 轨道 波 包 ,需要 
找 出 相应 能 表征 轨道 形状 的 经 典 Runge-Lenz 矢量 的 量子 力学 守恒 量 .在 80 年 代 末 期 完成 
了 这 个 任务 ,构成 了 高 激发 的 椭圆 轨道 波 包 . 以 上 的 讨论 是 4. 1,4.2,4.4 节 的 内 容 . 

能 不 经 过 解 Schródinger 方程 就 解 出 量子 力学 能 量 本 征 态 问题 吗 ? 答案 是 肯定 的 ,只 
要 问题 的 动力 学 对 称 能 确切 知道 . 对 氢 原 子 , 这 个 对 称 是 SO). 在 一 些 局 限 条 件 下 可 以 用 
角 动 量 算 符 和 量子 力学 Runge-Lenz 算 符 构成 这 个 群 的 生成 元 . RRA TH RAS HE 
除 一 个 乘 数 因子 外 就 完全 确定 了 . 这 是 4.3 节 的 内 容 . 

在 量子 力学 中 线性 礁 加 原理 起 着 极为 重要 的 作用 . 对 微观 世界 , 它 的 推论 是 非常 正确 
的 .但 对 日 常 的 经 典 现实 ,这 个 原理 能 给 出 荡 雇 的 结论 . 它 允 许 在 日 常生 活 中 永 不 能 共存 的 
状态 人 释 加 ,例如 一 只 活 猫 和 它 自己 的 尸体 全 加 . 它们 不 仅 能 同时 存在 ,还 要 能 相互 干涉 . 这 就 
是 有 名 的 Schrödinger 猫 . 当 倒 加 的 各 项 代表 宏观 状态 时 ,必须 存在 某 种 机 制 能 深 灭 各 项 之 
间 的 干涉 , 亦 即 使 它们 不 再 相干 , 这 时 就 有 状态 的 各 种 结局 以 相应 的 几率 出 现 , 在 经 典 意义 
上 是 完全 可 以 接受 的 . 几 十 年 来 退 相 干 的 机 制 始终 是 集中 研究 和 争论 的 课题 ,物理 学 家 用 模 
型 演示 这 种 机 制 , 逐 渐 取 得 共识 的 是 退 相 干 的 根源 是 环境 的 影响 . 在 4. 5 一 4. 8 节 介 绍 退 相干 
机 制 和 一 个 动力 学 退 相干 模型 ,以 及 如 何 到 达 量 子 力学 的 经 典 极限 . 最 后 在 4.9 节 中 讨论 在 实 
验 室 中 实现 的 Schrödinger 猫 ,即将 两 个 宏观 可 区 别 的 状态 相干 地 蚕 加 起 来 , 即 宏观 缠绕 态 ， 

从 量子 力学 诞生 起 , 它 和 经 典 力学 的 关系 一 直 是 热门 研究 的 课题 . 早期 的 理解 是 ,经 典 


108 SAX 量子 力学 与 经 典 力学 的 界限 ,缠绕 与 退 相干 
力学 适用 于 宏观 客体 ,粒子 运动 遵循 确定 的 轨道 . 量子 力学 适用 于 微观 客体 ,其 规律 是 概率 
性 的 .但 作为 物理 学 的 基本 规律 ,量子 力学 也 应 适用 于 宏观 客体 . 在 这 种 情况 下 它 应 给 出 经 
典 力学 的 规律 作为 它 的 极限 情况 . 超 流 与 超 导 的 发 现 告诉 人 们 某 些 宏观 体系 是 服从 量子 力 
学 规律 的 ,这 将 在 第 6 章 中 讨 讨 . 至 于 量子 力学 如 何在 极限 情况 下 归结 为 经 典 力学 ,多 年 的 
研究 已 有 不 少 成 果 , 近 10 年 来 又 有 新 的 发 展 . 
量子 力学 中 力学 量 的 平均 值 随 时 间 的 变化 给 出 ,在 一 维 势 V(x) 中 的 质量 为 m 的 粒子 ， 


其 波 函数 为 J?, 则 其 坐标 的 期 待 值 (z) = [yr zydz WEFR: 


这 就 是 Ehrenfest CH. 在 形式 上 它 和 经 典 运动 方程 类 似 .但 量子 力学 中 坐标 期 待 值 的 运动 
和 由 一 aV/az 所 决定 的 经 典 粒 子 运动 只 能 在 一 定 条 件 下 才 有 相似 之 处 . 和 经 典 粒 子 相 似 的 
是 量子 力学 中 的 波 包 , 它 的 波 函 数 %Cz) 只 在 工 一 (z) 附 近 的 小 区 域内 才 显 著 地 不 为 0, 工 是 
波 包 中 心 的 坐标 . 即使 如 此 , 工 的 运动 是 否 由 经 典 方程 

d. —2aV( 


Ix 


给 出 ? 即 是 否 有 《35 》 | = Ey 在 一 般 情况 下 ,双方 是 不 相等 的 , 设 V GO EE GR 


Sc T tz MEE RET ESRB CE =A: 


aV _ aV(z) , 1 PVE) 


2 
Ta iz $ 25 (Ax). 


因此 ,只 有 在 
av Go) vo, , 
Ex A az [caz } 

时 波 包 中 心 的 运动 才 近 似 相 当 于 经 典 粒 子 .但 一 般 情况 下 波 包 总 是 要 弥散 的 . 即使 开始 时 上 
式 成 立 , 随 着 时 间 的 流逝 上 式 总 会 失效 , 波 包 中 心 的 运动 会 愈 来 愈 偏离 经 典 运 动 . 

我 们 将 从 Schrodinger 在 1926 年 提出 的 谐振 子 波 包 开始 ,在 这 里 量子 力学 和 经 典 力学 
的 对 应 是 直接 的 . 然后 讨论 氢 原 子 的 量子 力学 波 包 ,这 里 它 和 经 典 Kepler 轨道 的 相似 和 对 
应 已 经 是 不 完全 的 了 . 除 对 应 以 外 ,还 有 作为 量子 力学 特点 的 波动 性 的 明确 显示 . 

量子 力学 与 经 典 力 学 的 一 个 基本 差异 是 线性 全 加 原理 . 在 从 量子 力学 到 经 典 力学 过 小 
时 ,是 什么 机 制 使 得 伙 加 的 各 态 间 的 相位 关系 丧失 ,从 而 这 些 态 不 再 相干 而 只 贡献 独立 的 几 
xk? 这 个 问题 被 称 为 “ 退 相干 ”问题 . 除 一 般 讨论 外 ,我们 还 将 介绍 W. Zurek 提供 的 一 个 答 


案 ,最 后 还 将 讨论 实验 室 中 实现 的 Schrödinger 猫 . 
4.1 Schrödinger 的 谐振 子 波 包 ,相干 态 


在 创立 量子 力学 的 过 程 中 ,W. Heisenberg 的 观点 是 : 类 似 电 子 轨道 的 这 类 概念 应 该 完 
全 否定 ,E. schródinger 却 更 多 地 考虑 量子 力学 和 经 典 力学 间 的 联系 . 量子 力学 中 的 一 维 谐 


D yy 是 zx 与 + 的 函数 ,在 有 必要 时 会 写 出 它 对 宗 量 的 依赖 . 


4.1 Schrödinger Hike T 3 £418 5 109 


振子 是 很 好 的 例子 . 在 低 激 发 态 , 粒 子 的 位 置 几 率 分 布 和 经 典 分 布 差别 极 大 ,而 当量 子 数 ” 
变 得 相当 大 时 ,量子 力学 分 布 逐 渐 接近 经 典 分 布 .这 是 Bohr 对 应 原理 的 体现 . 但 能 量 本 征 
态 是 定 态 ,位置 分 布 是 和 时 间 无 关 的 . 能 和 否 找到 能 模拟 经 典 振子 运动 的 量子 力学 的 含 时 波 柄 
数 ? 即 能 否 找 出 能 满足 

(Wit) | zx | VG) = AcosCot +a) (4, 1. 1) 
关系 的 波 函 数 亚 (z,1) 呢 ?这 个 问题 是 Schrödinger 在 1926 年 解决 的 四, 亚 (x,t) 应 满足 
Schródinger 方程 


i ACT CENE 3 9^ V(r,t) 
at 2m ax’ 


构成 方程 解 的 办 法 是 : 将 更 (z,0) 用 谐振 子 能 量 本 征 态 展 开 , 将 展开 的 各 项 分 别 乘 上 相应 的 
动力 学 相 因 子 e 07^ ,结果 就 得 到 满足 起 始 条 件 We, OFER. 1. 2) 的 解 . 一 维 谐振 
子 的 能 基本 征 函 数 和 本 征 值 是 


d. = C,e Umi / 28327 H, ( LM ) (4. 1. 3) 


+ Feo? x? WG st), (4, 1.2) 


1 
E, = hia(n +), (4, 1. 4) 
此 处 C, 是 归 一 化 常数 ， 
— ag [ mo Ua 
C, = 2"? (n!) x kd J (4.1.5) 
H, 是 Hermite 多 项 式 .将 Ver 00 Rl y. 展开 ,有 
YG,0)— Date teior H, ( ET (4. 1. 6) 
展开 系数 Cn 由 下 式 决 定 : 
ë =|" p, (x) W(x, 0) da. | (4.1. 7) 
在 时 间 ¢ 的 波 包 就 是 
VCr,£)- S eg. Ge 6H ia (4. 1. 8) 
波 包 中 心 坐标 是 


‘z= al rd) hdr . 


oo oo 


有 by S eset] ^ "" Gr) xd (rz) dz. 


记 上 式 最 后 一 行 的 积分 为 zn EAT ASIE 
(x) = >> Sa “arose (4, 1. 9) 


n=0 &=0 


由本 征 函 数 式 (4. 1.3) 可 算出 


"S z a= fan] (4. 1. 10) 


将 式 (4. 1. 10) 代 回 式 (4. 1. 90483 
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一 h x * teal * ~ha 
(x) V Ema 24 Vn i ers HerL é ), (4. 1.11) 


为 了 实现 Wr, ERA Jin sx. 1. 1) , 需 对 波 包 的 初 态 亚 (z,0) 作 一 些 限制 . 令 它 的 
RETE RC cn = len Le S Le, | B m EIER E culo Ici dui $.—o 与 n 无关, 并 令 c 只 
在 ?大 的 情况 下 才 显 著 地 不 为 0( 因 此 E, nfi ) ,此 时 式 (4.1. 11) 即 变 为 


(x)= 19 VE, | e, |?) cos(wt +a) 


= |2 WE) cos(wt +a) (4, 1. 12) 
710) 
在 以 上 推导 中 用 了 
(JE) = >) VE, | c, |*. (4, 1. 13) 


n=O 


式 (4.1.12) 正 是 经 典 谐振 子 的 轨道 . 

回 过 来 再 考虑 式 (4. 1. 8) ,这 是 一 个 周期 函数 . 在 t 为 经 典 周期 十 =2x/w 或 其 整数 倍 
Bf Vr 4) — Vr .00. 波 包 并 不 随时 间 的 进行 而 扩散 . 

上 面 构 造 的 状态 是 一 种 相干 态 (coherent state). 在 量子 力学 中 这 是 一 个 重要 概念 ,在 物 
理学 许多 领域 都 有 应 用 四. 以 下 对 它 作 一 个 简单 介绍 . 
4.1.1 相干 态 的 基本 性 质 

相干 态 是 Hilbert 空间 2€ BI Ac Bi | D ,其 标记 /一般 是 多 分 量 的 . 相干 态 有 不 同 的 定义 ， 
但 它们 之 间 有 两 点 是 共同 的 , 即 连续 性 和 完全 性 (单位 元 分 解 ). 定义 矢量 1y) 的 范 数 (norm) 
Hp le QI. XELD 50, || 1D 为 正 实数 .相干 态 的 连续 性 是 : 标记 /上 连续 变化 趋 近 
Ltt Ag || [299 ID || 一 0. 这 个 条 件 决 定 了 在 一 般 情况 下 | 才 和 |4 ) 并 不 会 因为 SAUTER. 
连续 性 质 决 定 了 分 立 的 正 交 矢 量 集 { |): n= 二 0,1,2,…}) 不 可 能 是 相干 态 , 因 为 n 标记 不 是 
连续 的 . 此 外 , 归 一 为 6 函数 的 连续 正 交 矢 量 {|z): — 00 oo) UR EGIT. 虽然 标记 
x 是 连续 的 ,但 (rz|zx') 二 6(z 一 x) 即 矢 量 不 是 连续 的 : | 1z > 一 |z) 上 并 不 连续 趋向 极限 0. 
因此 ,通常 的 自 伴随 算 符 的 本 征 矢 量 并 不 构成 相干 态 集合 . 

相干 态 的 完全 性 是 : 存在 正 值 的 测度 % ,使 得 单位 算 符 工 可 以 分 解 为 

1— | 1241a， (4. 1, 14) 


积分 是 在 标记 空间 LUE D PRET I9. 这 个 性 质 和 自 伴 随 算 符 本 征 矢量 的 完全 性 不 同 ,后 者 

自动 满足 正 交 归 一 态 |n) 的 完全 条 件 》) Lm (n | 二 了 ,而 相干 态 满足 式 (4. 1. 14) 需 要 具体 验 

证 . 如 果 式 (4. 1. 14) 得 到 满足 , 它 就 诱导 出 Hilbert 空间 光 的 一 个 表示 , 称 为 “连续 表示 ”. 
光 中 的 矢量 |g) 和 算 符 也 可 以 表示 为 

igo [IDU gar, ^ (4.1.15) 

‘gy | Bl = [ce | | BI DG | pater’. (4. 1. 16) 

| ga! | B| DSP BFE AH OMAR B 在 连续 表示 中 的 代表 . OE CUR DR ARE Lo CC gl o? 
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为 有 限 ) ,其 连续 表示 的 代表 (Ljg) 是 平方 可 积 的 , 即 (plp = [el D | gà =f | 419 lac 
为 有 限 , iE SE Xeon PR | TERE 
ate = [rl La" | pra’, (4, 1. 17) 


积分 方程 的 核 

| FY (4. 1. 18) 
称 复制 核 (reproducing kernel). 由 于 连续 性 条 件 , 核 (i1L) 是 联合 连续 的 ,由 于 它 在 =U 
不 为 0, 因 此 在 1 的 开 邻 域 中 的 所 有 ! 值 处 都 不 为 0. 从 和 | 一 |》 有 = 十 本 | 一 
Re 1 看 ,连续 性 条 件 和 复制 核 的 联合 连续 是 互 为 因果 的 . 这 点 和 通常 的 基 不 同 . 对 通常 
的 基 , 也 有 类 似 的 积分 方程 .但 由 于 正 交 归 一 性 , 它 变 为 一 个 平庸 的 等 式 , 不 对 函数 给 出 任何 
限制 ,而 式 (4. 1. 17) 是 对 表示 函数 的 真实 条 件 . 和 通常 的 基 不 同 , 相 干 态 是 线性 相关 的 : 


|i = | |o 2 到/， (4.1.19) 


即 任何 相干 态 都 可 以 表示 为 其 他 相干 态 的 线性 和 或 积分 . 因此 ,相干 态 可 以 称 为 “过 完全 ” 
(overcomplete) 的 态 的 一 族 . 
最 后 ,我 们 注意 到 
上 1 人 一 12 一人 1 十 人 2 一 2Ret | D, 
因此 矢量 的 连续 性 是 复制 核 的 联合 连续 性 的 简单 结果 . 
上 述 的 连续 性 和 单位 元 分 解 两 个 性 质 以 及 其 推论 ,对 各 种 相干 态 都 适用 . 具体 到 某 一 类 
相干 态 ,还 会 有 其 特定 的 性 质 . 


4.1.2 正则 相干 态 
正则 相干 态 是 相 消 灭 算 符 a 和 产生 算 符 af+ HE LI D. 它们 满足 对 易 关 系 


[2a,a' ] =. (4. 1. 20) 
归 一 的 基准 态 ( 或 称 真空 态 )10) 满 足 
a | 0» —9. (4. 1. 21) 
将 由 重复 作用 在 |0》 上 得 到 的 各 态 张 成 状态 空间 , 它 的 正 交 归 一 的 基 矢 量 为 
| aem L— O, (4. 1. 22) 


n! 
从 对 易 关 系 式 (4. 1. 20) 8] A, L0 BRA FE 
N = a'a (4. 1. 23) 
的 本 征 态 ,相应 的 本 征 值 是 n: 
N |n) =n | n}. (4. 1. 24) 
a 和 at 分 别 是 减少 和 增加 数 本 征 值 1 单位 的 算 符 : 
Na | n>) = (n—1) | n}; 
Nat | n) = (n+ 1) | n). 
正则 相 于 态 是 在 基准 态 |10? 上 作 么 正 变换 得 到 的 ， 


(4. 1. 25) 


四 ”请 参阅 量子 力学 教科 书 中 有 关 二 次 量子 化 的 内 容 . 
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| z) =e" *"*] 0), (4. 1. 26) 
景 子 力 学 中 最 有 用 的 公式 之 一 是 Baker-Campbell-Hausdorff AO, 
e^t8 一 ete TA Ble® 一 eh etlA Bled, (4. 1. 27) 
公式 的 另 一 形式 是 
e“Be“ = B+[A,B]+ a; LA^ LA BT] 十 … 十 3 [ACA C CA BIJ] +e 
| (4. 1. 28) 
如 果 [A,B] 与 A 和 B XE. RA 
e^t = e^ eB e FLAL] = eb e^ eT [ABl (4. ls 29) 
FAA F[za',z'a]—-—zz' 是 < 数 , 式 (4.1.26) 可 以 用 式 (4.1. 29) 8 4E 
|z = es e" ee | 0». (4. 1. 30) 


再 用 式 (4. 1. 21) 和 式 (4. 1. 225 7H 
| e) = exp(— 7 |z |? Jew" | 0) = exp(— > |z s et | n). (4. 1.31) 
n0 ni 
在 定义 式 (4. 1. 26) 中 开始 zx" 是 出 现 的 ,但 由 于 式 (4. 1. 2D , 它 最 后 并 没有 进入 式 (4. 1.31). 
因此 ,标记 正则 相干 态 只 用 = 已 足够 . 从 式 (4. 1. 31) 直 接 得 到 


(z_ | z1) = exp( 一 于 | ze Peta —f la It) (4. 1. 32) 


它 是 z Az, 的 连续 函数 ,对 任何 两 个 复数 x, Mz 它 都 不 为 0. 下 面 验证 单位 元 的 分 解 成 
立 . 对 复数 z 的 积分 测度 是 (用 极 坐 标 》 


d'z = d(Rez)d(Imz) =| z | d | z | dé, (4. 1. 33) 
因此 
一 | zz | dz 一 一 ell! gingn | non | dz 
| nem == 
v -|a* 2n 2 
de |z|” | nin} d|z| 
= $3 | ada (=. (4, 1. 34) 


在 上 面 的 推导 中 用 到 了 z""z" = |z| "el" OO | “doe Km 09 — 2x6m， 最 后 的 等 式 是 因为 
1n)( 见 式 (4. 1,22)) 是 正 交 归 一 完备 集 而 成 立 的 . 验证 完毕 . 
经 常会 过 到 计算 对 易 子 [Le ” ,a] 这 类 问题 . 如 果 函 数 f(a') 可 以 通过 a’ 表示 
(例如 展 为 赛 级 数 ), 则 有 
[Fiaa] 2 Ca! ‘a]= 一 324 T (4. 1, 35) 


[fXGa) a! ]— sf [a ,a' =", (4. 1. 36) 
从 以 上 关系 可 得 


t t 
[e™ ,a]— ze" , 


© xk W.H. Louisell ff 3 Quantum Statistical Properties of Radiation 书 中 关于 算 符 代数 的 一 章 中 有 许多 有 用 的 定 
理 和 公式 . 
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因此 有 
em ae" =a+z. (4, 1. 37) 
将 式 (4. 1. 37) 左 右 双方 作用 于 |0》, 得 
e ae" | 0) = (a+ z) | 0) = z | 0). 
用 |z) 的 定义 式 (4, 1.31), A 
e*"ge™" | 0) = e*' ae 


将 上 面 二 式 右 方 相等 ,得 


7/2 | g) = em ella 
a | z) = e e" Az | 0) = z | z). (4. 1. 38) 
正则 相干 态 是 消灭 算 符 a 的 本 征 态 ,本 征 值 是 x, 这 是 正则 相干 态 的 一 个 重要 性 质 . 它 的 标 
志 z 就 是 a 的 本 征 值 . 从 式 (4. 1. 38) 得 
(z|a|z)-z. 
正则 相干 态 的 标记 z 就 是 消灭 算 符 在 相干 态 的 平均 值 . 算 符 a Mat 的 不 确定 关系 是 
(a'a) > lat) (a). (4. 1. 39) 
对 正则 相干 态 , 有 了 
tg | ata | z} = z° z= (2 |a | 2(zlalz; (4. 1. 40) 
即 式 (4. 1. 39) 的 等 式 成 立 . 因此 正则 相干 态 是 最 小 不 确定 态 . 
正规 排序 算 符 是 所 有 的 消灭 算 符 要 位 于 所 有 产生 算 符 的 右面 . 表示 办 法 是 在 算 符 左右 
mE“: ”例如 ，: aa! : —a'a. 对 正规 排序 算 符 取 相干 态 的 矩阵 元 ,有 


(z |: Flata) :| 2’) = F(z* sz tz | 2’). (4. 1. 41) 
最 后 回 到 谐振 子 问题 . 谐振 子 可 以 用 产生 和 消灭 算 符 描述 : 
Tn 22 (qti £), (4. 1, 42a) 


at = [me («— iR (4. 1. 42b) 
此 处 g Al p 是 谐振 子 的 坐标 和 动量 算 符 . Hamilton 算 符 变 为 
1 2 1 $9 —— t a 
He Tmmeq = ho(a'a + >) (4, 1. 43) 
粒子 数 算 符 N—a'a 的 本 征 值 为 mn(z 一 0,1,2…) ,谐振 子 的 量子 数 ”成 为 粒子 数 表示 的 粒子 
数 n. 正则 相干 态 表示 为 谐振 子 本 征 态 ， 


| z) = exp(~> | z mes a | m. (4. 1. 44) 
n-—90 3 


这 个 相干 态 随时 间 如 何 变化 呢 只 要 将 e VOF oo BT, FIN SE A ET Py TE I 


提供 一 个 相 因 子 eU ,不 影响 相干 态 的 结果 . 演化 算 符 e Gm eee 它 作用 于 | 从 给 出 


ait TU T S = 1 "mm 
e * | 2)= exp( zl P) I 


= exp( 3 |z ma ale |n) =| ez}. (4. 1. 45) 


ned n! 


(D (4.1. 38) see (zla' — Gz*. 
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结果 是 一 个 新 的 相干 态 , 其 标记 为 e x. 谐振 子 的 正则 相干 态 随时 间 的 演化 归结 为 其 标记 
随时 间 的 演化 . 它 的 演化 过 程 是 稳定 的 , 即 仍 保持 为 相干 态 , 仍 是 最 小 不 确定 态 . 
Schrödinger 给 出 的 谐振 子 波 包 ( 见 式 (4. 1.6)) 及 其 演化 ( 见 式 (4. 1.8)) 正 是 这 种 相干 态 . 将 


x Ha 表示 ,有 
| m EC. | 
Ts +a) (4. 1. 46) 


(z(D|zlzi»D»- EE am | e'a (af +. a) e meo | x). 
2m 


利用 Baker-Campbell-Hausdorff 公式 ， 
(z(t) | z | z())= Jp [e | a! | 2e" +z] a | gjeva] 


因此 


一 = |, Lz" T ze * 


MT | z | cos(wt — 9). 
这 就 是 Schrödinger 的 谐振 子 波 包 . 

对 受 迫 谐振 子 , 外 力 可 以 线性 依赖 于 振子 的 坐标 g 与 动量 ,或 等 价 地 线性 依赖 于 a 与 
a ,正则 相干 态 的 特点 仍 能 保持 们 . 

有 关上 自 族 相干 态 将 在 第 6 章 中 讨论 . 


4.2 和 氢 原 子 圆 轨 道 波 包 与 径 向 波 包 


Schrödinger 在 1926 年 文章 ”中 提 到 , 氧 原子 中 的 电子 运动 轨道 也 可 以 用 类 似 谐 振子 
的 办 法 处 理 , 即 用 笃 加 能 量 本 征 态 得 到 的 量子 力学 波 包 来 模拟 . 但 在 1929 4E fl SX eH Lorentz 
时 说 他 在 这 个 问题 上 遇 到 极 大 的 计算 上 的 困难 . 以 后 就 没有 再 提 及 此 事 了 . 分 析 一 下 谐振 子 
波 包 的 构成 ,就 不 难 明 白 构 成 氢 原 子 Kepler 轨道 波 包 的 困难 . 式 (4. 1. 8) 是 严格 的 周期 函 
数 , 它 在 经 过 一 个 周期 二 2x/w 或 其 整数 倍 后 总 要 恢复 原状 . 这 是 由 于 动力 学 相 因 子 是 


TUE (Nr uà 1 
c CE, /A — e Gr 172) : 


Xf n KAN AY HE DAR AE C JL UL P. 这 只 是 在 谐振 子 能 级 随 n 的 变化 是 严格 线性 的 , 即 各 能 
级 是 等 距 的 情况 下 才 会 出 现 . 氧 原 于 的 能 级 远 不 是 等 距 的 ,特别 对 低 激发 态 更 是 如 此 . 要 想 模 
所 电子 在 氧 原子 中 轨道 的 量子 力学 波 包 ,只 能 利用 很 高 激发 态 的 能 级 . SU ES GE 


242 
E, COUR (4. 2. 1) 


由 此 得 = T (4. 2. 2) 
此 处 wi Ke HS EK n 上 的 经 典 角 频率 3. 在 n 值 很 大 时 两 个 相 邻 能 级 间距 的 差别 是 


六 ”可 参阅 Merzbacher E. Quantum pce 2nd edition. New York: John Wiley,1970, Chapter 15, $ 9, 


m 
O M Bohr BBA ZS = mron — E GRE ws - 87 
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O(n 7), H n (&AR B5 0 e AE RKB RDA cin 27] 8 UE ED. 
L. S. Brown? 在 1973 年 构成 了 沿 氨 原子 圆 轨道 运动 的 波 包 . BPH UAT Uc oS CR 

Bir D gil Bg n.L—n—1,m-— 3-1 态 的 . 1 二 nn 一 1 态 的 波 函 数 在 径 向 没有 节点 ,lim 二 十 

的 球 谐 函 数 有 (sin9)' 因子 ,使 y 在 9==x/2(zy 平 面 ) 有 极 大 值 .m= 二 士 ! 与 m= 一 由 于 相应 

HARO e+” ,可 以 和 动力 学 相 因 子 配 合 分 别 作 为 正 反 向 运动 的 波 包 . ERM RR T 

l—n—1 的 解 是 

_ Zem 


ty (r) = const “Ee, «= =— 
fin 


& 7 =z W EX RIBAK A 


(4, 2. 3) 


f(x) xe” 
是 Poisson 分 布 . 它 在 x—n 处 有 极 大 值 . 实际 上 在 n 大 时 它 变 为 Gauss 分 布 . © x—n-- 8. 
处 £n, TE n KA 


并 有 
" ”一 六 I 2 
fix) =~ n"e exp| 一 z;nG/m | nl; (4, 2. 4) 


回 到 式 (4. 2. 32 9,3 1—n— 1 作为 指标 , 写 出 常用 的 二 wii 形式 ， 


1 = ee ee A 
Se Cr) = const * exp| 2] (2 - |, Ix 1. (4,2..5) 


它 显示 出 Gauss 形式 ,r YE r,— a 处 有 极 大 值 ,分 布 的 均 方 根 值 为 Ar 一 (22) r. 角度 的 
球 谐 函数 是 
Yi(0,$) = const e^ (sing)’. 
在 1 大 时 可 取 近 似 : 
sing = cos(8 — $n) l— z(- lx) A exp| — z(o- +n) | 

总 的 波 函 数 结果 是 

dui) = const。 er tur e+ exp| — g10— x/2* |. (4. 2. 6) 
这 是 一 个 在 zy 平面 上 半径 为 la 的 环 状 定 态 波 包 . 要 得 到 在 这 个 环 上 以 角 频 率 wa 转动 的 
球形 波 包 , 就 需 取 在 平均 值 7 (很 大 ) 附 近 的 这 类 波 函 数 伙 加 : 


pr,t) = Dy Are "EP, Lu) , (4,2. 7) 
系数 A, TEL 处 有 很 高 的 峰值 . 在 7 附近 求 和 用 指标 * 实现 : 
i=T+s, s«&l. (4, 2. 8) 
- dE, 1 PE] tiu 
E = E «2E s+ LER oss (4.2. 9) 


M E. =— (Zey) m/2 Kn? 可 得 


"ER TIOEEILI UG RF BR M = (a 为 Bohr WAEA / Ze! m). 最 后 在 式 (4, 2, 5) 中 
只 保留 指数 上 和 + 直接 有 关 的 部 分 ,其 他 都 并 人 常数 因子 . 
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JE, —C5 m 
a” Rati D PES U 
此 处 
Ze? 2 
wa = & m. (4. 2. 11) 
是 Bohr 经 典 轨道 角 频 率 , 此 外 还 有 
1 2'E, MT A 3CZe* )^m ee à fima 
2 af — 2hu41* FIFI (4, 2. 1) 
Hest (4. 2. 8) —3X (4. 2. 122 FE SRC. 2.7) ,得 
Wir,t) = EM OOF C$ — mats, (4. 2. 13) 
此 处 
; a at 
Fg — watt) = 2 Ai eh exp (iz ee). (4. 2. 14) 
上 式 右 方 第 二 个 指数 因子 在 t DN (on KDR TF 1, 暂时 把 它 当 作 1, 这 样 
F($—watst) A fih — wa) = Ane”, (4. 2. 15) 


此 处 下 只 通过 $ 一 wat 与 + 相关 . 如 选择 Ai+, 使 得 f(8) 函 数 在 g=, 处 有 峰值 , 则 波 包 在 时 


间 ?就 在 g= py Hoat 处 有 峰值 .这 相当 于 在 圆 轨道 上 的 匀速 转动 , 且 是 完全 周期 性 的 . 但 当时 
间 足 够 长 ,wri 时 ,第 二 个 指数 因子 便 起 作用 ,使 波 包 弥散 . 这 个 因子 来 源 于 瑟 训 | , 它 反映 


了 即使 i 很 大 时 能 级 也 有 对 等 距 的 偏离 . 这 个 相位 随 ! 的 变化 导致 弥散 . 考虑 Gauss 模型 


Ar, = const + e [afto] | (4. 2. 16) 
(4, 2. 140 8 H1 
F(4 — wat,t) = const T ds PEROS ecce exp (i 3 ,"z 
GE。 2 
= const + exp|- 4 — | (4. 2. 17) 
[A$C0O ]* = 3 wa / Li 
因此 
= 2 
| F($ — oat; |? = const + exp[— 36 ir} (4. 2. 18) 
其 中 
Swat 2 
= * 4. 2. 19 
[A&C)T* = Cago]? + Frey ( ) 


x. 2. 14) 给 出 的 分 布 保持 了 Gauss 形式 ,但 它 的 宽度 Ag(z) 是 随时 间 增 加 的 ( 见 式 (4. 2. 19). 

关于 用 原子 高 激发 态 (Rydberg 态 ) 波 包 的 讨论 ,从 20 世纪 80 年 代 后 期 又 兴旺 起 来 . 原 
因 是 由 于 短 脉冲 激光 器 的 发 展 ,使 得 在 实验 上 产生 波 包 成 为 可 能 .J. Parker 和 C. R, Srroud, 
Jrc 的 计算 表明 ,ps 激光 短 脉 冲 具 有 相当 宽 的 频谱 ,能 将 原子 相干 地 激发 到 相当 数量 的 
Rydberg 态 上 , 脉冲 过 后 形成 的 波 包 自 由 振荡 ,并 发 出 辐射 而 衰变 . 这 和 经 典 轨 道上 的 电子 
一 样 . 此 处 波 包 还 扩展 .弥散 和 恢复 ,显示 出 非 经 典 的 波动 性 质 , 波 包 的 形成 可 以 用 半 经 典 模 
型 描述 . 令 基态 和 激发 态 的 相互 作用 绘 景 振幅 为 ar GI a CO ,它们 满足 方程 


à,—— Ji daa, fe 9, (4. 2. 20) 
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1 
2 
此 处 f(2) 是 激光 脉冲 的 包 络 线 ,脉冲 频率 中 心 对 gon 跃迁 的 失 谐 为 A,. 0, 是 跃迁 的 Rabi 
频率 2. 将 方程 式 (4. 2. 20) , 式 (4. 2. 21) 对 一 些 例 子 进行 数值 积分 ,用 6 一 10ps( 半 峰值 处 全 
宽度 ) 脉 冲 , 中 心 频率 激发 n= 二 85 Rydberg AS. firth n (gn .计算 表明 ,此 脉冲 可 显著 地 激发 
在 元 附近 的 5—10 个 能 级 . 因此 在 形成 波 包 时 计算 60<n<110 Rydberg 态 是 安全 的 . 在 自发 
衰变 计算 中 考虑 从 g( 基 态 ) 一 直到 n=59 作为 可 能 的 末 态 . Rydberg 电子 的 波 函 数 

Va(r,t)) = Yarlt)e wiu,(r), (4. 2. 22) 
coy 是 从 基态 到 各 态 的 跃迁 频率 ,u(r) 是 径 向 波 函 数 . 只 用 径 向 波 函 数 登 加 ,形成 的 称 为 径 


向 波 包 . 它 在 rs] rns 之 间 振 荡 . 由 于 角 动 量 选 择 定 则 ,激光 不 能 激发 足够 数量 的 角 动 量 
AS ,因此 在 角度 上 波 包 是 非 定 域 的 .图 4.1(a) 绘 出 波 包 n | o (r,t)1? 在 激光 脉冲 后 的 发 展 . 


à,—— 


ia , C f CO) e , (4. 2. 21) 


rwr, OF (ERA 


0.0 i 1.0 
r( UA Eg 6 qp t yp FRG PT) 
(a) 


rwr, OP( 任 意 单 位 ) 


必 以 经 典 转 同 点 距离 为 单位 ) 
(b) 
4.1 kamen. RAL 
(a) 波 包 向 经 典 转向 点 运动 ; (b) 被 包 返 回 


D 体系 :=0 时 位 于 态 i, 在 1 时 仍 位 于 态 i 的 几率 为 P==cos?05t. 05 即 为 跃迁 i-*j 的 Rabi 频率 - 
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曲线 上 的 数值 代表 时 间 (ps). 波 包 形成 ,同时 向 经 典 转向 点 运动 ,同时 变 窜 .用 Gauss 脉冲 包 
络 线 进行 计算 ,在 转向 点 处 波 包 的 不 确定 性 是 A pAr—0. 53 无 ,接近 最 小 不 确定 波 包 . 由 于 转 
向 点 相当 轨道 的 远 日 点 ,在 它 附 近 电子 速度 最 小 , 故 波 包 变 高 , 变 窗 .图 4. 1(b) 绘 出 波 包 返 
回 情况 . 当 波 包 趋 近 核 所 在 地 时 它 被 Coulomb 势 所 散射 . 波 包 的 往返 周期 正 是 n = 85 态 相 
应 的 Kepler 轨道 周期 ,此 得 是 93. 4ps. 几 个 往返 之 后 波 包 弥 散 . 但 经 过 相当 长 时 间 后 它 重 新 
恢复 . 如 增加 激光 脉冲 频率 使 a 值 增加 ,同时 又 不 改变 An BCA Ck BE BE A SHS, BY EK 
的 脉冲 时 间 ), 则 波 包 能 持续 更 长 时 间 . 
原子 偶 极 自发 辐射 功率 为 


T 4e? os 2x 
P(t)= 3.3 Wr | r(t)« rt) | Wr) 


V). (4. 2. 23) 


WK Ve 加 速度 平方 的 期 待 值 显然 是 在 近日 点 附近 最 大 ,在 远 日 点 附近 最 小 . 图 4. 2 给 出 
自发 辐射 强度 ,时 间 间 隔 为 3ns, 约 为 32 个 周期 .开始 时 辐射 强度 明显 地 显示 出 在 近日 点 附 
近 的 峰值 ,间隔 正好 是 93. 4ps. 在 2. 6ns 附近 再 现 了 这 种 规律 性 ,意味 波 包 重新 恢复 . 在 它 
们 之 间 出 现 复杂 的 图 样 : 峰值 出 现 的 频率 为 基本 频率 的 2,3,4 倍 . 欲求 辐射 功率 随时 间 的 
变化 ,用 式 (4. 2. 21) 的 积分 代 人 式 (4. 2. 22) , 式 (4. 2. 23) ,得 出 结果 如 下 : 

P(t) cc| BC) |? 


其 中 


n 


BLA) co Dye Ps'exp[i 5 i m]. (4, 2, 24) 


— : T 


T 
=~ = 93.4ps 


I 
I 
| 
| 


强度 (任意 单位 ) 
强度 (任意 单位 ) 


| 


0.0 1.0 2.0 30 57 352 57 355 
激光 脉冲 后 时 间 /ns 激光 棘 冲 后 时 间 Ans 
图 4.2 自发 辐射 强度 . 取 自 [4] 4.3 波 包 恢复 . 取 自 [4] 


求 和 只 下 在 元 附近 少数 能 级 (如 上 所 述 6 一 10 个 能 级 ) 已 足够 . 式 右 方 第 一 个 因子 是 周期 性 
的 ,第 二 个 指数 因子 代表 能 级 间距 偏离 常数 的 效应 . 在 上 面 的 式 (4.2. 14) 也 曾 出 现 过 这 个 因 


子 , 它 导致 波 包 弥散 . 波 包 弥 散 后 经 较 长 时 间 =T =T CT, 为 经 典 运动 周期 ) ,第 二 个 


APEH ci” , 波 包 重 新 恢复 ,P(t) 也 恢复 原 值 . 恢复 周期 是 
Ti TT. (4. 2. 25) 
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在 Parker 和 Stroud 计算 的 例子 中 ,nn 一 85, To — 2. 636ns. 在 两 次 恢复 之 间 还 有 ”分 数 恢 
AM" ,将 在 4.4 节 讨论 .在 图 4. 3 中 可 看 出 波 包 的 恢复 . ERA. 2. 24) 中 没有 写 出 的 还 有 E, 
Bf Cn — n ) 变 化 的 高 次 项 . 相应 的 恢复 时 间 分 别 与 a? Toon To … 成 正比 .例如 在 c T = 
57 352ns 能 保证 (n 一 nn)* 以 前 的 各 项 都 是 周期 的 .图 4. 3 显示 这 一 更 高 阶 的 恢复 . 
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在 组 成 椭圆 轨道 波 包 时 ,起 关键 作用 的 是 与 椭圆 轨道 直接 有 关 的 守 伍 量 , 即 Runge- 
Lenz 矢量 . 它 在 量子 力学 中 的 推广 导致 构造 椭圆 轨道 波 包 的 成 功 . 

更 重要 的 是 ,量子 力学 的 Runge-Lenz 矢量 还 导致 对 所 原子 问题 的 更 深 的 理解 , 即 它 具 
有 SO(4) 动 力学 对 称 性 . 在 量子 力学 中 确定 一 个 体系 的 能 谱 , 通 常 要 解 Hamilton 量 的 本 征 
函数 和 本 征 值 问题 ,但 也 可 以 从 对 称 性 出 发 . 如 果 对 体系 的 对 称 性 有 充分 了 解 , 就 能 够 求 得 
与 对 称 性 相应 的 守恒 量 完 备 集 , 则 体系 的 性 质 ,包括 其 能 谱 在 内 ,就 完全 解 出 了 . 这 类 体系 称 
为 是 完全 可 积 的 . 氧 原子 就 是 这 样 一 个 体系 . Pauli' 引 首先 发 现 了 和 氧 原 子 具有 比 SOCGO (三维 
旋转 对 称 ) 更 高 的 对 称 性 SO(4) ,以 后 Feck 呈 也 得 到 同样 结果 . 量子 力学 的 Runge-Lenz A 
量 算 符 就 是 将 SODH AB SO(4) 所 需 的 附加 生成 元 9. 


4.3.1 经 典 Kepler 运动 的 Runge-Lenz X € 


£5 Jt Kepler 运动 是 质量 为 m 65 fi X (E78 LAO 
k 


Vir) =— = (4.3.1) 
中 的 运动 . AATF, k= Ze. 运动 轨道 是 圆锥 曲线 ,用 极 坐 标 (>,2) 表 示 ,其 方程 是 
l= mE (1 + ecos) (4. 3. 2) 
此 处 7 是 角 动 量 荆 王 rXp 的 大 小 ,e 是 轨道 离心 率 , 它 和 ! AURERE 的 关系 是 
mA 0+). (4. 3. 3) 


E ML 都 是 运动 常数 . 对 EDO 的 轨道 ,e>1, 是 双 曲 线 ; 对 E<0 BU eL ERE EDU 
轨道 的 特例 一 0 是 圆 轨道 ,相应 能 量 为 E= 72. 构图 轨道 的 一 个 重要 特性 是 ,其 半 长 轴 


a 只 决定 于 能 量 , 证 明 如 下 . iade M45 979 r 及 .在 这 两 点 径 向 速度 为 0, 方 位 角 方 向 速度 
为 L/ mr VA IE BE REST TH OR IRE 


2 
E--t al. (4. 3. 4) 


式 中 r PUEA r, 或 re. 整理 为 r 满足 的 方程 ,得 


© JH Runge-Lenz 和 失 量 算 符 和 和 角 动量 算 符 还 可 以 构造 更 广泛 的 代数 结构 Yangian, 见 本 书 第 11 X. 

O 关于 经 典 粒 子 的 Kepler 运动 可 参考 H, Goldstein 的 Classical Mechanics (第 二 fiz. Addison-Wesley, 1980). 关于 
Runge-Lenz 失 量 以 及 它 的 量 于 力学 推广 ,可 参考 L. Schiff 的 Quantum Mechanics (第 三 版 , Magraw-Hill, 1968). 

© ” 即 从 焦点 到 轨道 上 最 远 和 最 近 的 距离 . 
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Ptr- n. 
方程 的 两 个 根 之 和 应 是 
ri trn 一 一 5, 
它 给 出 
EE Es k 
ge c —3E' 


证 明了 上 面 的 提 法 .椭圆 偏心 率 e ska. El KARE 
e = (a’® — b)? /a. 


从 式 (4. 3. 3) 与 式 (4. 3.6), n] £8 


(4. 3. 5) 


(4.3. 6) 


(4. 3. 7) 


(4. 3. 8 


运动 常数 ESL 给 出 后 ,轨道 的 形状 及 轨道 平面 都 已 确定 ,平面 与 工 垂 直 . 但 轨道 在 平面 上 的 


方位 并 未 确定 ,实际 上 还 有 一 个 运动 常数 存在 . 从 运动 方程 


b=- $r 
r? 


HRES L KRRB, 
RBXL—— rx (eX me) = mk (= —7). 
由 于 学 一 0, 左 方 可 以 写作 时 CpXL) , 右 方 可 改写 为 mk 全 { 工 ). 因 此 有 
S (pXxL—m Tj-9. 
定义 


前 式 给 出 
dM 
dt 
BJ M 是 守恒 量 , 被 称 为 Runge-Lenz KM. 一 个 显然 成 立 的 关系 是 
M-L=0, 


=O, 


即 M 位 于 轨道 平面 内 . 再 计算 
Mer= lr. pde l0. 
m m 


4 M 5r RAA MA 


Mee = 274 a, 
mm 


或 
- = "t + a cos). 


GAG. 3. 2) 比较 ,这 正 是 轨道 方程 ,2 正 是 方位 角 . 故 M 的 方向 是 沿 长 轴 的 , 且 有 


(4. 3. 9) 


(4. 3. 10) 


(4. 3. 11) 


(4. 3. 12) 


(4. 3. 13) 


(4. 3, 14) 
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M — ke. (4. 3. 15) 
Ask (4. 3.9) 可 直接 算得 
M? = 22 T (4. 3. 16) 
此 处 H 是 Hamilton 量 : 
"——— = 5 ME 
Hoc pho (4. 3. 17) 


4.3.2 量子 力学 中 的 Runge-Lenz &X 35 7) 55 5b 4545 ARF 8E 4 


将 Runge-Lenz 矢量 ( 式 (4. 3. 11)) 推 广 成 为 量子 力学 的 算 符 ,要 遇 到 p SL WHF [8] 
题 . W. Pauli’! 采取 对 称 化 的 排序 , 引 人 了 


zb = er. ot 
M = + (pXL—LXx p) —& =. (4. 3. 18) 
依 此 定义 , 仍 有 
和 (4. 3. 19) 
从 式 (4. 3.18) 可 得 
M = ZHR HR. (4. 3. 20) 


和 经 典 关系 式 (4. 3.16) 比 ,多 了 一 项 大 . 

在 物理 学 中 ,守恒 量 是 与 对 称 性 联系 在 一 起 的 . 在 讨论 与 Runge-Lenz 算 符 有 关 的 守恒 
量 以 前 , 先 要 和 弄 清楚 算 符 的 代数 关系 (对 易 关 系 ). 在 Kepler 问题 中 4L. 守恒 是 和 三 维 空间 转 
动 SO(3) 联 系 的 ,这 属于 时 空 对 称 性 . 在 推导 守恒 量 M 时 用 到 Coulomb 作用 ( 式 (4. 3. 1). 这 
是 Hamilton 量 H 的 性 质 , 这 种 对 称 性 称 为 动力 学 对 称 性 . 现在 有 6 BAGEL. L, Les Mas 
M,,M.. 已 知 的 对 易 关 系 是 


[L,.L,] = i Klas (4. 3. 21) 
以 及 另 两 个 循环 排列 关系 . M SL 分 量 的 对 易 关 系 是 
[M,,L,]— 0, (4. 3. 22) 
[M,.L,]— i M,, (4. 3. 23) 
(M,.L.]——i hiM,, (4. 3. 24) 
以 及 另外 6 个 循环 排列 的 关系 . M 分 量 间 的 对 易 关 系 比 较 复 杂 , 涉 及 五 ,它们 是 
[M::M,] —— Agr, (4. 3. 25) 


以 及 另外 两 个 循环 排列 的 关系 . 因为 H 出 现在 代数 关系 中 ,6 TAA LM 并 不 封闭 . 但 如 
局 限于 H 的 一 个 本 征 值 EE 有 关 的 Hilbert FSA P, H 就 可 以 被 E 代替 . 进行 重新 标 度 , 定 
X. M'i 


i 
Roo d. 
M' = ( zu) M, (4. 3. 26) 
就 有 
[MA —ihL, (4. 3. 27) 


以 及 另 两 个 循环 排列 关系 . 因 式 (4. 3. 22) 3X (4. 3.23), Ñ (4. 3. 24) E M 的 分 量 是 线性 的 ， 


122 第 4 章 量子 力学 与 经 典 力 学 的 界限 ,缠绕 与 退 相干 


它们 对 M 也 是 成 立 的 . 由 此 可 见 , 局 限于 一 个 固定 本 征 值 EE 并 进行 重新 标 度 化 就 得 到 了 封 
闭 的 李 代 数 . 正 因为 标 度 化 包括 了 因子 EE, 因此 ,由 代数 关系 便 决 定 了 能 谱 . 
考虑 四 维 空间 旋转 群 SOC4) ,其 生成 元 是 
Ly = rip;—r;jbi» isj = 1,2,3,4 (4, 3. 28) 
共有 6 个 独立 的 生成 元 ,因为 对 角 元 i=j HO, L;——L;. 4 


L lL La Li), | 
(4. 3. 29) 
M ALi sb Ls), 
即 可 由 
ER 二 2 (4. 3. 30) 
ZM LM 分 量 的 对 易 关 系 . so(4) 代 数 吕 包含 两 个 su(2) 子 代数 ， 
so(4) D su (2) @ su (2). 
定义 
I— X, MD, 
i (4. 3, 31) 
一 FL—M) , 
容易 验证 任意 I Ma S [EXE K 的 分 量 对 易 , 而 I 与 K 分 别 组 成 两 个 sx(2) 代 数 , 即 有 
[I,.I,]— i ñI, (4. 3, 32a) 
[K,.K,]— i ñK., (4. 3. 32b) 
以 及 以 上 两 式 的 循环 排列 关系 . 这 两 个 代数 是 相互 独立 的 : 
CIK] = 0. (4. 3. 33) 
此 外 还 有 
[I,H] ^0, [K,H]-—0. (4, 3, 34) 
XL 3E 3€ 3X (4.33. 322 PH 
Fr =iti+1) #, 1 
LZ = Oo La nee (ERRER). (4. 3. 35) 
K^ = k(x 1) NV, 


so0(4) 是 二 秩 代数 ,有 两 个 Casimir 算 符 : 它们 由 生成 元 构成 ,但 和 所 有 生成 元 对 易 , 可 以 选 
E , 乓 : ,也 可 以 选 它们 的 组 合 
ER CT : 
C= P +K z (L +M”), "Fr 
C =F -—K? =L. M. 
由 于 Kepler 问题 的 特殊 性 ,三 。，M 一 0, 它 相应 的 so(4) 是 个 特殊 的 例子 P — K' , 即 量子 数 
i=. 因此 


C = 2k(x 4-2 fi, e= 0,3 dur (4. 3. 37) 


从 式 (4. 3. 200 , 式 (4. 3. 260 8j 


中 ” 李 和 代数 用 小 写 , 以 区 别 于 相应 的 李 群 . 
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和 式 (4. 3. 37) 相 比 , 解 出 E18 
= mk* 
CU ENG DU 


4 n—2x--1, H « DR 0,3 1, RC. 3.35)) 8 n HR n=1,2,3, =, BRA k= 
Ze ,就 有 


(4, 3. 38) 


(4, 3. 39) 


正 是 氧 原子 的 能 级 . 这 里 没有 解 Schr6dinger 方程 , 仅 依靠 动力 学 对 称 的 代数 性 质 就 得 出 了 
能 谱 . V. A. Fock/9 也 提出 了 氢 原 子 的 SO(4) 对 称 性 . 也 参照 文献 [7]. 

动力 学 对 称 性 在 分 析 原 子 核 集体 运动 中 起 了 重要 作用 ,这 就 是 “相互 作用 Bose F 
模型 ”, 


4.3.3 Kepler 椭圆 轨道 波 包 的 构成 
M. Nauenberg/? JH d£ Runge-Lenz 矢量 构造 了 Kepler 椭圆 轨道 的 量子 力学 波 包 . 经 
典 Kepler 轨道 位 于 zy 平面 ,离心 率 为 e. 相应 的 两 个 M A M.M, AL, 组 成 Coulomb 


势 束缚 态 Hamilton HH SO(3) 对 称 的 生成 元 2， 
LM,,M,] -— 2LHL,, [Li cl = iM, , LE. »M, | — MAE iM,, (4. 3; 40) 


此 处 H=, (4, 3. 41) 
我 们 考虑 的 实际 上 是 二 维 氢 原子 问题 2, 它 的 能 量 本 征 值 是 
m(Ze* )’ = eC 
E, =— "a t= are (4. 3. 42) 
相应 的 本 征 函 数 是 
plosg) oc ep" e "FF(—n,,2 | L|+1,2p/n), (4, 3. 43) 


此 处 (p,$) 是 极 坐 标 , 下 是 合流 超 几 何 函数 ,三 个 量子 数 中 只 有 两 个 是 独立 的 : 
1 一 0, 土 1 士 2,…， 


n, 一 0 1 2 …， (4. 3. 44) 


zs Desk: DB! Bs ace 
n=ntlllt+> =p org? . 
Mst (4. 3.40) M, M, 的 对 易 关 系 可 以 得 到 相应 力学 量 的 不 确定 关系 
AM, AM, > 3 | 4—2HL.) |. (4. 3. 45) 


以 下 要 证 明 ,构成 模拟 经 典 轨道 的 量子 波 包 的 波 函 数 是 H 的 本 征 态 并 使 AMAM, 涨 落 最 
小 , 即 等 式 (4. 3.45) 成 立 , 这 些 状 态 满 足以 下 本 征 方程 : 

(M, 4- dM) = nb» (4. 3. 46) 
此 处 人 是 实 参数 (将 和 离心 率 e 联系 起 来 ) ,7 是 非 厄 密 算 符 M +idM, 的 本 征 值 ,因此 可 以 
是 复数 . BM. 与 M, 不 对 易 , 沙 并 非 它们 的 同时 本 征 函 数 . 少 同时 还 是 五 MATER: 


O 在 文献 [8] 中 用 原子 单位 Ze? = 二 =m 一 1, 本 节 (4. 3;3 节 ) 内 容 依 此 . 
© 20] H. Mavomatis 的 Exercises in Quantum Mechanics (第 二 版 Kluwer,1992) 例 8. 3. 式 (4. 3. 42) 中 m, Ze, KÆ 


恢复 以 便 与 三 维 情况 比较 ， 
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Hy = E,4. (4. 3. 47) 
构成 波 包 的 基石 便 从 式 (4. 3. 460, 3X (4. 3. 47) 的 解 中 选择 ,它们 和 椭圆 轨道 的 离心 率 e 有 
X. xx (4. 3. 46) 给 出 
(M,) + id{M,) = q. (4. 3. 48) 
FAR FF M, — 10M, 左 乘 式 (4. 3. 46) ,得 
(Mi + i[ M, , M, ] + 6! M) w— (Mt + 26HL,. + & M32 
= 7(M, — iM) p, 
此 式 进 一 步 给 出 
(M2) + 28E,KL,) +F (M3) = (4M) — id(M, >) 
= (M,)* +&(M,)*, 
最 后 一 个 等 式 根据 式 (4. 3. 48018 8]. 右 方 二 项 移 往 左 方 ,有 


(AM,)*® -- 8 CAM,)* + 26E,<(L.) = 0. (4, 3. 49) 
id AM. AM, =K, R (4. 3.49) 能 给 出 K 为 极 小 的 条 件 
(AM, =K, (AM, = K, (4. 3. 50) 
代 回 式 (4. 3. 49), 18 
K =—E,<L,). 


因此 ,最 小 不 确定 性 可 以 在 以 下 条 件 下 达到 : 
(AM)! =— "M 


E (4. 3. 51) 


(AM, =— SE). 


E be AW sh C4. 3. 46) , 式 (4. 3. 47) 的 共同 解 能 达到 最 小 不 确定 性 , 即 式 (4. 3. 45) 等 式 成 立 . 
引入 升降 算 符 Ax: 


As=+ a mM: +iM,) — Q0 — ^L, (4. 3. 52) 
参数 6 的 范围 是 Oeo 1. 考虑 As p: 
Ba, dime | ape 9M. +iM,) 一 1-8)", y. (4. 3. 53) 


Ze 3 LA CM, +idM,) ,并 将 此 算 符 和 A 交换 ,利用 对 易 关 系 式 (4. 3.400,48. 
(M, +i8M,)A, y= Ay (M, 十 ibM,)g 十 AL (— 2H) (1 — 8)! 
= pA, ot C- 2E (1 — 6) A, y 
= (3--[— 2E, (1 — 8*5] ) A, y. 
这 个 过 程 可 以 对 A, yp Agp 重复: 
(M, +i8M,) AT y= {+ m[— 2E,Q —3)]1"* ) At p, (4. 3. 54) 
BU AT 94538 M, --i8M,, 的 本 征 态 , 相 应 本 征 值 为 z 十 m[ — 25, Q1 — 82) 1". 类 似 的 推演 证 明 
A" y 43J& M, +idM, 的 本 征 态 , 相 应 本 征 值 为 7 一 m[ 一 2E, (1— 8^) ]'*. Runge-Lenz 矢量 的 
方向 为 椭圆 轨道 长 轴 , 大 小 是 (原子 单位 )e. 因此 如 选 7 为 实数 ,从 式 (4. 3. 48) 就 有 
(Mj =, (My =0. (4. 3. 55) 
从 ?一 0 的 解 开 始 FH A+ FEE AE PR C ETE FH m 次 就 得 到 
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e= (M,) = m[-2bE,0—8)]7, (M) =0 (4. 3. 56) 
的 解 . 显然 ,升降 算 符 的 作用 会 导致 最 高 (最 低 ) 的 。 值 . 58H. M, +idM, 的 共同 本 征 态 
pn EWE 


A. Ji = [i +iM,)—( -e»^L. e =0. (4. 3,57) 
从 式 (4. 3.57) 581 yh 态 的 有 关 期 望 值 满足 以 下 关系 ( 先 设 定 (My 一 0): 
8(M,) = C- 2E) Q — 8! (,). (4. 3, 58) 


从 定义 式 (4. 3. 54) 知 道 uS B OMLO BRR A AEI CINE SR C4. 3. 56) FR m 已 达 最 大 值 ， 
id 1, BN (M,)=2,[—2E, 1-8) ]"*. 从 式 (4. 3.58) (OL) =1,0. Bib 的 性 质 已 经 完全 


确定 : 它 是 H WRES AERE- 它 是 M, HOM, ACHE AS RERA, te 


AMETE (M, - ag» ,(M,)=0,(L.) 一 上, 它 也 是 最 小 不 确定 态 . 这 就 是 构筑 椭圆 轨道 


波 包 的 基石 . 量子 数 i, 是 和 最 大 离心 率 联系 的 ,而 从 Sommerfeld 椭圆 轨道 理论 知道 ,最 大 
离心 率 轨道 的 角 动 晤 量子 数 是 
l =n—l (三 维 氢 原 子 )， | 


a 一方 (=# AF), 


重要 之 点 是 , 当 n BAM e (0M, (0 — 8)”, 5 L, 无关 .这 一 点 对 将 来 到 加 不 同 * 值 
(不 同 L, 值 ) 的 态 得 到 模拟 同一 经 典 轨道 (固定 。 值 ) 的 波 包 是 重要 的 .从 多 的 (L.) 值 可 得 ， 


=La P 大 时 8 一 上 一 (一 2E,)v2(L,), 因 此 有 


e = (1— 5)" = (1--2bE,.KL,)* )'^, (4. 3. 60) 
AVA IRF A HL YA BI C4. 3. 3)( 用 原子 单位 ) 
e= (1+2E)? 


(4. 3. 59) 


相 比 ,正好 符合 . 
到 此 为 止 ,还 没有 具体 解 出 多 .将 多 RI SUSCT AS AE RC uu COO CRG. 3.43)) 展 开 : 
gi(r) = SIC pulr) (4. 3. 61) 
it, 
BR ff 满足 
(M, +i8M, yh = a — a)" yh (4. 3. 62) 
决定 了 式 (4. 3. 61) 的 展开 系数 : 
1 (21,5! 1/2 j 1 十 和 1/2 
Go-kbrrBRL-e) «Of Ta 
M CL BAM C2, ALARA 的 Gauss 分 布 近似 : 
x a^ p (àl) 
Cum [ġa] exp| ap emm T5 (4. 3. 64) 


D MR. 3.44) ,此 处 的 L, 是 式 (4.3.44) B n, nC. 
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凶 (r) 是 “相干 能 量 本 征 态 "能 量 值 为 一 记 en 是 固 


CH CH ! 态 的 登 加 以 给 出 6 参数 , 它 的 空间 分 布 
在 相应 离心 率 的 Kepler 轨道 上 有 显著 峰值 .图 4. 4 
画 出 yh 的 空间 几率 分 布 ,/, 二 40,8 二 0.8 相应 于 e= 
0.6, <L.) — 32. 在 远 日 点 处 的 峰 也 和 经 典 分 布 相 
合 , 在 此 处 轨道 速度 最 小 . 这 还 不 是 在 运动 中 的 波 
包 , 因 为 它 是 定 态 波 函 数 . 
要 得 到 定 域 的 波 包 , 取 相干 能 量 本 征 态 对 n 的 
2 TE : 
V'(r,t) = MagiG)e "v. (4.3.65) 


对 系数 a, ,可 以 取 Gauss 分 布 : 


ETUR 2 
a, = (Zno*) "e Uh) Iw, 


图 4.4 相干 能 量 本 征 态 的 空间 
几率 分 布 , 取 自 [8] 


(4. 3. 66) 


在 图 4.5(a),(b) 中 画 出 二 维 情况 的 波 包 运 动 (数值 计算 结果 ): e 一 0.6,(L-) 一 32,5 一 0. 8,4 = 
40,” —3. 0. 图 (a) 相 应 :二 0, 图 (b) 相 应 t 二 0.5T, (T, X Kepler 周期 ). 从 图 中 看 出 ,从 近日 点 开 
始 , 波 包 变 慢 , 收 缩 ,到 远 日 点 处 变 得 更 陡 . 当 波 包 转 回 近 日 点 时 ,宽度 比 t:==0 时 增加 ,经 过 两 
个 周期 以 后 (图 4. 6) 波 包 已 经 展 宽 得 “首尾 相 接 "了 . 量子 力学 的 干涉 效应 使 得 波 包 振幅 在 轨道 
上 有 了 非 均 匀 性 的 变化 ,出 现 了 波 包 弥散 ,分 数 恢复 相间 以 至 整体 恢复 等 量子 力学 固有 现象 . 


图 4.5 波 包 的 运动 . MALS) 


(a) (701 (b) £70. 5T, 


图 4.6 :—2T, WE CLE E. MALS) 
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4.3.4 量子 力学 中 的 Rutherford RF 


所 谓 Rutherford 原子 ,是 指 当 年 的 Rutherford 原子 模型 中 ,电子 围绕 原子 核 作 Kepler 
运动 ,轨道 是 非 量 子 化 的 .有 可 能 构造 一 个 不 扩散 的 量子 力学 波 包 模 拟 电 子 在 原子 中 的 
Kepler 运动 吗 ? 答案 是 : 在 一 个 配角 的 协助 下 这 是 可 能 的 . 这 个 配角 可 以 是 外 场 ,或 是 作为 
第 三 体 的 另 一 个 电子 . 故事 要 从 在 太阳 -木星 体系 的 稳定 Lagrange 点 处 围绕 太阳 运动 的 
Trojan 小 行星 说 起 . Lagrange 点 是 在 一 个 局 限 的 三 体 问题 (太阳 .一 个 行星 以 及 一 个 质量 为 
m 的 第 三 个 物体 一 一 称 为 试验 质量 ) 中 的 平衡 点 .行星 围绕 太阳 (或 更 准确 地 说 ,围绕 太阳 
和 行星 的 质量 中 心 ) 以 角 频 率 w 转动 .在 和 行星 共同 转动 的 坐标 系 中 有 平衡 点 ,在 此 处 太阳 
与 行星 的 引力 正好 和 离心 力 平 衡 . 试验 质量 位 于 此 点 可 以 在 转动 系 中 静止 ,或 在 太阳 -行星 
惯性 系 中 以 角 频 率 w 转动 . 如 果 Lagrange 点 是 稳定 平衡 点 ,试验 质量 可 以 在 它 附 近 作 小 振 
zl. 在 转动 系 中 ,行星 作用 于 试验 质量 的 引力 是 一 个 常数 矢量 , 它 在 惯性 系 中 是 绕 太 阳 - 行 
星 质心 以 角 频 率 w 转动 的 矢量 . I Bialynicki-Birula, M. Kalinski 和 J. H. Eberly?” f Hi , 3X 
样 的 体系 可 以 用 位 于 角 频 率 o 的 圆 极 化 电磁 场 中 的 氨 原 子 来 实现 .在 Coulomb HAAR 
电磁 场 中 有 电子 的 稳定 圆 轨 道 存 在 ,但 它 不 是 定 态 . 在 原子 单位 (e 一 mm 一 无 王 1) 中 全 ,体系 的 
Hamilton MÆ}! ， 


= 
HS ba (4. 3. 67) 


此 处 是 电场 强度 , 角 频 率 w 的 方向 沿 z 轴 , 场 的 方向 沿 转动 坐标 系 的 x 轴 . 这 个 Hamilton 
量 的 本 征 函 数 ( 相 应 本 征 值 请 (e)) 用 氧 原子 波 隐 数 展开 如 下 式 : 


Cr0,8) = >) cum Ru (7) Yim Og). (4, 3. 68) 
nim 
EA Schrödinger 方程 给 出 展开 系数 所 满足 的 方程 : 
252 dre obra = LE Ce) — E. Po lela (4. 3. 69) 


此 处 用 j 标志 式 (4. 3. 67) 的 能 量 本 征 值 ， E, — —1/2n* 是 气 原 子 的 能 量 本 征 值 ,zw"” FET 
B RE ME TC. 如 在 4.2 节 中 讨论 的 , 波 包 可 以 用 圆 Rydberg 态 |n,n 一 1,n 一 1) 构 造 . 考 虚 用 上 
Als 标志 的 多 重 态 |n,n 一 1 一 k,n 一 1 一 k 一 s) ll Ab bn, sn. 偶 极 矩阵 元 的 形式 是 已 知 
WO, ERI Kn, s <n 时 ,不 同 多 重 态 间 和 矩阵 元 的 值 要 远 小 于 相同 多 重 态 间 的 值 , 相 比 
之 下 可 以 忽略 . 此 外 我 们 集中 注意 在 旋转 坐标 系 中 的 本 征 函 数 ,它们 在 角 动 量 空间 局 限于 展 
FAA. 3. 68) 中 以 某 个 什 no 为 中 心 的 有 限 数量 的 一 些 态 . 在 上 述 条 件 下 可 以 取 所 有 非 零 的 
矩阵 元 为 Lun" " 一 而 ?/2 一 ro/2, 此 处 ro 是 量子 数 为 no 的 Bohr 轨道 半径 .2” 值 的 局 限 可 以 
允许 将 氨 原 子 能 量 本 征 值 在 no。 附近 展开 到 二 阶 , 即 有 


1 3 n 
= à j T — — L——, 4, 3. 70) 
E, — 2n. E to, Òn 2 z ( 


此 处 o. —1/n,? 是 轨道 n 的 Kepler 频率 ,5n 二 n 一 no. 本 征 方 程式 (4. 3. 69) 化 简 后 就 是 在 
Fourier 空间 的 Mathieu 方程 .用 esy 为 基 的 位 形 空间 方程 为 


met _ 


2h —— 


O 在 原子 单位 体系 中 ,长 度 单位 是 Bohr 轨道 半径 a = = 29 X 10^" m, Rhea FA E 
13. 6e V. 其 他 单位 均 可 由 此 导出 . 例如 时 间 单 位 是 光 传 播 T—— BJ 1. 765X 10^ ?* s, 
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|5 : a 十 erocosg |f = [P e) — E, + O9 —k — sw]f. (4.3. 71) 
这 是 质量 为 一 1/3 B fF Schrödinger 方程 . 本 征 值 Ei (e) 对 强 场 和 弱 场 情况 都 有 解析 
RAR" BFR EAs 和 角 动 量 有 关 ,ji 代表 直子 摆 的 激发 状态 . 我 们 不 进行 细节 讨论 ,只 
简单 给 出 结果 . 在 文献 L10] 中 作者 用 数值 计算 证 实 了 Rydberg 形状 不 变 的 波 包 存在 . 图 4.7 
给 出 在 惯性 系 中 波 包 随 时 间 演 化 的 等 值 图 . 每 个 周期 取 三 幅 图 ,分 别 是 第 1,2,3,5,7,10 周 
期 .参数 如 下 : | 
w = 209.049GHz, & ——2243.36V/m, r, = 3394. 71Bohr 半径 
图 中 显示 出 波 包 形 状 保持 的 强烈 印象 . 这 是 Coulomb 能 谱 的 非 线 性 被 压制 的 结果 . 文 
献 L11j 的 一 个 很 重要 的 结果 是 : Trojan 波 包 可 以 从 圆 轨 道 开始 将 电磁 场 绝热 引信 而 得 到 . 
图 4.8 显示 电子 几率 密度 的 角度 局 域 化 . 它 在 上 =0 以 及 在 6 个 .14 个 ,20 个 以 及 24 个 周期 
时 的 4 幅 快 照 , 显 示 了 在 场 指数 增加 时 角度 局 域 化 增强 . 初 态 是 ==20 的 圆 轨道 ， 


图 4.8 电子 几率 密度 的 角度 局 域 化 . RU C117 


原子 中 电子 的 不 扩散 的 波 包 也 可 以 不 用 外 场 的 帮助 而 作为 Trojan 小 行星 的 模拟 而 实 
M, 在 2- 电 子 原子 中 两 个 电子 非 对 称 激发 到 Rydberg Æ: (r0 « Go ,电子 1 和 2 分别 
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代表 内 电子 和 外 电子 .在 经 典 绝 热 模 型 中 ,外 电子 旋转 一 周 

时 ,内 电子 已 经 旋转 了 许多 周 . 时间 尺 度 的 差别 允许 我 们 在 

此 时 应 用 绝热 近似 , 外 电子 可 感受 到 内 电子 对 于 Coulomb 

势 的 展 蔽 效应 ,因而 Zua< 和 1. 外 电子 提供 了 旋转 电场 ,可 使 e 

核心 (原子 核 和 内 电子 ) 极 化 ,使 内 电子 的 椭圆 轨道 进 动 . 两 

个 电子 的 转动 方向 相反 ,内 电子 椭圆 轨道 的 长 轴 绝 热 地 跟 

随 外 电子 ,如 图 4.9 Bron. 2- 电 子 原子 的 含 时 Hartree 方 -600 -300 0 300 600 


RE: Bohr 轨 道 半 笠 
Hy; —i9*, i—1,2, a er 
2t 模拟 ,了 到 自 [14] 
此 处 
EM Wie 2 | j (r,t) : á 
H; CE oe ixj (4. 3. 73) 
pir = p (r,t) + oy Or =| pret) |? +1 gsCr D |’. (4. 3. 74) 


忽略 变换 势 (Fock 项 ) 是 安全 的 ,两 个 电子 相距 很 远 , 因 此 pi Cr) qo Cro XE BE BS A r 都 几乎 

HE. 这 种 情况 允许 我 们 在 H, 的 多 极 展开 中 对 外 电子 保留 偶 极 项 ,对 内 电子 保留 单 极 项 . 

这 样 Hartree 方程 就 成 为 两 个 独立 电子 的 Schrödinger 方程 : 
Vi ] dít) =r, 


"— oo - 4. 3. 75 
H, 2 Tm T |» i ( ) 
WM. DAC MT ee: MEER 
HS 2 | " | T | T: — ROO | , (4, 3. 76) 
此 处 
R(t) = fø: (ri tri dy Cri »t)dr; , 
(4. 3. 77) 
d(t) — fy: (r: yt) Fogo (ro »t) dre. 
FRA d 以 相同 角 频 率 w 以 及 同样 相位 转动 ,有 
R(t) = R(X Sat ysi i); 
6 demi (4. 3. 78) 
d(t) = d(Xcoswt + ysinwt). 


将 式 (4. 3. 75) ASR (4. 3. 76) rf Sj is EA AAR EL MAES Hartree 方程 变 为 : 


S à (4. 3. 79) 
[ppt Bee aL. = erg. 


MA Mit E, ME, 实现 ,此 处 E, — 25 LE, ir. 


我 们 看 到 了 两 个 图 画 的 等 价 性 ,一 个 是 借助 于 外 场 , 另 一 个 是 借助 第 三 个 粒子 . 我 们 在 此 不 
叙述 波 包 的 构成 ,只 给 出 结果 中 .两 个 电子 与 时 间 有 关 的 几率 密度 的 频 办 快照 示 于 图 4. 10. 
外 电子 处 于 Trojan 波 包 态 ,nm =60, 无 量 岗 参数 q— 1/R v^ —0. 956 2; VER FK Ab TAA 
道 ,离心 率 二 0. 25,0; —21. 外 电子 外 接 正 方形 占据 空间 10 800 X 10 800a. u. ,内 电子 轨道 
是 经 过 放大 的 . 给 出 的 时 间 数 字 以 旋转 周期 为 单位 ， 

在 实验 方面 ,H. Meada 和 T. F. Gallagher!) 443] 7 Li 原子 Rydberg 态 在 微波 场 中 的 


130 第 4 章 量子 力学 与 经 典 力学 的 界限 ,缠绕 与 退 相干 


图 4. 10 两 个 电子 的 几率 密度 随时 间 的 演化 . 取 自 [14] 


不 扩散 波 包 . 他 们 还 进一步 将 实验 提高 到 用 微波 操控 波 包 的 水 平 外 .在 此 前 的 讨论 中 我 们 
强调 了 波 包 形 状 的 保持 . 实际 上 波 包 的 轨道 是 经 典 的 ,意思 是 轨道 是 非 量 子 化 的 . 轨道 的 
Bohr 半径 ro 和 旋转 角 频 率 o 二 者 都 是 非 量子 化 的 , 即 它们 能 连续 变化 . 在 实验 "下 中 通过 在 
13 到 19GHz 之 间 增 减 微波 频率 就 能 使 电子 的 结合 能 和 轨道 大 小 连续 变化 . 

ARF MA REA E, — Ry/n' ,此 处 Ry 是 Rydberg 常数 . 能 级 间距 是 AE— —2Ry/m. 
设 波 包 包 含 An 个 状态 . 经 典 的 Kepler 频率 是 


= SE _ 2Ry _ ul 
fy = 5 = E = 6.6% 105 Ha. 


Xf n—70, f« 二 19.2GHz, 在 微波 范围 . 在 x 轴 方 向 线性 极 
化 的 微波 场 中 ,最 局 域 化 的 波 包 是 当 电 子 (和 场 的 频率 同 a- 
步 ) 运 动 在 一 个 沿 x 轴 具 有 高 度 离心 率 的 轨道 上 实现 的 ， 
如 图 4. 11 所 示 . Li 原子 的 价 电子 被 激发 ,再 用 微波 照射 原 
子 .微波 频率 最 初 调谐 在 Kepler 频率 上 ,此 后 连续 调 高 或 调 
低 . 微波 场 先 将 电子 运动 锁 相 ,此 后 在 连续 调 高 或 调 低频 率 
时 增加 或 减 小 Kepler 频率 ,同时 改变 轨道 大 小 和 结合 能 . 当 
频率 增高 (降低 ) 时 ,轨道 增 大 ( 减 小 ) ,结合 能 减 小 (增加 ). 在 一 
实验 中 观察 到 ”的 变化 ,并 观察 到 在 频率 连续 调整 过 程 中 ， ”二 一 
电子 运动 与 微波 场 保 持 锁 相 . 当 微 波 频率 从 19GHz 调 到 
13GHz 时 ,最初 在 n—70 状态 的 原子 转变 为 n— 79 状态 . 
进行 电子 轨道 的 操控 过 程 如 下 . 用 激光 脉冲 将 Li 原 
子 价 电子 激发 到 65 二 n 二 90, 微 波 场 最 初 调整 到 Kepler 
频率 . 微波 频率 连续 变化 以 及 电子 轨道 的 变化 示 于 
图 4. 11. n 的 变化 以 及 锁 相 的 持续 可 以 从 分 析 微波 脉冲 照射 后 的 终 态 得 到 . 对 原子 施加 直 
流 电离 场 , 在 lys 时 间 内 从 OV /cm 增 到 40V/Vcm, 过 程 示 于 图 4. 12(b). 当 电离 场 将 原子 一 
侧 的 势 急 降 得 足够 低 时 ,电子 就 可 以 逸 出 .高 1.L ES A n 态 的 电子 逸 出 的 早 . 场 电离 
的 电子 被 探测 ,时间 分 辨 的 场 电离 信号 就 可 以 用 来 推断 终 态 的 分 布 .图 4. 13 给 出 终 态 分 布 . 
Fl (a)? n— 70 原子 被 19GHz 脉冲 照射 时 ,它们 基本 停留 在 这 个 状态 上 . 在 电离 场 达到 


图 4.11 微波 频率 连续 调节 时 电子 
轨道 的 变化 . 取 自 [16] 
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27V / cm 时 ,这 个 终 态 被 电离 . 当 微 波 场 变 得 太 强 ( 约 4V/cm) 时 , 它 将 原子 完全 电离 . 图 (b) 当 
n—79 原子 被 19GHz 脉冲 照射 时 ,原子 停留 在 这 个 状态 上 ,这 是 因为 微波 频率 和 n= 二 79 BH 
Kepler 频率 相差 太 多 ,不 易 将 原子 状态 重新 分 配 . 原子 在 电离 场 达到 18V/cm 时 被 电离 .图 (c) 
当 ”一 70 的 原子 被 频率 连续 调 低 (从 19GHz 到 13GHz) 的 脉冲 照射 时 (微波 场 为 0.5 一 
1. 4V/cm) ,原子 多 数 从 n— 70 被 转移 到 n— 79 状态 . 以 上 结果 演示 了 连续 变频 的 微波 场 将 电 
子 运 动 锁 相 ,并 将 电子 轨道 的 Kepler 频率 从 19GHz MA) 13GHz, 将 量子 数 从 70 增 到 79. 
锁 相 还 可 以 用 动量 选择 电离 进一步 证 实 , 利 用 亚 皮 秒 (sub-picosecond) 半 周 脉冲 (half cycle 
pulse,HCP) ,图 4. 12. 电子 轨道 是 沿 着 z 轴 方 向 高 度 离心 的 ,这 个 方向 也 是 微波 的 极 化 轴 . 
HCP 给 予 电子 在 十 xz 方向 动量 转移 Ap. 如 果 电 子 沿 十 工 方向 运动 , 它 会 得 到 足够 能 量 从 原 
F ykiR. 如 果 它 沿 一 z+ 方向 运动 ,将 损失 能 量 , 不 发 生 电 离 . 在 微波 连续 变频 过 程 ,不 同时 间 分 
几 次 用 HCP 对 原子 进行 照射 ,以 验证 电子 动量 与 微波 场 同步 .具体 分 析 证 实 了 锁 相 的 保持 . 


DN d ý 
PRION’ astiak 


HCP Ht A n 


场 电离 脉冲 
(a) (b) 


4.12 实验 中 各 种 脉冲 的 时 间 安 排 . BRA 16 J 


(ay ie EH (V/cm) 


微波 场 /(Viem) 
微波 场 /(Viem) 


10 20 30 


uii ESSA N em) (prd Eg /( V /em) tr f£ E /( V /em) 
(a) (b) (c) 


Bd 4.13 照射 微波 脉冲 后 的 终 态 分 布 . 取 自 [16] 


4.4 波 包 恢 复 及 分 数 恢复 
Z. D. Gaeta 和 C. R. Stroud, Jr. "计算 了 氨 原 子 辐 轨道 波 包 的 传播 \ 扩 散 、 分 数 恢 复 和 恢复 


的 过 程 ,给 出 了 一 个 清楚 的 图 像 . 按 L. Brown?! BAG ,把 quus iua CMT n BY Gauss 446 PETIT : 
— 1 > AT a Ll it/ 2n? 
V(r,t) (Engl 7^ de (ng m (4.4. 1) 


Abn fü c, 是 Gauss 分 布 的 平均 值 和 标准 偏差 , 仍 用 原子 单位 . 为 了 得 到 较 窗 和 扩散 较 慢 的 
波 包 , 采 取 了 较 大 的 元 值 (计算 采 用 元 一 320,m —2. 50. 波 包 的 传播 扩散、 恢复 及 分 数 恢复 都 
源 于 动力 学 相 因 子 . 这 在 4. 2 节 式 (4. 2. 14) , 式 (4.2.24) 也 遇 到 过 .将 2m 在 a 附近 展开 : 
E fy sd AnY — Q(AnY. LL 
zi xx v3 a] A ) (4. 4. 2) 


此 处 An 一 ?一 元 如 只 取 括 弧 中 的 线性 质 , 就 有 (只 标 时 间 变 量 ) 
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Walt) = > ws 10-1 € qr , (4. 4. 3) 


w, 是 Gauss 分 布 因子 ,Tu JH An B 9B £5 39863] 9], To 一 2rzm .这 是 完全 周期 的 "经典 ? 波 
函数 . 波 包 在 OLET. 的 传播 情况 示 于 图 4. 14. 由 二 阶 项 造成 的 波 包 扩展 由 式 (4. 4. 19) 给 


H. 用 式 (4. 2. 25) T, To ,个 .是 恢复 时 间 ,可 将 式 (4. 2. 19) 改 写 为 


"T : z^ '* 2 
Cag) = [agco)] +m (Fe) à (4. 4. 4) 


当 上 式 右 方 等 于 x*/3( 随 机 变量 在 图 上 均匀 分 布 时 的 方差 ) 时 波 包 就 扩展 到 整个 圆 轨 道 . 对 


现在 的 情况 ;这 个 弥散 时 间 记 为 Ty» 
T, = T,,/8. 713 = 12. 2To. 


图 4.15 画 出 波 包 扩展 到 整个 圆 轨 道 的 情况 ,从 此 波 包 首尾 相 接 出 现 了 量子 力学 特征 的 于 涉 
现象 . 波 包 恢复 已 在 4.2 节 讨论 过 . L Sh. Averbuch 和 N. F. Perelmanl 呈 给 出 了 部 分 恢复 的 


条 件 ,在 任何 时 间 (E Tus Cki 与 ke 互 为 质数 ) 都 可 以 发 生 分 数 恢复 . 在 分 数 恢复 时 波 包 分 
裂 成 K 个 几乎 相同 的 小 波 包 : 


i 
v(t) = Sawa(t+ Zt), (4. 4. 5) 


£=90 


T 


MN 
A Hi. | 


n t 
(70.751; inp, aet) vidé m puters 


t=To 


图 4.14 波 包 在 初期 演化 阶段 (二 五 ). 取 目 L17. 图 4.15 ” 波 包 扩展 到 整个 圆 轨 道 . CARET] 
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Es 
—— ———— 


a, 是 相 因 子 ,yy 定义 见 式 (4.4.3). 图 4.16 Mih K —2,3,4,5,6,7 的 分 数 恢复 以 及 完全 恢复 
的 情况 , 注 明 了 发 生 的 时 间 . 如 K 值 过 大 分 数 恢复 将 不 明显 . 

在 实验 方面 ]. A. Yeazell 和 C. R. Stroud, Jr. 中 首先 观测 到 在 角度 上 定 域 的 波 包 ,并 观 
测 到 分 数 恢复 . 径 向 波 包 实验 上 发 现 较 早 . G. Alber, H. Ritsch # P. Zoller!” 用 时 间 延 迟 法 
二 光子 实验 (一 个 光子 激发 原子 到 Rydberg 态 , 第 二 个 光子 进行 探测 ) 测 到 径 向 波 包 ,也 发 
现 了 分 数 恢复 现象 . 


QM " 
Seda 
M EM 


1 ers : e. 
E iden... on 


ff1/6)7 t-(2/5)Tw. 


r(377fh 


*ib aa iN." | 
MM. 
DNE 


A)T oy al (UT. 


til 
alti 


4.16 波 包 的 分 数 恢 复 . 取 自 [18] 


由 Rydberg 态 波 函 数 所 构成 的 Keplier 轨道 波 包 显 示 出 许多 经 典 性 质 ,但 它 本 质 上 是 量 
子 力学 的 . 经 典 性 质 在 波 包 弥 散 前 (t 一 Tsw) 以 及 在 波 包 恢复 时 (一 Ti 以 及 此 后 的 高 阶 恢 
复 ) 是 明显 的 . 它 表 现 为 一 个 定 域 波 包 沿 Kepler 轨道 传播 . 弥散 和 分 数 恢复 时 是 量子 行为 的 
体现 . 波 包 恢复 所 占据 的 时 间 之 于 整个 波 包 运动 时 间 就 像 有 理 数 戏 人 在 实数 中 一 样 ， 

在 Schrödinger 提出 相干 态 是 经 典 粒子 运动 的 量子 力学 对 应 时 ,对 量子 力学 的 诠释 问 
题 还 没有 解决 . 当时 物理 学 家 曾 寄 希 望 于 任何 说 子 体系 都 能 找到 与 经 典 轨道 的 对 应 . 当量 子 
力学 诠释 问题 解决 之 后 ,这 方面 的 努力 就 中 止 了 . 以 上 轨道 波 包 的 讨论 有 助 于 阐明 经 典 性 质 
的 体现 及 其 局 限 . 
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最 突出 地 表明 量子 物理 与 经 典 物 理 不 同 的 是 态 登 加 原理 . 由 于 Schrödinger 方程 是 线 
性 的 ,量子 体系 的 波 函 数 在 最 一 般 的 初始 条 件 下 会 演化 为 Hamilton E A GE dis f F E Tn. 
取 最 简单 的 二 能 级 体系 为 例 , 在 任意 时 间 , 波 函数 可 以 写作 
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p= cipi c eds (4. 5. 1) 
| ei [P+] ek 15 = 1, (4. 5. 2) 
对 体系 的 状态 进行 测量 ,结果 是 办 (几率 |c 1*0 BE Js JLE | cz L0. 3R S p FEE BEAR E o KR 
RÆ 
p=| P<bl=l c | | ph lac | pl Herci | p) 


(n | 十 | e |? | e uo |. (4.5.3) 
测量 改变 了 体系 的 状态 ,从 状态 炎 变 成 了 混合 态 , 它 的 密度 矩阵 是 
pn =| e | | pyn (| ce [* | ged Ks l. (4. 5. 4) 


用 和 矩阵 形式 表示 , 则 有 


Le I^ ej 
= , (4. 5. 5) 


Cy €? | C2 [^ 
pa = | La. | (4. 5. 6) 
0 | C2 |? 

在 测量 过 程 中 非 对 角 元 消失 ,这 称 为 波 函 数 的 编 缩 . AA SRAAH E F BR T 5) E 
相对 相位 (出 现 于 o 的 非 对 角 元 ). 在 电子 通过 双 缝 的 衍射 过 程 中 , 双 缝 后 面 的 波 函 数 由 
式 (4. 5.1) 给 出 ,两 项 的 相干 给 出 干涉 条 纹 . 如 果 在 缝 后 面 放 置 计 数 器 企图 确定 电子 从 哪个 
缝 通过 , 则 式 (4. 5.5) 的 非 对 角 元 ,还 有 干涉 图 样 一 并 消失 . 

在 经 典 物 理 中 ,体系 的 演化 不 会 有 相干 琶 加 出 现 . 由 于 某 些 原因 ,例如 初始 条 件 的 不 确 
定 , 对 体系 状态 的 预言 可 以 有 几率 的 论断 .但 那 是 类 似 式 (4. 5. 6) 混 合 态 的 预言 ,而 不 可 能 有 
两 个 态 的 相干 倒 加 ,如 式 (4. 5. 5). 问题 是 ,如 果 认 为 量子 力学 是 普遍 的 , 它 对 于 宏观 体系 也 
应 成 立 , 态 的 释 加 也 不 例外 . 什么 原因 使 得 密度 矩阵 的 非 对 角 元 消失 呢 ? 在 量子 力学 初创 时 
期 这 就 是 Schrödinger 猫 问 题 . 他 描述 了 一 个 “ 麻 鬼 的 盒子 ”", 其 中 有 一 个 放射 源 , 它 在 一 小 
时 后 有 5025JL3E EF. 如 果 它 衰变 ,放出 的 辐射 将 会 启动 一 个 装置 放出 剧 毒物 质 , 关 闭 在 盒 
中 的 猫 就 一 定 中毒 而 死 . 放射 源 的 衰变 服从 量子 力学 规律 ,因此 一 小 时 后 它 的 状态 是 
x + > 十 | y )》) ,此 处 | 个) 代表 未 衰变 的 状态 ,| 4 ;代表 训 变 了 的 状态 . 以 | 一 和 1 一 分 别 
代表 活 猫 和 死 猫 . 一 小 时 后 总 体系 的 状态 就 是 

1 
gg ON TYPE ese v Ex (4. 5. 7) 

Schrödinger 17 t Hb 3E Ti T R CERO B5) B8 Jun A 2 WH + Smee: 猫 就 成 为 活 
猫 和 死 猫 的 个 加 . 3X C4. 5.7) 不 仅 表 明 猫 的 生死 几率 各 为 50%% ,这 在 经 典 物 理 是 可 以 接受 
的 ; 它 同 时 还 显示 了 活 猫 和 死 猫 的 相干 个 加 ,这 是 经 典 物理 中 从 未 出 现 过 的 . 是 什么 机 制 把 
这 个 相干 去 掉 的 呢 ? 从 量子 力学 (可 能 状态 的 相干 全 加 ) 到 经 典 力 学 (允许 不 同 的 可 能 状态 ， 
但 它们 是 互相 排斥 的 ) 的 过 渡 是 从 量子 力学 初创 时 期 开始 的 一 个 热烈 争辩 问题 . 

N. Bohr 给 出 第 一 个 解释 . 他 认为 应 在 量子 领域 和 经 典 领 域 间 明显 划 出 界线 , 进行 测量 
时 用 的 仪器 是 经 典 的 ,因此 应 使 用 经 典 定律 .Bohr 自己 也 知道 不 存在 一 个 很 固定 的 界限 , 因 
为 仪器 本 身 也 可 以 作为 量子 体系 ,而 被 另 一 个 经 典 仪器 所 测量 . 这 个 解释 在 物理 上 不 能 令 人 
满意 ,因为 宏观 物体 的 组 成 部 分 都 是 服从 量子 力学 规律 的 . 在 适当 的 条 件 下 ,它们 的 集合 体 
所 满足 的 经 典 规律 应 该 能 从 其 基础 一 -量子 力学 规律 一 一 自然 得 出 . 此 外 也 不 能 把 宏观 和 
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经 典 , 微 观 和 量子 等 同 起 来 . 因此 问题 归结 为 , 量子 理论 是 普遍 的 , 它 本 身 应 能 解释 量子 系 
统 各 种 可 能 状态 的 合 加 ,如 何 能 在 测量 过 程 中 实现 这 些 可 能 状态 的 其 中 之 一 . 近年 来 各 种 观 
点 趋 于 一 致 : 和 环境 的 相互 作用 导致 退 相 于 (decoherence) , 它 使 纯 态 转变 为 混合 态 . 根据 量 
子 力 学 ,一 个 宏观 体系 状态 一 般 地 也 是 若干 宏观 状态 的 线性 个 加 . 由 于 和 环境 的 相互 作用 ， 
部 分 关于 有 从 加 的 信息 ( 即 在 密度 矩阵 非 对 角 元 中 包含 的 部 分 ) 要 泄漏 给 环境 . 泄漏 的 速率 应 
依赖 于 体系 的 大 小 ,或 两 个 粒子 间 的 距离 .对 于 宏观 体系 ,这 个 速率 应 该 非常 大 ,以 致 退 相干 
可 以 “即刻 ”完成 . 退 相 干 完 成 后 ,密度 矩阵 仅 有 对 角 元 , 即 体系 处 于 混合 态 . 在 如 何 实现 退 相 
干 方面 ,还 有 不 同 的 模型 或 理论 . 下 面 的 讨论 基于 W. Zurek KIR, 和 N. Bohr 不 
同 ,J. von Neumann 在 1932 年 中 提出 ,仪器 的 行为 也 遵守 量子 力学 规律 ,Zurek 采用 了 这 
个 观点 .考虑 体系 S, 它 的 Hilbert 空间 由 正 交 归 一 态 | 个) 和 | 4 所 张 成 . 也 可 以 采取 其 他 
DET 


Ig» = Eri 45-0 421. 


ya (4.5.8) 
I» = 0 k=l 4 Xp 
ay 
1 : 
[5 = 二 [1 #>+i! 421, 
«e (4.5.9) 


Le = tl $i. 


An | ^ 00 | v > 是 ee HEER I | COD AM |@) FE o 的 本 征 矢 ,1 一 ) 和 | 全) 是 om MATER. 
探测 器 的 Hilbert 空间 由 | 一) 和 | 个 ) 张 成 . 替代 的 基 有 


二 ) = 二 [| 一 十 | 一 》 
| nU lo], 


|) T ey ms 


(4, 5. 10) 


1 A》 = 二 [I ~ )-il ^). 
d (4. 5. 11) 


] i 
= < wv) 一 》 


体系 和 探测 器 本 身 的 Hamilton 量 在 测量 过 程 中 不 起 重要 作用 时 ,它们 之 间 由 相互 作用 
HR: 
H™= gL| AXXAlI—I VO«VIJG EIL ^»5«4 i—i 089 71] 
= gH. 
SD 意 为 体系 与 探测 器 相互 作用 ,g 是 耦合 常数 . 直 积 号 @@ 后 面 的 算 符 作用 于 体系 的 状态 ,前 
面 的 算 符 作用 于 探测 器 的 状态 .可 以 算出 


(4. 5. 12) 


O 这 是 一 个 理想 化 的 模型 ,目的 是 探讨 去 相干 机 制 ,并 非 要 算出 具体 的 体系 及 探测 器 的 演化 , 模型 的 结果 可 以 为 
更 现实 的 情况 提供 引导 ,4.6 节 最 后 有 这 个 问题 的 讨论 . 
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(H9) = gH = gL AAIFIVCVIT@L 40€4 HHL YY IJ 
= g!IpG) Is = gil, (4. 5. 13) 

此 处 工 是 单位 算 符 ,计算 中 利用 了 基 的 正 交 和 完全 性 质 . 体系 和 探测 器 的 复合 体 的 演化 算 符 
是 (用 式 (4. 5. 13)) 

exp(—i Æt) = exp(— i AH )= (cos ru = i(sin £)H. (4. 5. 14) 
根据 式 (4. 5. 12) ,有 

H ——i[| -»5€6^ HH ^» I1e Ll *»«4 Ii o8 1] 
令 复 合体 从 t=0 开始 演化 : 


| yG0»-[al] ^5»4c51l $216», (4. 5. 15) 
A 
| Y) =exp(—i &H )| 证 (0)》 = cos &i[a | 4y+o| 23189 -2— 
sin Žt[a | ^»—bl y)]®| ^». (4. 5, 16) 
为 了 看 到 演化 的 结果 ,在 上 式 中 代 人 tx R/A4g, 18 
(= 88) =a] HODHI 9r. (4. 5.17) 


在 体系 和 探测 器 间 的 相互 作用 所 带 来 的 么 正 演化 导致 它们 状态 间 的 关联 ! 但 么 正 演化 并 不 
能 解决 测量 问题 ,因为 如 果 代 人 二 倍 的 时 间 就 有 


a 1 T" TN 
|v(«- 52)» -— Xt! 6-21 01812». (4, 5, 18) 
关联 又 不 见 了 . 如 代入 三 倍 时 间 , 有 
[v(e = 385) =—[a| 人 中》 四 | 上 +) 5| 42 613. (4. 5. 19) 


关联 和 式 (4. 5.17) 正 好 相反 ! 仔细 想 一 下 倒 也 没有 什么 奇怪 ,因为 么 正 演 化 算 符 式 (4. 5. 14) 
本 来 是 时 间 的 周期 函数 . 此 外 还 有 问题 ,探测 器 知道 它 该 测 什么 量 吗 ”从 式 (4. 5. 17) 看 , 它 
像 是 测 的 | 人 或 | v ), 但 可 以 把 式 (4. 5. 17) 改 写 为 


m4 T xdi ST I m 
(= $2)? = Ble 1 ptl 0181 401 0-41 0291 o» 


(4. 5. 20) 


(= £5) = ge» 8I )—1G» GI ^23] (4. 5. 21) 


TCR BE AA HY | COR | G9) AE TAEK, BERW BE E | CO A |) , ee BR E UL] 3 e PR 
数 都 不 确定 . 它 正 是 量子 关联 的 特点 . 为 了 强调 量子 关联 和 经 典 关联 的 区 别 ,J. A. 
Wheelerc55 举 了 一 个 例子 . 将 一 个 硬币 一 劈 为 二 ,一 个 带 有 正面 | 请 ,一 个 带 有 反面 | 达 . 将 它 
们 各 装 人 一 个 信封 , 送 交 距离 任意 远 的 两 个 观测 者 . 这 里 选择 观测 什么 是 肯定 的 : 正面 或 反 
面 ,而 且 两 个 观测 的 结果 是 相互 关联 的 . 这 个 经 典 关联 情况 可 以 用 混合 态 的 密度 矩阵 表示 : 
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1 
一 万 [| hi hi || t6 | 十 | 62€6 | | ha Ch: |]. (4. 5. 22) 


量子 关联 的 选择 (测量 什么 ) 都 是 不 确定 的 . 作为 量子 关联 的 特点 ,在 测量 之 前 不 仅 两 个 自 旋 
状态 是 未 知 的 (这 点 和 经 典 关联 类 似 ), 甚 至 连 状 态 都 是 未 定 的 (究竟 是 S. 的 ,S, 的 还 是 S. 
的 本 征 态 ). 这 正 是 量子 力学 的 特征 . 这 个 状况 是 EPR 22H Bohm 版 本 (本 书 1.7 节 ). von 
Neumann 了 解 这 个 问题 ,因此 他 引入 了 非 么 正 的 态 矢量 ( 波 函 数 ) 的 编 缩 . 纯 态 ( 见 式 (4. 5. 17)) 
的 密度 矩阵 是 

| | | $044 11—€GFI 


+a*b| 45€5 -i—i Ol? || yy 1042€. (4. 5. 23) 
态 矢 编 缩 的 结果 是 非 对 角 元 的 消失 ,从 而 得 到 混合 态 的 约 化 密度 矩阵 Cr， 
gf--p-1laltfxt Lela el? | Wee LARGE. (4. 5. 24) 


这 样 对 角 元 的 系数 |al* Mlb)’ 可 以 给 以 经 典 解释 : 它们 是 出 现 | 人 与 | y > 的 几率 . 放弃 存 
储 在 非 对 角 元 中 的 信息 , 换 来 的 收获 是 测量 的 选择 已 经 确定 : 是 | 4 或 | y 而 非 | 由 ?或 
| 四 ). 如 果 将 对 应 式 (4. 5. 22) 的 密度 矩阵 的 非 对 角 元 去 掉 ,选择 的 便 是 | 由 ) 和 | 多 ). 

von Neumann 的 “ 非 么 正 过 程 " 是 外 加 的 ,并 非 量 子 理论 本 身 的 结果 . 量子 退 相干 的 原 
因应 是 宏观 体系 与 环境 的 相互 作用 . 


4.6 与 环境 的 相互 作用 导致 退 相干 


宏观 量子 系统 永 不 能 与 其 环境 隔绝 .考虑 环境 下 , 它 也 是 量子 体系 ,与 体系 S 及 探测 器 

D 相互 作用 . 它 可 以 是 仪器 的 一 部 分 ,具有 许多 自由 度 . 它 的 作用 是 吸收 密度 和 矩阵 非 对 角 元 

所 包含 的 信息 从 而 导致 波 函数 编 缩 ,在 而 确定 被 测量 的 可 观测 量 ( 称 为 指针 可 观测 量 

(pointer observable)) 及 其 本 征 态 ( 称 指针 基 (pointer basis)). 以 下 先 作 一 般 讨 论 , 然 后 讨论 
具体 模型 . SDE 复合 体 演化 如 下 : 

| t= 0) =| p Ol D) S| EG = 0)), (4, 6. 1) 

这 是 c0 时 的 复合 体 状 态 . 直 积 号 隔 开 的 依次 是 体系 、 探 测 器 和 环境 的 状态 . 由 于 体系 和 探 

测 器 相互 作用 ,它们 的 复合 体 演化 到 ,产生 了 一 定 的 关联 . 在 此 以 前 环境 相互 作用 尚未 

启动 : 
| w= 二 (| 61 D> BEC}. (4. 6. 2) 


根据 上 一 节 的 讨论 ,此 时 指针 观测 量 尚未 确定 . 在 上 式 中 花 括 统 内 的 体系 -探测 器 状态 也 可 
以 用 其 他 的 基 展 开 . 环境 与 探测 器 相互 作用 从 i 开始 投入 ,到 cms 复合 体 状态 演化 为 
| Dt = 45» = Ye | n) @| D. DI EG), (4. 6. 3) 


环境 与 体系 ,探测 器 建立 了 关联 ,也 就 确定 了 指针 基 |n). 这 是 由 ED 相互 作用 所 选 定 的 . 环 
境 与 探测 关联 的 建立 是 以 部 分 体系 -探测 器 关联 的 损失 为 代价 的 . 因此 此 时 体系 -探测 器 复 
合体 已 经 不 能 随意 建立 除 1n) 与 1D,) 以 外 的 其 他 关联 . 这 是 环境 重要 作用 之 一 . 以 下 环境 的 
作用 是 把 体系 -探测 器 状态 从 纯 态 转化 为 混合 态 , 即 使 非 对 角 元 衰减 . 但 在 这 样 做 以 前 先 要 
确定 把 什么 基 放 在 对 角 元 上 . 对 环境 不 作 测 量 , 因 此 在 求 27 0, 时 的 约 化 密度 矩阵 时 要 对 环 
境 求 迹 : 
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tre | PU > 6520) (G9 6$) | 
= Du ca | DG 169] 22m | tre | E,COXCGE, (2) |. (4. 6. 4) 


下 面 将 采用 简单 的 可 解 模型 演示 在 t 足够 大 时 tre | E,COD(E,CO | 2 OE, CO | E. COO DATE 
趋 近 Om BI o RISE MS fH oc dE Re HER dE ET RT LUN AR TE AS [8] 9 AA F BT) EL, HA 
St E A TR Et AT WR Ha at 5] FE f] — 7S As 4E AS AS EE TY) n WA TT ERG AF: 

p^ >) | ce, |? | DO, IQI nn |. (4. 6. 5) 


SD 复合 体 处 于 混合 态 . 它 可 以 是 |n)@|D,) 的 任何 态 ,几乎 为 |c,1, 但 不 同 ”的 态 是 独立 
的 , 态 委 加 消失 了 . 退 相干 就 是 这 样 出 现 的 . 
环境 含有 大 量 (N) 二 能 级 体系 . 其 中 第 上 个 占据 | 一 ), BRM), 态 ,此 处 圆 弧 和 下 标 
用 于 标明 环境 状态 . 环境 原子 间 没 有 相互 作用 , 它 也 没有 自己 的 Hamilton B. 环境 与 探测 
器 相互 作用 的 Hamilton 量 为 
= S HP, (4. 6. 6) 


此 处 | 
— gl» I-l ^X^ I189tl Yee I-1 SC 1 6 IT. 


(4. 6. 7) 
从 式 (4.6.7) 可 以 看 到 , H 的 本 征 态 是 探测 器 的 任何 状态 | 一 ;或 | 一 与 任 一 个 环境 原子 
的 任何 状态 | 一 ); 或 | 个 ) WAR, EEE E g. S 上 一 0 代表 DE 相互 作用 开始 起 作用 的 
时 间 , 而 此 时 S 与 D 已 经 有 了 关联 ， 


| | 6(0)) = [a | ^»69] +b| 4? 691 II @ lal ~ +A 一 和 


(4.6. 8) 
由 于 探测 器 状态 和 环境 原子 状态 的 直 积 是 HUP SZ ES AEE HER F 16€0»3 6351 
时 间 上 变 为 


N 
| 66) —a | ^» 6I -» [[ G Eae "^ | 一) 二 Bee | 一) 
k=1 


5| 4? GI at Q [a, e^ |), + Se" | —),]. (4.6.9) 
将 环境 态 缩写 
| 五 |、 0) = I G9 [a, e i^ |~ 5, -- e^ | 025,1], 
pe (4. 6. 10) 
| Ei €) = TT [ee |-—»,4- hem" |]. 
Ab E BF bk | — 280 | > RAR A APR SER 2 BY SK CER IG FH 2:48 ee). X C4. 6. 9) 变 为 


| dX) —a| 4) @l~) S| E. QD Hb] 5269] ~ 69] Ei O0». 
(4. 6. 11) 


从 Co 18UESI 下 (2) 确 立 了 指针 可 观测 量 算 符 
Â= |= lail AMA I, (4. 6. 12) 
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ÀisÀ 为 实数 .实际 上 | 一 ) 和 | 作 ~) 就 是 进入 日 “的 探测 器 状态 , 即 进入 日 下 的 状态 将 成 为 指 
HE E 虽然 在 :一 0 时 体系 -探测 器 复合 体 也 可 以 用 其 他 基 表 示 ,环境 却 在 各 种 可 能 的 基 中 选 
中 了 | 一 ) 和 | 一 ). 体系 -探测 器 复合 体 的 约 化 密度 矩阵 是 
p= tre | 6CO» (CD | 
—lal*| ^x*^ |I S dy |+ zlab" | ^5€4 IGI «(^ | 
+z Qa' bl X5 IB] Aree HH bB1*] oV 1I ^^], (3.6.13) 
此 处 


N 
z(t) zm (Ei, (t) | Eini (t)? == I[Lcosc2g,t/m — it] Qk |? —| Be |? )sin(2g,t/h) ]. 
k=1 


(4. 6. 14) 
关联 振幅 z(t) 在 退 相干 过 程 中 起 决定 性 作用 , 它 的 性 质 如 下 : 
z(0) = 1, (4. 6. 15) 
læt |* <1, (4, 6. 16) 
(2()) = lim T^ | «codi = 0, (4.6, 17) 
(260 [*5 = 29 TT C1 + CL |? & 17972. (4. 6. 18) 


式 (4. 6.18) 表 明 ,除非 环境 的 初始 状态 与 Hamilton 量 的 一 个 本 征 态 组 合 ( 即 对 所 有 的 ,有 
ax [A ,其 中 之 一 为 0, 而 另 一 个 模 为 1) ,否则 |z(z) |? 的 期 望 值 远 小 于 1. 图 4.17 给 出 关联 振 
W ER t BS ERR H5 (4.6. 140 £6 HB lau] = I | BI z0) = TI cos2gut/h. 图 4. 17(a) 
取 N=5, 图 (b) 取 N= 二 10, 图 (c) 取 N=15. g, 的 值 从 (0,1) 区 间 随 机 选 出 . 从 结果 可 以 看 到 

— 15 时 这 个 数 不 大 ,但 对 退 相干 的 效果 已 很 显著 ,上 且 增加 N 的 效果 是 明显 的 . 在 热力 学 极 
E N 一 o0, 昌 下 变 为 不 可 逆 的 . 它 通过 建立 环境 -探测 器 关联 确立 了 指针 基 并 编 缩 态 矢 . 在 以 
上 的 模型 中 ,体系 、 探 测 器 、 环 境 都 遵守 量子 力学 规律 ,复合 体 及 各 部 分 的 演化 都 是 由 有 关 的 
Hamilton 量 决定 的 . 指针 基 的 出 现 是 动力 学 演化 (关联 建立 ) 的 结果 ,没有 外 加 的 非 么 正 过 
程 . 指针 态 间 的 相干 之 所 以 训 减 ,是 由 于 与 多 自由 度 的 环境 相互 作用 的 结果 . 关联 振幅 也 会 
像 统 计 力 学 中 的 物理 量 一 样 ,会 有 涨 落 与 Poincaré 复 现 . 将 模型 讨论 的 机 制 用 于 一 般 量 子 
体系 以 及 关联 的 衰减 、 涨 落 , 复 现 , 在 文献 [21] 中 有 进一步 的 讨论 . 


图 4.17 关联 振幅 随时 间 的 演化 


在 写 出 相互 作用 Hamilton 量 ( 见 式 (4, 5. 12)) 时 曾 提 及 忽略 自 Hamilton 量 问题 . 它 带 
来 的 方便 是 ; 指针 态 都 是 定 态 ,因此 复合 体 的 演化 就 可 以 直接 写 出 (例如 式 (4. 6. 9)). 这 个 
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假定 对 一 些 体系 会 失效 ,但 宏观 体系 的 开放 性 (与 环境 不 能 隔离 ) 以 及 环境 在 宏观 水 平时 使 
全 加 原理 失效 的 作用 仍 可 作为 指导 原则 . 当 每 一 个 指针 态 都 不 是 定 态 ,就 需要 找 出 它 的 推 
广 : 对 丧失 纯 态 而 变 成 混合 态 最 有 “抵抗 力 ” 的 状态 . W. Zurek,S. Habib 和 J. P. Paz"* gr3z 
TEF Brown 运动 的 谐振 子 XE CT RER PR OR ORE S B UE ,结论 是 这 种 状态 
就 是 相干 态 . 


4.7 一 个 退 相干 的 动力 学 模型 


自从 1980 年 代 以 来 ,开放 体系 的 量子 理论 研究 显著 加 强 了 . 很 多 在 实验 上 可 以 研究 的 
体系 都 属于 这 个 范畴 .许多 这 类 的 体系 属于 宏观 量子 体系 ,对 于 它们 ,环境 问题 是 至 关 重 要 
的 . 对 环境 问题 的 处 理 ( 或 模拟 ) 也 能 直接 采用 退 相 于 . 一 个 易于 处 理 的 环境 模型 是 一 组 大 量 
的 谐振 子 ,也 可 采用 与 此 等 价 的 无 质量 量子 场 . 前 者 是 A. Caldeira 和 A. Leggett! 的 做 法 ， 
是 基于 R. Feynman 和 F. Vernont2 关 于 量子 体系 和 耗 散 体系 相互 作用 的 理论 . 我 们 将 在 本 
书 7.5 节 详 细 讨 论 这 个 模型 . 后 者 是 W. Zurek 和 W. Unruh” 所 用 的 模型 . 在 这 里 我 们 简 
单 介 绍 模型 的 基本 概念 而 不 进入 技术 细节 . 记 质 量 为 1 的 谐振 子 坐 标 为 zx( 体 系 ), 它 和 在 
方向 传播 的 无 质量 标量 场 (q,t) (环境 ) 通 过 Hamilton 量 Him ABLE: 


二 
Him = ex at’ (4. 7. 1) 


liz Ab e LARA Be. 令 C 为 Lagrangian 密度 . 从 体系 的 作用 量 | Ldidg 出 发 ,可 以 导出 谐振 子 
与 场 的 运动 方程. 谐振 子 的 运动 方程 是 

+E itae e. (4.7.2) 
此 处 Qu 是 谐振 子 的 角 频 率 ,go 是 自由 传播 场 的 解 . 方程 式 (4. 7. 2) 可 以 看 作 是 Legevin 方 
Bl. 体系 -环境 相互 作用 的 效应 是 双重 的 . E FAEH — 4 6 /2 RRRA HE A 


随机 的 涨 落 力 一 ew. 在 通常 的 Langevin 方程 中 的 涨 落 力 是 (2o(i2(0)) 一 5(0). 在 高 温 近 
似 下 仅 考 虑 标量 场 的 热 激发 , 略 去 与 温度 无 关 的 力 ,我 们 取 


(加 (0 和 (0)) a “BF aco TET 
粒子 的 密度 矩阵 p(z,z') 在 位 置 表象 中 按 主 方程 (master equation) GE: 
dp . i ow. udo dp ZmykT, O ors 
dE y. H pl yCGr sE i) DE x (r—zrzp (4, 7. 4) 


此 处 H 是 粒子 的 Hamilton ft, y JE35 RE, T. EH p 的 温度 . y MR RA y AXK M m 
yc ut, jo E. (4. 7. 5) 


m 2 
在 式 (4.7.4) 中 第 一 项 是 动力 学 演化 ,是 Schrödinger 方程 的 推论 . 环境 的 耗 散 效应 是 第 二 
项 ,第 三 项 是 导致 Brown 运动 的 涨 落 , 是 导致 退 相干 的 根源 . Zurek 用 一 个 例子 对 退 相干 时 
间 尺 度 作 一 个 估计 .考虑 两 个 Gauss RAHAT BM: 
M(x) = X (x) +X GO, (4. 7. 6) 
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— M—ÓMÓ 


i$ REOS 8 CTS LHE Ar, Ax>é, ME 4.18. 密度 矩阵 


pr ax) = X(x) X G^) (4. 7.7) 
在 (+,z') 平 面 上 有 4 个 峰 ( 图 4.19) ,两 个 来 自 对 角 元 ( 蜂 的 位 置 = 2"), BET AE TE 
(r-—zr'). 主 方程 式 (4.7.4) 最 后 一 项 和 (zx 一 x 0^ 成 正比 . 它 对 对 角 元 影响 不 大 ,但 对 非 对 
角 元 成 为 导致 衰减 的 因子 .衰减 率 可 以 直接 从 方程 读 上 出 : 


rp ^ 27 TAD, 
退 相干 时 间 rp 是 
is matey E EE (4, 7. 8) 
注意 到 4+ = Ape de Broglie 波长 ra= a mt al ,ro 可 以 写作 
ro = a (4). (4. 7.9) 


波 函 数 X(x) 


位 置 x 
图 4.18 两 个 Gauss 波 包 的 相干 又 加 . 取 自 [23] 


图 4.19 波 包 X 的 密度 和 矩阵. 取 自 [23] 
(a) 1 二 0 Rf; (b) 部 分 退 相干 
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对 宏观 物体 co nx. 例如 T=300K, m= lg, Ax-— l0cm,ro/ca 三 10 .宏观 上 可 区 别 的 位 置 
间 的 退 相干 是 近 于 瞬间 发 生 的 . 在 图 4. 19(b) 中 非 对 角 峰 也 接近 消失 ,两 个 对 角 元 的 峰 就 可 
VA 24 fF Ze hy Dr E A B PRÉC T. 另 一 个 极端 情况 , 引力 波 探测 器 (低温 Weber $) m = 
100kg, T—10 *K,Ar=10 “cm, EM to/tr 可 以 大 到 10 7. 退 相干 被 低温 和 所 需 的 高 精度 
位 置 测量 大 大 延缓 了 . 如 此 庞大 的 棱 必 须 作 为 量子 谐振 子 处 理 了 . 


4.8 量子 动力 学 的 经 典 极限 


量子 力学 是 在 Hilbert 空间 表述 的 ,而 经 典 力 学 是 在 相 空 间 表 述 的 . 量子 动力 学 和 它 的 
经 典 极限 间 的 关系 可 以 通过 波 函 数 的 Wigner 变换 中 表示 : 
Werp) = zi) eye (r3 )s(z— 2 o. (4.8. 1) 
Wigner 分 布 W(xz,p) 是 实 函 数 , 但 可 能 是 负 值 ,因此 一 般 情 况 下 不 能 作为 分 布 函 数 诠释 . 但 
如 将 Wr pe p Hr 8 


[wee dp - F aow (十 过 jz 2 )dy = GG), — (4.8.2) 
TEE x B4 AX. OK y 的 Fourier 变换 : 


$(p) = es ^ eiw/ny(e) de, (4, 8. 3) 
H.E. 
Xt p 的 分 布 函 数 是 
4 Ppp) = zL- |^ error DYE dedy. (4. 8. 4) 
令 
车 六， 一 人 (4. 8. 5) 
A 
IT" uu 
9 (pe(p= zl. | my (z-- 3 )o(z— 7 )dxd» 
=| Wi, pdz, (4.8.6) 
BI Wir. pt x EAR p AIST A PRÉC. 
对 最 小 不 确定 波 包 
CN ES (xr — x)? " Port 
"nes ~ exp| = |; (4.8.7) 
Wigner 分 布 函 数 是 


"m. x tz Cp — pF 
W(r.p)-— E sexp| a ee ] (4.8.8) 


XE rj p 都 是 Gauss 分 布 ,满足 最 小 不 确定 关系 ,说 明 y( 见 式 (4. 8.7)) 是 量子 力学 波 项 
数 (Hilbert 空间 矢量 ) 能 给 出 的 经 典 运动 的 粒子 ( 相 空间 中 一 点 ) 的 最 通 近 的 模拟 . 
Wigner 分 布 可 以 推广 到 密度 和 矩阵 


O 参阅 本 书 第 1 章 1. 10 节 . 
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— l ia ipy/ h 二 Y: 
WG p) = zl- [^ em p(z— 2-4 2-)ay. (4. 8. 9) 


HFEA. 7. 6) 给 出 的 两 个 Gauss REMH ERI 9X +X , 它 的 Wigner 分 布 是 
EN Us: aC ANNE S GNE WM 
W zx 2 十 二 exp| 5i = |eos( gh) (4. 8. 10) 


Jt 5k W AW -是 X 和 X 的 Wigner 分 布 . 图 4. 20(a) 男 出 式 (4. 8. 10) 给 出 的 Wigner 分 布 . 
EAEAN r Ap 变量 都 是 Gauss 型 的 分 布 外 ,还 有 由 于 第 二 项 带 来 的 振荡 式 分 布 . 由 于 W 
的 振荡 行为 , 它 不 能 被 诠释 为 相 空 间 的 分 布 .W bmn 7.4) 给 出 : 


dW p aw , av aW ac 4 aw 
ad m er oz as) 8r 4 DS. (4. 8. 11) 


此 处 V 是 势能 ， 
D = 2mykT = nkT. (4. 8. 12) 
式 (4. 8. 11) 括 弧 中 的 第 一 项 就 是 经 典 Poisson 括号 : 


[H,W psn 一 -一 一 一 一 二 一 二 一 ， (4. 8. 13) 
这 是 因为 有 


对 谐振 子 , 经 典 动力 学 在 相 空 间 中 的 Liouville 形式 从 量子 动力 学 得 出 . 对 一 般 体 系 ， 
式 (4. 8. 11) 右 方 还 应 有 量 级 为 O( 为 ) 的 量子 修正 . 第 二 项 是 阻尼 项 . 第 二 项 是 W 在 动量 空间 中 
的 扩散 ,扩散 系数 为 D( 见 式 (4. 8. 12)). 实际 上 扩散 项 的 效应 是 简单 的 . 由 于 式 (4. 8. 10) 中 振 


WD cos( 俱 p) 是 过 ;的 本 征 函数 ,扩散 项 倾向 于 减少 振 落 项 ,其 衰减 这 为 51 一 2mykT( 管 ) . 


4. 20(a) 中 的 负 值 谷 将 在 ro 时 间 量 级 被 基本 填 平 (图 4. 20(b)). 这 时 就 可 以 给 W 以 几率 
分 布 的 诠释 . 分 布 形成 两 个 在 zz 都 是 Gauss 型 分 布 的 波 包 ,相当 在 相 空 间 中 两 个 点 .它们 
的 出 现 是 等 几率 的 ,在 这 个 例子 中 退 相干 和 阻尼 是 联系 在 一 起 的 . 


M 
yi 


1" 


hs ti ^ 


r Im ' 
} a 
TI 


li 


图 4.20 阻尼 导致 退 相干 . 取 自 [23] 
(a) 相 于 波 包 全 加 的 Wigner rti; (b). 分 布 在 动量 空间 扩散 导致 去 相 于 
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在 前 面 几 节 中 ,从 量子 力学 规律 的 普遍 性 出 发 ,讨论 了 宏观 体系 在 环境 的 影响 下 退 相干 
而 显 出 经 典 性 质 . 与 此 平行 的 还 有 另外 一 个 问题 ,宏观 体系 是 否 有 可 能 保持 量子 力学 性 质 
呢 ? 超 流 与 超 导 的 发 现 给 人 们 以 启示 , 某 些 宏观 的 粒子 体系 也 有 量子 力学 性 质 . 环境 的 作用 
仍 是 重要 的 ,但 在 一 定 条 件 下 相位 的 相干 性 仍 能 保持 . 这 将 在 第 6 章 中 讨论 . 问题 的 两 个 方 
面 实际 上 支持 一 个 统一 观点 : 量子 力学 的 规律 是 普遍 的 , 既 应 用 于 微观 体系 ,也 应 用 于 宏观 
体系 . 在 某 些 条 件 下 ,宏观 体系 显示 量子 行为 ,例如 具有 Josephson 结 的 超 导 环 ,或 是 重 以 吨 
计 的 引力 波 探 测 器 ,而 在 其 他 条 件 下 作为 量子 力学 定律 的 后 果 , 显 示 经 典 行为 . 

退 相干 与 波 包 编 缩 究竟 是 量子 力学 的 推论 ,还 是 需要 从 量子 力学 之 外 给 予 假设 ,物理 学 
家 的 意见 是 分 歧 的 .在 20 世纪 60 一 70 年 代 , 第 一 种 观点 属于 少数 ,从 70 年 代 起 持 这 种 观点 
的 人 数 持续 增加 . 在 这 个 方向 上 也 有 各 种 不 同 的 具体 的 实现 方式 3* 涩 , 这 里 只 介绍 了 
Zurek 的 观点 ,他 的 文章 "发 表 后 引起 热烈 的 讨论 和 争论 1. 
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一 个 量子 力学 体系 (可 以 是 微观 的 ,也 可 以 是 宏观 的 ) 处 于 两 个 状态 的 相干 亚 加 状态 之 
中 ,而 这 两 个 状态 必须 是 在 宏观 上 可 以 区 别 的 ,该 体系 就 是 一 只 Schrödinger 猫 . “宏观 上 可 
区 别 ? 的 意义 需 针 对 具体 情况 讨论 . 


4.9.1 单 原子 级 的 Schrödinger 4% 


1996 年 有 两 项 关于 在 实验 室 中 制备 了 Schrödinger 猫 的 报道 , NIST 研究 组 (D. 
Wineland 和 C. Monroe 等 )55 221 实现 的 是 单 原 子 级 的 Schrödinger 猫 . 在 这 里 宏观 上 可 区 
别 的 意思 是 一 个 原子 处 于 在 空间 上 明确 分 离 的 两 个 谐振 子 相 干 态 的 到 加 态 上 . Bet 离子 
Ga 一 2, 有 一 个 电子 ) 经 激光 冷却 被 捕 陷 于 离子 阱 中 . 离子 阱 相当 于 一 个 三 维 谐振 子 势 


C 1Wy sw.) = (11. 2,18, 2,29. 8$) MHz, 离子 的 有 关 电 子 能 级 是 :Si (F=2, m 二 一 2) 和 


"Sys CF—1,mrp— —1) ,分 别 用 | RIA 表示 ,i 指 内 部 运动 , 括 弧 中 是 与 超 精细 结构 有 
关 的 量子 数 . Be 核 自 旋 为 3/2, 核 自 旋 与 电子 自 旋 耦合 生成 总 自 旋 F=st+1,F=2 Q1,m- 
EF 的 投影 . 量子 化 轴 由 外 加 磁场 B 提供 ,离子 的 内 部 运动 (电子 能 级 ) 和 质心 运动 (在 谐振 
子 场 中 ) 通 过 激光 束 调 控 . 图 4.2100 45 1H | ^0, 和 | y); 间 的 超 精细 辟 裂 是 wn = 
1. 250GHz. 它们 又 各 有 标 为 0,1,2,… 的 态 .这 是 质心 运动 的 谐振 子 量子 数 , | 4 ) 和 | y ); 通 
过 激光 束 a 与 5 实现 二 光子 耦 人 台 .a 和 2 的 频 差 为 ow ,分 别 能 将 | y) AS) 激发 到 
* Pi. (2, — 20 EH EU HE RE ZR. EAE AS —12GHz. 这 样 |14); 和 | y ); 之 间 通 过 二 光子 过 程 
(以 虚 能 级 为 中 间 态 ) 往 返 跃 迁 ( 称 为 Rabi 振荡 ). PBA RANI F Raman HA. 离子 的 
内 部 (电子 ) 态 就 是 | 0 和 | 40. 的 相干 要 加 ,实验 步骤 如 下 . 

(1) 通过 调节 激光 束 a,b( 称 为 载 带 束 ) 的 照射 时 间 控 制 合 加 系数 的 大 小 . 例如 在 开始 时 
离子 处 于 | y) 态 ( 见 图 4. 22(a)), 则 用 x/2 脉冲 (时 间 为 1/4 Rabi 周期 ) 可 使 | 0, 态 和 
14); 态 权重 相同 . 产生 的 态 为 ( 见 图 4, 22(b)) 


1 "n 
vy; = —[| 4), | 0).—ie™ | 45*105.1]; (4.9, 1) 
1 Ja 
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*P3(3,-3) 


Bet ?/,4(222) 


aj Es 


c(a ^), do”) 


batio”) 
|, an) 
(a) (b) 
图 4.21 二 光子 Raman 1B & 7"44 Schrödinger 3. 取 自 [351 
(a) *Be^ 离子 的 电子 能 级 与 质心 运动 能 级 ; (b) 激光 束 的 几何 及 偏振 状态 和 外 磁场 方向 


此 处 10). 代表 质心 运动 基态 ,e 是 外 部 运动 之 意 . 载 带 使 两 个 态 间 产生 一 定 相 差 , 实验 中 共 
使 用 三 次 载 带 束 , 相 角 是 相对 的 . 以 最 后 一 次 载 带 为 标准 , 定 它 的 相 角 为 0. 此 次 相 角 为 一 六 
A12; Bl ^»; 相 因 子 为 一 ie*. 

(2) H TERMAR. 9. 1)) 成 长 为 两 个 宏观 可 区 别 的 态 的 相干 琶 加 ,利用 对 质心 运 
动 的 调控 ,把 它们 分 开 一 个 宏观 的 距离 . 方法 是 使 用 “ 移 位 ”激光 束 b 和 c，, 它 们 的 频 差 为 
wz/2r 一 11.2MHz, 正 好 使 两 个 相 邻 的 zx 方向 谐振 子 态 二 光子 Raman 耦合 起 来 . 通过 较 长 
的 照射 时 间 , 可 以 使 核心 运动 10). 跃迁 到 相干 态 : 


| p. = e uta NT ciam | Pes 
此 处 


人 一 ae”, 


a 和 0 为 实数 , 见 图 4. 22 Ce). 相干 态 的 平均 量子 数 为 (n) = a^ LRL OY i ie T te UR OS 
2 - ， 通过 激光 束 的 偏振 ar) »bCa* lo ).c(o^ 0 nf pL fe ER fu Rog AA | ^ dir 


» 2mov, 
因为 c 的 偏振 态 c 不 能 将 内 部 态 | y ); 和 任何 虚 *Piz 态 耦合 起 来 . 移 位 束 使 内 部 态 和 外 部 
态 产 生 缠 绕 . 从 o. 的 数值 给 出 ro 7. lnm, 这 是 相干 态 波 包 的 均 方 根 大 小 . 操作 后 的 状态 为 


y, = “LC 4 109, —ie* | 4), | Wy (4. 9. 2) 
NS 


往 X 正 向 的 称 位 束 产生 的 相干 态 相位 为 一 g/2. 图 中 的 抛物 线 代表 谐振 子 势能 
(3) 为 了 扩大 两 个 一 加 态 的 距离 , 先 使 他 们 内 部 态 互 换 : xc 脉冲 ( 时 间 为 去 Rabi 周期 ) 


载 带 束 使 | 4 ;一 | os om ^os 载 带 束 相 角 为 v. | 4 一 | + > 牙 迁 带 来 相 因 子 为 一 ie". 
操作 后 的 状态 为 ( 见 图 4. 22000) 
v. Te | 45,1 0, -- e^? | 4, Lae 2, (4. 9. 3) 


Qo 与 x 分 别 为 平行 于 和 垂直 于 外 磁场 (激光 束 ) 方 向 , 见 图 4. 210b). 
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oe ak 4 he 
a 7? WwW w \s ax 
(a) (b) (c) (d) (e) (f) 


图 4.22 AMA GERM MeL. 取 自 [35] 
(a) 波 包 初始 位 置 ; (b) 第 一 次 载 带 r/2 脉冲 ,0. Sus; CO. 移 位 , 约 10ps; 
(d) 第 二 次 载 带 x BAP. Ons; CO 称 位 , 约 10ps; CD 98 BUE x/2 脉冲 ,0. Sys 


式 中 弃 去 了 两 项 共同 的 负 号 . 

(4) 两 次 使 用 移 位 束 , 将 | 0,100. 移 向 一 z 方向 ,相位 为 8/2. | V0; 态 不 受 影响 ,操作 
后 状态 为 ( 见 图 4. 22(e)) 

V, Ell: | 52, laty 4- e*79 | 45, | ae? 5), (4. 9. 4) 

此 时 两 态 相 距 达 到 最 大 . 这 时 状态 和 Schrodinger 猫 最 相似 . 离子 只 有 一 个 , 它 的 状态 是 两 
Z5 B) BT EDD. 两 态 内 部 状态 不 同 ,外 部 运动 是 Gauss 波 包 ,相距 一 定 距 离 . 对 波 包 大 小 而 
言 ,这 个 距离 是 真正 “宏观 ”的 : 实验 中 这 个 距离 最 大 达 80nm 而 单个 波 包 大 小 约 7nm, 原 子 
大 小 是 0.1nm. 

(5) 最 后 使 用 载 带 克 x/2 脉冲 ,使 | 人 为 和 | 4 各 一 分 为 二 . 操作 后 状态 为 ( 见 图 4. 2200) 


y. =} | 4 XC ae?y — e& | ae?),) 


-4 | Pd ate] aee) (4.9.5) 


此 处 载 带 速 相 位 为 0( 标 准 ), 上 式 中 弃 去 了 公共 相 因 子 e* ,6 一 yy 一 2y 十 x. 更; 可 以 进一步 
改写 为 
P=] ^518S)2. (4. 9. 6) 
此 处 


EART +d ge 5), te” |aewy,y. (4. 9. 7) 


对 g=1d=0,|S.) WR" Rm RC. 

实验 测量 可 以 测 已 , (g)，, 即 离子 内 部 状态 处 于 | y ); 的 几率 .探测 的 方法 是 用 探测 激光 
H d 照射 离子 ( 见 图 4. 21(a)) ,将 :Siz(2, 一 2) 激 发 到 :Psz(3, 一 3) 态 ,然后 观测 散射 荧光 . 
P, (g) 是 外 部 运动 相位 $ 的 函数 .与 内 部 运动 | vL 关联 的 是 |S- ).… 随 # 不 同 ,|S- )。 的 两 
项 所 代表 的 波 包 距 离 不 同 , 波 包 距 离 近 时 ,干涉 效应 显著 . 波 包 的 几率 分 布 是 | (z|1S-).| ， 
考虑 到 随时 间 的 演化 ,#$ 是 随时 间 线 性 变化 的 ( 见 式 (4. 1. 45)). 对 6 一 0 的 情况 ,% 王 士 r 时 
两 个 波 包 相距 最 远 . 到 $= 二 0 时 两 个 波 包 重合 . 但 由 于 6 二 0,S- 是 “ 奇 猫 ,两 个 波 包 正好 抵 
if. Pi (O EEH RRO z 的 积分 : 


Pi 及 一 | |x| S-) de 


[1— e* "^? cos(à + o^ sing) ]. (4. 9. 8) 


bol 
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对 足够 大 的 a, P, ($8) 在 $—0 附近 显示 振荡 行为 ,这 是 两 个 波 包干 涉 的 表现 (用 猫 的 比喻 ， 
这 是 活 猫 与 死 猫 的 干涉 ). 对 6 一 0,P, (8) 作为 $ 的 函数 对 a 不 同 值 的 情况 绘 于 图 4. 23. 实 
验 步 又 不 断 重复 进行 : 冷却 ,制备 状态 ,探测 ,同时 改变 着 相干 态 的 相位 $. 图 (a) 一 图 (d) 是 
实验 (点 ) 和 理论 的 比较 ,图 (e) 是 理论 曲线 . 如 果 退 相干 发 生 , 两 个 波 包 没 有 固定 相位 关系 ， 


则 P,(#)= 志 ,每 个 系列 测量 都 相应 一 定 的 6 值 . 可 以 用 挡住 移 位 束 的 办 法 (一 0) ,此 时 


P, (#$)= sin' 可 以 直接 给 出 8. 相应 不 同 的 6,P, OS $ 的 关系 因 之 不 同 . 图 4. 24 给 出 


a^«1. 5 时 不 同 o (EL BAR P, (30. 图 (Ca)8 一 1. 03r, 接 近 偶 猫 ,因此 在 $= 二 0 处 相应 相 长 干 
Wb. E] (b28-70. 48. 图 (c)6 二 0.06x, 接 近 奇 猫 ,在 $ 二 0 处 是 相 毁 干涉 . 


LD a -0.84(2) 
0.5 x 
0.0 


(a) 


| c=1.20(3) 
1.0 ai 3908) 1.0 m3 
$ ^ > 0.5 va! 
0.0 —Ó" 0.0 


(c) (a) 


Pilg) 


P(e) 
es 


P) 
3 
Pilo) 


w=2.97(6) 


E 0.5 € 0.5 aP, "m 
& a 
0.0 0.0 
(d) (b) 
1.0 a =6/ FH! ie 1.0 á y 
* 05 s 0.5 ae z T 
M a 
0.0 0.0 
-n -n/2 0 n/2 n -n —n/2 0 n/2 n 
E T S08) HUTANA g 
(e) (c) 
图 4.23 65=0 时 P; (XU 5S BUE Ho. 取 自 [35] 图 4.24 不 同 6 值 时 的 P; (#8). 取 自 [35] 


实验 室 实现 Schrödinger 猫 并 进行 退 相干 研究 , 除 在 量子 力学 基本 原理 方面 的 重要 意 
义 外 ,对 有 潜在 应 用 可 能 的 量子 计算 机 也 是 重要 的 . 因为 量子 计算 机 在 完成 计算 以 前 必须 保 
持 相干 到 加 状态 ,因此 退 相干 时 间 成 为 它 至 关 重 要 的 指标 . 上 面 描述 的 实验 还 不 能 对 退 相干 
时 间 进 行 测量 ,NIST 研究 组 "在 上 述 实验 的 基础 上 进行 了 退 相干 速率 的 研究 . 在 实验 中 退 
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相干 是 由 体系 (俘获 原子 ) 和 一 个 设计 好 的 环境 库 的 耦合 诱导 的 ,而 这 个 耦合 是 能 够 控制 的 . 
系统 是 两 个 相干 态 的 释 加 ， 

| 9» = NC| ai? +] a2). (4. 9. 9) 
它 和 环境 库 的 耦合 是 通过 相互 作用 实现 的 ,相互 作用 正比 于 系统 振动 与 环境 的 涨 落 幅 的 乘 
积 .一 个 定 标 律 $ 给 出 在 退 相干 过 程 中 剩余 相干 性 COR 

Ct) = enun, (4. 9. 10) 

It Ab C JE AR CSS IRSE PE BIA e lai — a | 可 以 看 作 是 两 个 状态 a; 和 u TE" Hilbert 空间 中 的 
距离 ”, 或 “全 加 的 大 小 ”. 库 中 的 内 容 是 沿 俘获 阱 轴 方 向 的 准 随机 电场 , 场 的 频率 在 粒子 轴 向 
运动 的 频率 附近 振荡 . 合 加 的 相干 性 由 单 原子 干涉 仪 测量 . 从 离子 F— 1, m.s —1 的 自 旋 初 态 
Gg | y )) 和 外 部 运动 的 基态 出 发 ,用 文献 [37] 描 述 的 实验 方法 制备 猫 态 , 制备 之 后 就 将 猫 
态 和 库 耦 合 起 来 . 然后 将 制备 过 程 逆 转 以 获得 干扰 后 的 重 加 . 最 后 确定 结果 状态 的 相干 性 . 
研究 " 鲁 得 出 离子 在 | y > 态 的 几率 是 ， 


P, = +(e" cos6)， (4.9.11) 
IE Ab a* oc V* > V 是 施加 的 随机 电压 ,6 是 最 后 一 个 载 带 束 与 第 一 个 载 带 束 间 的 相差 . 结果 
示 于 图 4. 25 ,此 处 条 纹 对 比 度 定 标 在 (V?: )=0 时 为 1. 秋 加 大 小 |Aal 与 位 移 束 脉冲 时 间 线 性 
相关 , 实验 数据 与 理论 符合 很 好 . 


= 


107 


x|0) +1) 
o |O > +/2) 
o |0 ) +3) 
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图 4.25 SRI HESS h Fock dd MBA FT. E 838] 
一 个 单 原 子 能 看 成 是 猫 吗 ? 物理 学 家 意见 分 歧 . W. Zurek 以 为 应 该 叫 它 是 Schrödinger 
Ji i. 
4.9.2 Schrödinger 4% 48 4% 


S. Haroche ff) gr2z £8 09? A Fi Es ft FP E 25 73 2€ 7; Ea T RE PRRREAFANS 
We. 图 4.26 是 实验 装置 示意 图 . 图 中 C 是 高 品质 超 导 (Nb) 腔 . Rb 原子 从 炉 O 中 引出 ,经 


D w D.F. Walls.G. J. Milburn, Quantum Optics. Springer, 1994. 
O CRAAAHAMH MARKEE 45 B, 2 节 讨 论 , 见 式 (7. 3.16). 
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过 选 定 激光 束 激 发 之 后 ,从 盒 B 出 来 的 是 速度 确定 的 位 于 “ 贺 Rydberg Æ”n=51,1=50 的 
Rb 原子 . 控制 激光 脉冲 使 得 原子 间隔 够 大 ,通过 超 导 腔 的 是 单个 原子 (间隔 1. Sms). 低 Q 
Re R, 调 得 与 n—51,/1—50 EO e) 8| n—50,1—49 OON g) 态 跃迁 频率 vo — 51. 099GHz 共 
He JETER, 上 加 共振 /2 Bi ne BE f tb TER dS le d- 1g. E. 原子 进入 微波 源 S 激励 
的 超 导 腔 C,C 的 频率 调 得 与 w 失 谐 为 6, 腔 中 的 电磁 场 是 Glauber ATÆ 12002; 


s n 
= -jai*/2 N^ a 
|a =e » ret RYE | n). 


图 4.26 Haroche 实验 装置 示意 图 . 取 自 [39] 


由 于 失 谐 ,原子 通过 上 腔 时 不 能 发 生 |e) 与 1g) 之 间 的 跃迁 ,但 由 于 原子 与 场 的 相互 作用 ,|e) 与 
1g) 使 场 发 生 不 同 的 相 移 @. 因此 |e) 和 |g) 的 相干 产生 了 场 的 状态 的 相干. 体系 状态 为 


| br -70 esae E E MEX; (4.9.12) 


Hee 与 失 谐 8 有关 , 且 与 成 反比 .通过 调节 失 谐 可 以 得 到 不 同 的 $. Rs 是 与 R 结构 相同 
的 腔 , 用 同样 的 微波 源 S' 激 励 (x/2 脉冲 ). 原子 在 离开 腔 C 以 后 通过 Ro. 最 后 原子 通过 探测 
器 D, 和 D, ,它们 是 场 电离 探测 器 ,施加 不 同 电 压 . D, 电压 低 ,刚好 使 1e) 态 原子 电离 . Dr 电 
压 高 些 , 能 使 |g) 态 原子 电离 . 调节 微波 源 S' 的 频率 v, 使 它 扫 过 ww, 测量 Ps O) , 即 原子 处 于 
ig) 态 的 几率 . 在 10min 内 记录 了 50 000 事件 ,结果 示 于 图 4. 27(a). ERMC 中 无 场 时 ， 
PUG) Ba Ramsey 条 纹 9, 这 是 因为 原子 受到 相隔 T=230us 的 两 次 脉冲 CR 和 RR.) hii 
果 . 因 eg 跃迁 可 能 发 生 在 Ri ,也 可 能 发 生 在 R: ,两 种 不 同 可 能 的 “路 径 ” 不 可 区 别 , 在 探 
测 器 处 复合 而 发 生 量子 干涉 . 图 (b) 一 图 (d) 是 C 中 有 场 ,la| 二 V9.5 二 3.1, 即 场 平均 光子 
数 为 9.5, 失 谐 值 分 别 为 6/2x 二 712,347 和 104kHz. 两 种 场 的 不 同 相 位 情况 画 在 右 方 插图 
内 ,插图 中 直线 夹 角 为 a. 从 图 中 可 以 看 出 除 条 纹 移动 外 ,明显 地 条 纹 对 比 度 随 $ 的 增加 而 
减 小 , 原子 离开 C 时 处 于 式 (4. 9. 12) 所 示 状 态 . 如 果 g 很 小 时 ,测量 场 的 相位 所 能 给 出 关于 
原子 状态 的 信息 不 多 ,因此 两 条 不 同 路 径 的 干涉 比较 明显 . 当 g 增 大 , 测 场 的 相位 给 出 有 关 - 


p 即 4.1 节 的 正则 相干 态 , 此 处 代表 光子 数 . 
多 ”请 参阅 本 书 8.6 9. 
Q XT Ramsey 于 水 仪 ,请 参阅 本 书 8.6 节 ， 
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原子 的 信息 增加 ,因此 干涉 必然 减弱 . 


1.0 


ig 


Ramsey #22 f S 


0 2 4 6 8 10 
v/kHz 


fl 4.27 PPO) Ramsey KA. KE [39] 


从 图 4. 24 可 以 看 到 , 场 的 两 种 状态 ( 相 角 上 M— 6) XE Be RT HC KORAH 
干 愈 弱 ,但 明确 给 出 相干 的 宏观 可 分 辨 态 . 这 个 实验 通过 测量 原子 的 状态 给 出 在 一 定 距离 以 
外 的 腔 C 中 场 的 状态 . 此 外 ,如 不 放置 腔 R: , 则 场 的 状态 是 式 (4. 9. 12). 测 原子 位 于 |e? 或 
lg) 给 出 的 远 处 场 的 状态 相应 地 是 g 和 一 外 但 如 放置 R;, 它 再 次 混合 两 个 Rydberg Æ | efl 
lc). 调节 S' 脉 冲 的 相位 ,可 使 通过 Rs 的 原子 位 于 (|e) 十 |g))/Y2 和 (1g) 一 1e))/Y2 ,而 场 的 
状态 不 变 . 原子 通过 R: 后 体系 波 函 数 变 为 


gg ai] up La ae au Leer as 2 (4. 9. 13) 


此 时 测 得 原子 位 于 1e) 或 1g} 给 出 的 场 状 态 相应 地 是 (|ae*) 一 |ae*))/Y2 和 (|aet) 十 
lae 00 //2. 这 不 仅 体 现 了 远 距离 的 量子 关联 ( 非 定 域 性 ”) ,而 且 可 依据 放置 R 与 否 作为 
推迟 选择 : 待 原子 通过 腔 后 再 作 选择 ,结果 是 不 同 选择 给 出 场 的 不 同 状态 . 

这 个 实验 的 优越 性 还 在 于 能 对 退 相 干 进行 研究 . 第 一 个 原子 在 腔 中 产生 了 两 个 宏观 可 
区 别 的 场 状 态 ( 相 角 一 $ 和 8), 再 发 出 一 个 原子 通过 腔 , 对 场 再 产生 相 移 ,结果 是 出 现 三 种 
场 , 相 移 为 一 26,0, 十 28. 相 移 为 0 的 这 个 分 量 有 两 种 可 能 . 其 一 是 第 一 个 原子 以 。 状态 通 
过 ,第 二 个 原子 以 g 状态 通过 ( 记 为 (e,g)) ,其 二 是 (g,e). 这 两 种 可 能 不 能 区 分 ,因此 在 测 
量 联合 几率 P? P? PE ,PP 名 时 会 有 干涉 .定义 “二 原子 关联 信号 "7: 


PO pt?» 


1= pp? PPP? (4. 9. 14) 
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IRAE FRE AE EID laet) + [ae )) WU 7 是 常数 . 如 果 场 变 为 非 相干 的 统计 


混合 , 则 7 为 0. 图 4.28 给 出 7 和 zr/T, 的 关系 ,r 是 两 个 原子 通过 腔 的 时 间 间 隔 ,T, 是 腔 的 
品质 因数 Q 所 决定 的 光子 平均 寿命 (实验 用 的 T, 二 160ps). 从 图 可 以 看 出 , 当 UT, 接近 ] 
时 7 已 趋 于 0, 即 相干 已 不 存在 . 此 外 退 相干 时 间 与 $ 的 大 小 有 关 ,# 大 时 退 相干 的 时 间 要 短 
得 多 . 


0 pa T 2 


图 4. 28 二 原子 关联 信和 号 与 t/T, 关系 , 取 自 [39] 


关于 退 相干 和 实验 室 中 实现 Schrödinger 猫 的 内 容 , 可 以 参阅 文献 [40]. 
4.9.3 $9 Schrödinger 3$ 


Stony Brook 纽约 州立 大 学 研究 组 (C.J. Friedman) XH EGE T SQUID HF Bit 
TOT OE ED HEGAFAF RR, EB QU Hit T BMA HSA. TE 19 世纪 50 年 代 N., 
Bogoliubov 引入 了 超导体 中 Cooper 对 凝聚 的 波 函 数 ,建立 了 宏观 量子 体系 的 概念 
Josephson 体系 一 直 是 宏观 量子 现象 的 研究 对 象 2. SQUID 是 一 个 电感 为 工 的 超 导 环 , 环 中 
嵌 有 一 个 电容 为 C、. 极 限 电 流 为 Ic AY Josephson 隧 穿 结 . 在 平衡 时 可 以 有 超 导 电 流 工 流 经 环 
中 ,其 产生 的 磁 通 量 LI 通过 环 中 空间 . 当 有 外 加 磁 通 o. (与 超 导 电 流 的 磁 通 方向 相反 ) 时 ， 
合成 磁 通 为 — 6, — LI. Cooper 对 的 波 函 数 是 单 值 的 ,因此 波 函 数 的 相位 沿 环 连续 变化 ( 除 
去 在 Josephson 结 处 ) , 当 绕 行 一 周 回 到 原 处 时 ,相位 的 变化 必须 为 2x 的 整数 倍 (f fO. HE 
子 数 f 定义 SQUID 环 的 通 量 态 (fluxoid state). 当 F 一 0( 或 1) 时 超 导 电 流 抵消 (或 加 强 ) 外 
加 通 量 ©. 在 实验 中 超 导 电 流 大 于 16A ,相当 于 10° 个 Cooper 对 的 流动 ,产生 的 磁 矩 可 达 
10" poy 这 个 体系 可 以 认为 是 宏观 的 . SQUID 的 动力 学 可 以 用 穿 过 环 中 空间 的 磁 通 描述 2 , 体 
系 的 Hamilton 大 为 


D 见 本 书 6.1 一 6.3 节 . 

O 虽然 中 在 一 般 情况 下 是 宏观 的 ,但 显示 量子 行为 . 通 量 正比 于 超 导 电 流 , 而 与 波 函 数 相位 有 关 . 在 Hamilton fit 
式 (4.9. 15) 中 电容 能 其 要 小 得 多 ,因此 更 可 以 在 相位 -粒子 数 不 确 定 关系 的 限制 下 充分 准确 地 描述 ,因为 粒子 数 是 宏观 
量 , 一 定 的 误差 是 可 以 允许 的 . 
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Hc + Ob +V(). (4. 9. 15) 
式 的 右 方 第 一 项 相当 于 动能 ,第 二 项 是 势能 ， 
V(d) = 全 二 人 — Ic Pcos2n te (4. 9. 16) 
此 处 D, 是 磁 通 量子 . 对 DO, =D, /2, 9M BB VCD) AT HL, y 


示 于 图 4. 29. 34 o, 偏离 此 值 时 , 双 阱 是 不 对 称 的 , 示 于 
图 4. 30(a). 两 个 通 量 态 /— 0 和 f= 二 1 相当 于 分 别 位 于 左 
BEA Aa DEAS AS. 双 阱 是 量子 力学 中 一 个 有 趣 的 话题 . 先 考 虑 
双 阱 中 有 一 个 粒子 . 低能 量 态 |L) 和 |R) 主 要 分 别 局 域 在 左 
阱 和 右 阱 中 ,能 量 是 简 并 的 . 当 能 级 的 能 量 傅 来 愈 高 时 , 隧 0 x 
穿 阱 间 势 垒 的 几率 已 不 能 忽略 ,| 工 ) 和 | 尺 ) 混 合 起 来 ,能 量 
AES EI ULE |R)) ,它们 的 能 量 差 A BERK BE SEE 
裂 , 因 为 兼并 是 由 隧 穿 而 取消 的 . 对 称 的 至 加 是 基态 . 如 果 最 初 在 左 阱 制备 好 |L) 态 (由 于 隧 
穿 不 可 忽略 , 它 已 经 不 再 是 本 征 态 了 ) ,体系 的 状态 将 在 |L) 与 1R) 之 间 周 期 性 振荡 ,频率 为 
Ll—A/R. 这 就 是 量子 相干 问题 . 它 对 于 形成 如 NH: 这 样 的 分 子 的 化 学 键 是 很 重要 的 2. 问题 


在 于 ,在 如 SQUID 的 宏观 体系 中 BEIM AECL) |R)) 是 否 仍 然 有 意义 . 单 粒子 的 量子 相 


干 源 于 隧 穿 , 但 对 于 永远 和 环境 耦合 的 宏观 体系 ,问题 要 复杂 得 多 .在 1983 年 A. Caldeira 
和 A. Leggett 给 出 对 这 个 问题 的 系统 回答 @. 如 果 体 系 和 环境 耦合 很 弱 , 体 系 仍 能 正常 隧 
穿 , 秋 加 态 就 仍 是 体系 的 本 征 态 , 有 隧 穿 辟 列 .它们 是 宏观 猎 态 . 如 果 耘 合 是 中 等 强度 , 隧 穿 
仍 有 可 能 ,但 体系 的 隧 穿 不 再 是 相干 的 了 , 即 在 阱 间 的 跳跃 已 经 不 再 是 周期 性 的 ,而 是 随机 
的 . 这 称 为 断 续 跳 跃 . Schrödinger 猫 态 就 没有 意义 了 . 在 此 前 ,SQUID 的 共振 隧 穿 已 在 实验 
中 被 验证 Eo , 线性 又 加 的 验证 在 于 直接 测量 隧 穿 辟 裂 . 为 了 这 个 目的 ,仔细 考虑 状态 18) — 
z lo-fi — 7 d0)1— | DO AYRE RE BÉ SX C4. 9. 16) 中 参数 的 变化 . 参数 包括 倾斜 度 e 
和 在 e 二 0 I B9 35 ABE AU, (图 4. 30(a)). 在 e 增 加 时 ,10) 和 |1) 的 能 量 分 别 增加 和 减 小 ， 
如 图 4. 30(b) 所 示 . 在 := 二 0( 对 称 阱 ) 时 它们 可 能 会 交叉 . 但 交叉 不 会 发 生 , 因 为 障 穿 撤销 了 
兼并 . 这 被 称 为 反 交 叉 (anticrossing) ,或 被 避免 的 交叉 (avoided crossing). 隧 穿 辟 裂 是 很 小 
的 ,因此 难以 测量 . 想 要 能 够 分 辨 这 个 臂 裂 的 必要 条 件 是 线 宽 必 须 小 于 A. SQUID SER PRU 
耗 散 都 极为 灵敏 ,二 者 都 会 增加 线 宽 , 实验 的 挑战 在 于 体系 和 探测 仪器 的 耦合 较 弱 ,为 了 分 
辨 相距 甚 近 的 能 级 需要 足够 的 信号 强度 以 及 将 系统 和 外 来 噪声 屏 珊 开 来 . 这 些 都 是 过 去 实 
VL SQUID 量子 相干 却 失 败 的 原因 . 图 4. 30(c) 是 实验 装置 示意 图 . 为 了 有 屏 珊 噪声 ,将 
SQUID $ F PdAu W. 外 加 磁 通 P-a tX Josephson 结 的 作用 控制 AU, CX 4. 9. 16). 
通 量 o. 是 控制 倾斜 度 e 的 . dc SQUID 磁 强 计 用 以 测量 伴随 通 量 更 的 反 向 ,这 代表 SQUID 
状态 的 隧 穿 . 在 实验 中 用 微波 脉冲 产生 * 光 协助 隧 穿 "来 测量 两 个 激发 态 的 反 交叉 . 微波 产生 
激发 态 面临 的 势 刍 要 低 得 多 ,这 使 隧 穿 几率 加 大 ,信号 增强 很 多 . 


图 4.29 SQUID XI EX BF 


O £ The Feynman Lectures on Physics, vol M ,8. 6 45. 
© 参阅 本 书 6. 6 节 ， 
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|1) 
» 样品 deSQUID 
SQUID Mil 


"PdAuft 
D, | 


(c) 


图 4.30 
(a) SQUID 35; (b) MEMRAM; (c) 实验 安排 . 取 自 [41] 


体系 最 初 状态 在 左 阱 最 低 态 | 引 , 势 垒 很 高 , 隧 穿 可 以 忽略 . 施加 微波 辐射 : 当初 态 和 一 
个 激发 态 的 能 量 差 和 微波 频率 匹配 时 ,体系 有 相当 大 的 几率 被 激发 ,接着 就 隧 穿 到 右 阱 .用 
数值 解法 在 无 阻尼 假定 下 解 以 下 Hamilton 量 的 能 量 本 征 值 


He ach? + VG, D, Daa) 


(此 处 po — —id/ID,V ERG. 9. 160 HH), RBA SQUID 能 级 . 在 图 4. 31 中 将 解 出 的 能 
Zt CAU, —9. 117K) 作 为 D. 的 函数 画 出 ( 细 实 线 ). 计算 的 势 艰 项 用 粗 实 线 画 出 . 点 划 线 代表 
被 微波 辐射 激发 后 的 | 说 态 . 在 给 定 o. 值 时 这 条 线 与 一 个 激发 态 相交 (用 箭头 标 出 ) ,在 此 处 
体系 吸收 一 个 光子 并 隧 穿 . dE S AU, —8. 956K 时 不 同 的 ©, 值 相 应 的 能 级 用 虚线 代表 . 
不 断 减 小 势 垒 使 能 级 向 下 移动 , 定 出 反 交 叉 .将 光子 协助 联 穿 几率 作为 co, pa EC m h BY 
与 反 交 义 上 下 两 支 相对 应 . 两 个 峰 移 动 愈 来 您 近 ,然后 远离 ,并 不 相遇 . 数值 计算 的 能 量 值 与 


14 
中 一 中 wa) 


图 4.31 计算 出 的 SQUID 能 级 和 光子 协助 隧 穿 . 取 自 [41] 
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OC 


4.9.4 热 辐射 发 射 造 成 退 相 干 


量子 体系 与 环境 的 相互 作用 把 二 者 缠绕 起 来 ,量子 体系 的 相位 就 被 分 配 到 环境 的 许多 
自由 度 ,使 它 不 再 能 被 观察 到 . 大 分 子 是 研究 退 相 干 的 极 好 对 象 ,因为 它 具 有 许多 内 在 模式 ， 
在 激发 能 量 通 过 辐射 释 出 时 , 央 为 辐射 显示 六" 哪 一 条 路 径 ” 的 信息 而 引起 退 相 于 . C" 分 子 
是 很 好 的 例子 , 它 有 204 个 振动 模 . A. Zeilinger 领导 的 维也纳 大 学 研究 组 "控制 分 子 在 进 
人 干涉 仪 之 前 的 温度 ,通过 观测 于 涉 条 纹 的 对 比 度 来 研究 物质 波 的 退 相干 . 

一 束 C" 分 子 通过 聚焦 激光 束 16 次 完成 加 热 阶段 . 温度 受到 检测 ,发 现 最 热 的 分 子 在 进 
人 干涉 以 前 的 温度 约 为 3 000K. Talbot-von Lau 于 涉 仪 有 三 个 光栅 . 第 一 个 光栅 的 作用 是 
提供 狭 颖 的 周期 阵列 ,第 二 个 光栅 是 衡 射 元 素 , 第 三 个 是 扫描 探测 掩 膜 . 通过 的 分 子 用 激光 


束 电离 ,其 强度 作为 在 第 三 光栅 处 的 模 向 位 移 的 函数 记录 下 来 . 条 纹 可 见 度 V = Dh Ln 


征 分 子 演化 的 相干 性 .V 随 加 热 温 度 的 变化 示 于 图 4. 32. 可 见 度 随 加 热 功率 的 增加 而 减 小 . 
原因 是 光子 发 射 几率 随 温度 增加 而 增加 . 0W Bt 4725,3W 时 为 2996,6W 时 为 7%， 
10. 5W 时 为 0 名 .绝对 计数 率 开 始 时 随 加 热 功率 已 的 增加 而 上 升 , 然 后 随 加 热 功率 P 的 增 
加 而 下 降 ,原因 是 在 加 热 过 程 中 分 子 会 电离 和 碎 裂 . 

退 相干 也 与 分 子 速 度 有 关 : 低速 分 子 的 归 一 化 可 见 度 随 加 热 功 率 的 增加 而 下 降 得 更 
th. 退 相干 与 加 热 功 率 的 关系 数据 与 退 相 干 理 论 符合 得 很 好 "1 . 


一 一 


2s 中 的 计数 


0 
35 36 37 35 36 37 35 36 37 35 36 37 38 
光栅 的 移动 hm 


图 4.32 不 同 加 热 功率 下 C” 分 子 干 涉 图 ,分 子 速 度 为 190ms '. 取 自 [43] 


4.10 波 函 数 塌 缩 和 量子 Zeno 效应 


J. von Neumann 引信 的 在 测量 过 程 中 波 函 数 塌 缩 的 概念 在 量子 力学 的 标准 诠释 中 应 
用 得 很 成 功 . 这 个 概念 能 够 在 实验 中 验证 吗 ? 1977 年 Misra 和 Sudarshan! 提出 了 一 个 他 
们 称 为 量子 Zeno 效应 的 验证 波 函 数 场 缩 概念 的 方法 . 考虑 一 下 原子 , 它 由 激发 态 内 跃迁 到 
基态 p 的 自然 寿命 为 r. 设 它 在 时 间 4 二 0 时 位 于 激发 态 , 对 它 进 行 多 次 测 li ,每 次 测量 使 波 
函数 塌 缩 并 重新 将 时 钟 调 零 . 如 果 测 最 进行 的 足够 频繁 ,到 基态 的 跃迁 可 以 无 限 地 被 延迟 . 
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对 于 Kr 跃迁 几率 是 
Pia — 
如 在 时 间 上 进行 测量 , 则 原子 仍 在 激发 态 的 几率 是 
P,(1) = je (4, 10. 2) 


如 原子 确 在 激发 态 , 则 波 函 数 塌 缩 为 qe. 在 时 间 2t 进行 第 二 次 测量 ,原子 仍 处 于 激发 态 的 几 
率 是 


(4. 10. 1) 


a |= 
LJ 


(1-4) 1-2, (4. 10. 3) 


这 个 结果 和 我 们 没有 进行 第 一 次 测量 相同 . 这 也 是 可 以 预料 的 . 
但 如 果 时 间 上 非常 之 小 ,情况 会 完全 不 同 . P; -不 再 与 上 成 正比 ,而 与 过 成 正比 : 
P424 66 at*. (4. 10. 4) 
对 此 作 如 下 解释 . TE TE fa] b EE BET HS RAB A RT DLE EK XE E RARE JL 0E B8 2 5X 


Pyn oc SR Cgt/2 y ny o a pst t f OR HE oo 的 函数 ,这 个 表达 式 表示 一 个 尖峰 图 ,高 


FEW 0 /4, KEEN 4x/t. 这 个 宽度 是 和 时 间 与 能 量 间 的 不 确定 关系 符合 的 . 对 w 的 积分 给 出 
峰 下 面 的 面积 与 上 成 正比 ,因而 几率 P21 与 + 成 正比 ,这 就 导致 有 限 的 单位 时 间 跃 迁 几 率 和 
Fermi 的 黄金 规则 . 对 于 非常 之 小 的 1, 图像 就 完全 不 同 ,出 现 一 系列 既 低 又 宽 的 鼓 包 ,就 不 


能 只 对 中 央 的 峰 积分 ,而 需要 对 所 有 的 w 积分 . RHET Lo Go) do, Pon RA 成 正比 .在 


这 种 情况 下 原子 在 两 次 测量 后 仍 处 于 激发 态 的 几率 为 

(1—a£?)* 221—2at , (4. 10. 5) 
而 如 果 不 进 行 第 一 次 测量 时 这 个 几率 是 

1—a(2t)? ~ 1 — 4at*. (4. 10. 6) 
显然 在 属于 “与 二 次 方 成 正比 ”的 短 时 间 所 进行 的 测量 减 慢 了 跃迁 过 程 . 实际 上 在 时 间 0 和 
十 之 间 进 行 等 间隔 的 n( 一 个 大 数 ) 次 测量 ,而 T/n 在 “与 二 次 方 成 正比 ”区 域内 ,原子 仍 处 于 
激发 态 的 几率 是 


(i-4(Zyy-2(-.TIy——9—en, (4. 10. 7) 


n n n 
它 在 n> ont F 1, 即 表示 一 个 连续 被 监测 的 激发 原子 根本 不 会 训 3 
恋 . 对 于 原子 的 自发 辐射 而 言 ,确定 它 的 寿命 和 测量 次 数 的 关系 极为 
困难 ,但 对 受 激 跃 迁 却 是 可 以 实现 的 . D. J. Wineland 等 人 中 实现 了 iFa 
R. J. Cook 原先 的 建议 ,用 单一 的 俘获 离子 测量 了 这 个 依赖 关系 . 1 
图 4.33 给 出 了 能 级 示意 图 . 能 级 2 与 能 级 1 用 共振 射频 微 扰 相 耦 合 图 4.33 能 级 示意 图 
形成 相干 人 县 加 态 .测量 由 调谐 到 能 级 1 到 能 级 3 共振 的 连续 染料 激 
光 器 进行 .在 原则 上 观察 到 散射 光子 就 能 确认 离子 处 于 能 级 1 之 上 . 假设 离子 在 r= 二 0 时 处 
于 能 级 1 之 上 , 且 对 它 施 加 共振 射频 的 x 脉冲 (时 间 间 隔 T 一 xr/2, 此 处 2 是 Rabi 频率 ). 没 
有 测量 的 激光 脉冲 时 ,在 时 间 r= 二 ,离子 位 于 能 级 2 的 几率 P. CT) SE 1. 设 测量 脉冲 在 时 间 
rt 二 kT/n 二 kx/(nQ) 使 用 ,此 处 上 = 二 1,…,n. 用 二 能 级 系统 的 矢量 表示 " ,得 到 已 (T) 的 表 
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isst 


PO) = +[1—exp(—> =) |. (4, 10. 8) 


因此 在 n 一 sc 时 P; CTS T 0. HE] 4. 34 55 Bl 4. 35 是 "用 "Be 离子 得 出 作为 测量 脉冲 数目 
函数 1-92 和 2 一 1 跃迁 几率 的 实验 值 和 计算 值 . 可 以 看 到 实验 和 理论 结果 符合 得 很 好 . 


1.0 1.0 


8 
^s [数据 
ṣi 06 ye 0.6 
> z 
$í 04 E 04 
0.2 0.2 
0.0 | hi a 0.0 
| 2 4 8 6 32 64 | 3 4 $ % 32 64 
n n 
图 4.34 作为 测量 脉冲 数 日 函数 的 图 4.35 作为 测量 脉冲 数目 目 数 的 
1-72 跃迁 几率 . 取 自 [46] 2—1 跃迁 几率 , 取 自 [46] 


L. E. Ballentinec 一 段 评论 显示 出 量子 力学 的 一 个 不 寻常 的 情况 . 对 于 实验 的 推论 大 
家 都 是 一 致 的 ,但 对 于 理论 诠释 却 有 着 无 休止 的 争论 . Ballentine 认为 波 函 数 增 缩 的 概念 在 
他 对 量子 力学 的 “统计 诠释 ”5 中 是 不 必需 的 . 他 用 自己 的 诠释 把 观测 到 的 效应 归结 于 测量 
脉冲 对 离子 的 强 扰动 . 文献 [46] 的 作者 在 对 评论 的 回答 “1 中 说 ,量子 力学 有 不 同 的 诠释 ,在 
当前 问题 中 用 或 不 用 波 函 数 塌 缩 的 概念 都 正确 地 得 到 同样 的 结果 . 这 样 看 来 实验 既 没 有 
否定 波 函 数 塌 缩 的 概念 ,但 也 不 能 作为 它 成 立 的 肯定 验证 . 
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第 5 章 
路 径 积 分 方法 ,衰变 态 的 瞬 子 方法 


在 Princeton 大 学 J. A. Wheeler 教授 指导 下 进行 博士 论文 研究 时 ,R. P. Feynman 尝试 
选用 去 掉 场 的 概念 而 只 考虑 带电 粒子 及 其 推迟 相互 作用 借以 摆脱 量子 电动 力学 中 的 无 限 大 
电子 自 能 困难 . 在 最 初 的 本 意 上 他 没有 成 功 ,但 却 创造 了 与 Schrödinger, Heisenberg 和 
Dirac 方法 并 列 的 一 种 表述 量子 力学 的 等 价 方法 一 一 路 径 积分 方法 . 一 个 理论 的 各 种 等 价 表 
述 在 处 理 特定 问题 时 是 不 同 的 . 基于 路 径 积分 的 瞬 子 方法 在 处 理 势 又 障 穿 以 及 大 变态 问题 
上 是 十 分 有 效 的 .第 6 章 中 的 宏观 量子 现象 以 及 7.6 节 的 非 Abel 规范 场 的 日 真空 都 是 用 这 
个 方法 处 理 的 .在 非 Abel 规范 场 的 量子 化 问题 上 路 径 积 分 提供 了 理想 的 框架 (Faddeev 和 
Popov). 一 种 处 理 耗 散 系统 量子 力学 的 方法 也 是 基于 路 径 积 分 方法 的 (6. 5 节 ). 本 章 致 力 于 
介绍 路 径 积 分 方法 . 


5.1 量子 力学 中 的 路 径 积分 方法 


路 径 积 分 是 R. P. Feynman" 3 创立 的 一 种 量子 力学 的 表述 方法 . 它 不 用 Hilbert 空间 
的 态 矢 量 以 及 将 物理 量 作 为 算 符 的 概念 ,而 将 量子 力学 基本 量 的 跃迁 幅 作 为 “对 历史 求 和 ” 
的 积分 表示 , 称 为 路 径 积分 . 在 路 径 积 分 中 所 有 的 量 都 是 c 数 . 对 一 个 量子 体系 的 所 有 物理 
信息 都 能 从 路 径 积分 中 得 到 . 在 这 个 表述 方法 中 ,经 典 力 学 的 作用 泛 函 起 着 重要 作用 . 路 径 
积分 和 统计 物理 中 的 配 分 函数 有 直接 联系 ,因此 这 个 方法 在 统计 力学 中 也 有 许多 应 用 站. 推 
广 到 量子 场 论 是 直接 的 . 在 规范 场 的 量子 化 中 ,路 径 积 分 方法 的 应 用 使 得 量子 化 的 过 程 变 得 
直接 明确 ,有 力 地 推动 了 理论 的 发 展 . 路 径 积分 方法 已 应 用 到 物理 学 许多 分 支 的 研究 工作 
中 ,有 许多 这 方面 的 专著 已 出 版 “1. 

今 1g) 为 坐标 算 符 Q 的 本 征 态 (Schrodinger 绘 景 ), |g) X Heisenberg 绘 景 的 相应 状态 ， 
相应 在 时 间 上 53 c^ Pi) A He ASU EY) BRE E 


exp[— 4 Hu’ —0]lo). (5.1.1) 


(q't' | qt) = (a 
将 时 间 间 隔 一 /分 为 AAS oe — GENET Hf 
Ci 


exp(— i Hist ) lae: ) 


exp|— t HQ’ — 0| |a) = [dq da. (q' 
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"ar 


(qa "PEDESE ET exp(—+ Bax) la). (5.1.2) 


以 上 插入 了 n—1 个 态 的 完备 集 : 1 一 | da | 0a |. 下 面 将 式 (5.1. 2) 中 的 一 个 矩阵 元 进行 变换 : 


(q: exp(— + Fiat ) le ) = (q: (1 一 E Hit ) le ) + OCat* ). (5,1. 3) 
Hamilton 量 算 符 的 形式 为 
CI AE P? à 
H(P,Q) = Im + VQ», 
m 
它 的 矩阵 元 是 


(qs | AcP,Q) | qQ)— (a: > 


p? 
ET ) +V(25* ate — a 


=| Bea | p (e| Fla ) Hv (LE) $26: 
= [38e [2- v (27)]. 
以 上 用 了 1 - [82 P2ISIE | p) BL e | p» — exp (i a), ERAR PE AE GE S REA 
{EA 5. V 写成 了 对 称 化 的 形式 .矩阵 元 式 (5.1. DEREYE: 
(a exp(— 5 Hat) qi ~ | 2|; £(q—q) |{1-4a[£+v(2# 5) || 
~ | Bexp[i 2 ca: — a Jexp[— fH (#5 Ja |. (5; 1.4 
在 式 (5.1.4) 结 果 中 ,五 已 是 常数 函数 了 . 跃迁 幅 式 (5. 1. 2) 变 为 
(gq exp[ — > H(z -»]le =f Piu. APs dg, da. exp | 25 
- [a ($529) 6 (p.. 25) |}. (5.1.5) 
在 式 (5.1.2) 中 有 nn 个 因子 , 故 有 nn 个 积分 变量 p, 而 在 间隔 中 插 了 n 一 1 个 完备 集 , 故 有 
n—1 个 积分 变量 g. 式 (5. 1.5) 可 以 形式 地 写 出 ( 取 n>) 
(d e|- i Ad —o]|a) = = Ika Jel if ät pg — HC, 21]. (5. 1. 6) 


在 式 (5. 1.5) 的 积分 中 ,对 p: 的 部 分 可 以 利用 Gauss 积分 公式 
| dz e tie — 1 el /4a 


—ÓÓ 4na 


求 出 
| Zol- geti ha-a] (nu) [o pa 
此 处 将 积分 公式 中 的 系数 作为 虚数 使 用 ,可 以 理解 为 对 虚 时 间作 解析 延 拓 . 上 式 的 指数 因子 
和 余下 的 因子 重新 合并 为 
size] -v(522)] 
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式 (5.1.5) 就 可 以 写作 


(q' Jefi x fic’ —0 la) 
t 


=N|[Dglexp( 二 | d| F 7 q'— V) |) 
=N{ [De Jexe| > i ,dL (qd) | 


=N| [Dg Jexp( (+5). 1.5 


在 式 (5.1.7) 中 归 一 化 常数 N 及 测度 [Dgj] 的 乘积 的 定义 y 
包含 在 第 一 个 等 号 右 方 的 极限 中 . 这 实际 上 是 一 个 无 穷 维 dh- 
积分 .L(g 9 ) 是 轨道 qa) hy Lagrange E, S 是 轨道 的 作用 
量 , 定 义 都 包含 在 式 中 . 跃迁 幅 的 诠释 是 : 它 是 从 (Cg,t) 到 
(gq ,t) 的 不 同 “ 历 史 ”( 即 所 有 可 能 的 轨道 ) 的 和 ( 见 图 5. 1). 
求 和 的 权重 是 个 要 因子 ,相位 是 S/h,S 也 就 是 这 个 “ 历 
史 ” 的 作用 量 . 每 一 个 积分 变量 9 是 在 时 间 的 粒子 可 能 
坐标 , 即 相应 不 同 历史 在 喜 时 的 g 值 (图 中 4; 处 的 直线 与 
不 同 轨道 的 交点 ). 从 式 (5. 1.7) 可 以 看 出 路 径 积分 表达 方 | i | 
与 经 典 力学 间 的 对 应 是 明显 的 . 在 很 多 可 能 的 历史 中 ， ESL 从 4D 到 (9 ,的 

有 一 个 历史 是 特殊 的 , 它 就 是 使 作用 量 取 极 值 的 经 典 轨 TARS 

道 . 和 经 典 力学 不 同 处 是 ,其 他 轨道 也 是 可 能 的 ,它们 也 有 自己 的 权重 函数 ( 相 因 子 ) 共 同 参 
与 在 求 和 中 . 这 些 都 在 以 下 的 发 展 以 及 例 中 得 到 阐明 . 


解 能 量 本 征 函数 及 本 征 值 问题 在 路 径 积 分 中 如 何 表现 呢 ? 记 据 的 本 征 态 为 |z), 相 应 本 
征 值 E, BD 


修一 一 一 


I 
I 
I 
| 
I 
t 


o d 


A | n) =E, | n). (5. 1. 8) 
BRIE W riti | xiti) de 


(xit; | ziti? = Dexp(—i Se) cx | n} tn | x) (5.1.9) 


此 处 c= 2, t. 当 对 具体 问题 求 出 跃迁 幅 的 路 径 积 分 后 ,通过 和 式 (5. 1. 9) 右 方 相 比 就 能 得 
到 E, 和 y, = Gn. 在 下 面 的 谐振 子 例 中 将 给 出 这 个 计算 的 概要 . 如 果 只 求 最 低 态 , 则 可 过 
渡 到 虚 时 间 

t 三 一 ir， (5. 1. 10) 


Ji] ERE 8 AE 7g 


(xi exp(— Fr Hl. D. = Dex(-F he) | m | x^, (5.1, 11) 


nen c 展开 ,将 展开 和 式 (5. 1. 11) 右 方 比较 ,就 能 得 到 低能 量 本 
征 值 和 相应 的 本 征 函 数 ， 
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现在 讨论 路 径 积 分 的 计算 . 考虑 质量 m—1 的 粒子 . Lagrange 量 是 


2o 4 paz? 
Lie TUE) = (5. 1. 12) 
作用 量 是 
EL dr 
= "L(t (5. 1. 13) 


TERRES enin), ipi rro es 
exp(+ —S[zG)] )= exp{— xh bt t3 ) * va» Jae] exo(7 48). 


(5. 1. 14) 
此 处 欧 氏 作用 量 Sc 是 
s= f” [is +v Jaz, (5.1. 15) 
过 是 dz/dr 的 缩写 . TEEL FARE Mes FR E. 要 计算 的 跃迁 幅 是 
Cun exp(— 5 DE) |æ >= N[Epz e^, (5. 1. 16) 
TE FA at IR f AR S AB OS 
zi = alr), or; = xlr). C5. 1. 17) 


路 径 积 分 式 (5. 1. 16) 主 要 贡献 来 自给 出 最 小 作用 量 S. 的 轨道 , 即 经 典 轨道 , 记 为 XO). 3x 
离 经 典 轨 道 的 轨道 对 路 径 积 分 贡献 很 小 ,可 以 略 去 . 记 其 他 满足 条 件 式 (5.1. 17) 的 可 能 的 邻 
WHA xz(r) ,将 xz(r) 用 经 典 轨 道 XCr) 及 对 它 的 偏离 Ox CO XR: 


z(r) = X(r) + ar (r). (5. 1, 18) 
将 àrCO FH —IEAE IH — 56 4 E 2, (ORF ARG. 1. 180 SF 
x(t) = Xr) + Scar, (2). (5.1.19) 
[Dz1 可 以 写 为 
dc 
[Dez] —— — (5. 1. 20) 
II Jan h 


数值 因子 直到 归 一 因子 取 确 定 值 以 前 没有 特殊 意义 . 下 面 要 证 明 的 是 ,路 径 积分 式 (5.1. 16) 
和 es4 成 正比 ,此 处 So 就 是 经 典 轨 道 的 作用 量 ,比例 因子 称 前 置 因子 Cprefactor) ,由 偏离 
经 典 轨 道 的 所 有 轨道 提供 贡献 .将 任意 轨道 的 作用 量 泛 函 SLz(r)] 用 经 典 作用 量 So 和 各 阶 
变 分 表示 : 


Gate) ]-- ME (至 ) VG) Jar 
= SLXCO --àx C] = SEX] + 8S 十 2S 十 … (5, 1. 21) 


STX(z)] 就 是 经 典 作 用 量 So. SLeCO ]— SLX CO JA 6z 一 阶 就 是 6S ,二 阶 量 给 出 S 等 . 
考虑 到 关系 
VG) —VOO = V(X) a -IV'OOQD, 
dX, d. jdX „dxd d. V 
(E taa) (E) 13 as am): 
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以 及 上 式 右 方 在 积分 | dr 下 作 分 部 积分 ,并 用 边界 条 件 c(t) —8x (GO —0 所 导致 的 


dX d ET: 
dr dt epe 


(S22) 一 (agir) 


最 后 得 
- 2 
és = f'e[- $3 -v'oo Jar. (5, 1. 22) 
最 小 作用 的 要 求 85 二 0 给 出 
一 和 和 十 VC = Ő, (5. 1. 23) 
T 


这 就 是 作用 量 ( 见 式 (5. 1. 21)) 为 极 值 的 Euler-Lagrange 方程 , 即 经 典 轨道 满足 的 方程 . 由 


SS, +S, (5, 1. 24) 
" 2 
xs = i [-4 Jà -iV'ODAr mites (5. 1. 25) 


2S BHAA RRA OR. OW TOR 8S. EEAO. 1. 19) 中 的 zx, 给 以 具体 规 
定 . 令 它 的 本 征 方程 为 


| 1 2 | n mn ( LI * ) 


Zalai) = z, Cri) = 0, 
1E 36 A — a E 
Ja, Cz, CO de = Boys 


将 de = Mor, 代 人 式 (5.1.25) 并 用 正 交 归 一 条 件 和 式 (5. 1. 26) ,得 
1 d | —— 
s= Ja Denza |— 7 dg T V OD lez. 
= » Aen = lu. (5, 1. 27) 
路 径 积 分 式 (5. 1.10 8 28 H: 
H -S/A = -So dc, psi 
(x exp(— Zr) |x.) = N| (Dr Je Y^ == Né BITE JE V 
T dc, L. ce 
Ne *^[TI "eget 2 2102.) 


N([[nz*)e 9^. (5. 1. 28) 


上 面 最 后 一 步 是 用 了 Gauss 积分 公式 . HFA, 正 是 算 符 一 十 W(X) 的 本 征 值 ,因此 有 


四 ”这 一 项 对 63S 有 页 献 . 
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Ta = [detc- a? +V" x)". (5. 1. 29) 
3X C5. 1. 28) 可 改写 为 
(zi | exp(— HL. Y = N[det(—2: + V(X) eS. (5.1.30) 
这 是 准 到 二 阶 变 分 的 结果 . 更 高 阶 的 结果 给 出 OCA) B MAE E , BI 


(x exp(— 2r) lz) = N[det(— a? + V’(X)) J e &^^ (1 + OCIO 


作为 简单 的 例子 ,考虑 抛物 线 势 ( 见 图 5. 20. 选 边界 条 件 x; 2, 0. 因此 经 典 轨道 是 
X(r) 一 0, 经 典 作 用 量 是 5S 二 0. 记 V(X(T)) 二 V(X 二 0) 为 wr H 


(xi exp(— Fr) |i) 
= N[det(— a? + 9?) |" e^ (1 + OC). 
以 下 将 要 证 明 ,对 于 0 — 0/2:7;7 0/2 以 及 r 值 很 大 时 ,有 图 5.2 抛物 线 势 
one — i yga — [.9 NS wey /2 
(0 exp( xt] 0) = N[det(— a? +w)] = (zz) eo? (5.1.31) 


MES (5.1.31) 4058 C5. 1. 1102375 ALL. RRS BIZES | 0) MATE AIS KR: 
E, = i hol + OCR)» 


(rx =0]0) = (2) a-- ou». 
下 面 根据 文献 [6] 的 附录 给 出 式 (5.1. 31) 的 证 明 . 考 虑 微分 方程 


(— 3i --WG)) = ub. (5. 1. 32) 
Ab W CO JE c IUE E PRG BSR. > uu (OAKG. 1. 32) BUE. ELI IE 21 PE TRE EO 
d, C7 0/2) = 0, 945, (— 70/2) — p" (B5. 1. oa 


4.4 C732 + Wr) BU 2 4E (8 P Ano E HEI AS STE eR CUR A FR 


^. (-2)- (2)- * 


det(— 3? +W(r)) = [[.. (5.1.34) 


A> W') FW 39 4 8l 883 c BPR FES QUU AGS? 为 式 (5.1.32) 的 相应 的 解 . 
考虑 以 下 的 表达 式 : 


可 改写 式 (5. 1. 29) 为 


C oh) n (0 
det( Zi zi in 7») 二 Ge (ro /2) ` (5, I. 35) 
det(— 22 FWP —4) pP (ro/2) 


左 方 是 复 变量 /的 半 纯 函数 2, 在 每 一 个 uo AU 处 有 一 个 单纯 的 零 ,在 每 一 个 一 Mi” 处 有 
一 个 单纯 的 极点 ,这些 4 都 是 正 实数 . 除 在 正 实 轴 上 以 外 ,函数 是 到 处 解析 的 . 在 复 平 面 任何 


中 ”注意 这 是 和 式 (5.1. 26) 不 同 的 问题 . 由 于 边界 条 件 不 同 , 它 对 任意 上 参数 的 值 都 有 解 ,而 式 (5. 1. 26) 仅 对 本 征 值 
An HR. 
Q HERRA E TEN S AN. KARR. 
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方向 ( 正 实 轴 除 外 ) 取 极限 p> oo ,函数 趋 于 极限 1. 对 于 一 个 在 一 定 区 域内 的 解析 函数 ,而 它 
的 值 ( 沿 一 个 在 此 区 域内 的 连续 曲线 上 ) 是 一 个 常数 , 则 它 在 整个 区 域内 的 值 就 等 于 这 个 常 


数 , 因此 式 的 右 方 除 在 正 实 轴 上 以 外 都 等 于 1. 定义 N: 
det(— 3? +W) 

d» Cro /2) 
因为 对 于 /一 0, 式 的 左 方 根 据 式 (5. 1. 350 55 WKN 一 定 是 个 常数 . 因此 我 们 有 : 


N[det(— 32 --W*") ]* = [x figo Ce; /2) ] (5. 
这 个 关系 对 于 任何 有 界 的 函数 W(r) 和 相应 的 解 V^, E e = 0 时 都 适用 . 
癌 到 谐振 子 问题 ,W 二 wi ,是 常数 ,满足 式 (5.1.32) 和 式 (5.1.33) 的 解 如 是 
d» (0 = + sinho( z+ T (5. 
现在 由 ($2) — sinhe 5 xE-TAEHRTP RC. 1. 3D BERE 
2 2 -1/2 w V uta /2 
N[det(— a? +w)]' = (xc) e) 
3X (5. 1. 3) 48 iE. 
前 置 因子 的 男 一 种 算法 见 附录 3 
Minkowski 时 空 对 普遍 的 跃迁 幅 计 算 的 概要 2 计算 的 路 径 积 分 是 
(at, | ait.) = [tozdexe( 8) exp( +S )F. Ca =) C5, 
式 中 
s= |: M (a? — wr) dt. (5.1 
经 典 轨道 方程 是 
X -——wz, (5.1 
满足 边界 条 件 的 解 是 
x@ = x, Sing (t — ta) + x, singt, — t) (5.1 
= sinw(t, — t,) š pai 
S, RARE MAF, 的 计算 比较 复杂 . 结果 是 
Ne 1 aa 
rt | Eata? — J2xi ym ^| singt, — ta) 
; exp. Sagal + a1) cosa, — ta) 一 2ave.)\(5.1 
Bi 48:8 4 A A A B 8 E R AE AR D 
Grat, | tate? = X pn Gg (TE P IP, ' B. 


将 它 与 式 (5. 1. 43) 比 较 就 能 得 到 本 征 函 数 和 本 征 值 . 为 此 要 用 Mehler AR? 


: exp| 一 l zl +r” 一 2ax'a) | 
/1—a® l—a 


o BSR XA[2]82.4.89.3. 


© 3 Morse P M,Feshbach H. Method of Theoretical Physics, Vol. I, New York: McGraw Hill, 1953,p. 781. 


l. 


i 


l. 


A, 


— xN’, (5; Le 36) 


37) 


38) 


39) 


. 40) 


.41) 


42) 


. 43) 


44) 
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ee Sy f / 
=e 2; pyg H« OH, GO, 


此 处 H, (2) & Hermite 多 项 式 , $ asetit p= zt =H, oe ,用 Mehler 公式 


变换 式 (5.1. 43) ,并 和 式 (5. 1. 44) 比较 ,得 
d.C) = NA e HA), 


N, = (2'n Wn) "^, (5. 1. 45) 
x l 
E, — h(n + 2 k 
和 解 Schrodinger 方程 的 结果 完全 一 样 . 


5.2 瞬 子 与 双 阱 中 能 级 的 相干 劈 裂 


考虑 图 5. 3(a) 所 示 的 双 势 阱 . 势 对 坐标 zx 是 对 称 的 , 即 
V(—2z) = V(x). (5.2.1) 


(b) 
图 5.3 双 势 阱 (a) 及 其 力学 模拟 (Pb) 


抛物 线 在 r= ta 处 为 0( 极 小 值 ) ,并 有 VW" Ea) =o’. 经 典 轨道 的 运动 方程 ( 欧 氏 时 空 H1 
式 (5. 2. 1) 给 出 : 


QUE. a 
RE 5 Minkowski llf Zs Kia 2/] 7; £8 0n — 1) 

dx COE Ss. 

AE CU V (zx) 


比较 ,可 以 把 X 在 虚 时 间 r 的 运动 和 一 个 经 典 粒 子 在 势 一 V 中 实时 间 运 动 相 比拟 (图 5. 200). 
这 样 就 可 以 利用 经 典 力学 的 概念 来 定性 地 分 析 经 典 轨 道 . 这 种 方法 称 为 力学 模拟 . 从 双 阱 势 
的 力学 模拟 分 析 , 有 两 种 简单 的 经 典 轨 道 : 中 对 所 有 的 t+ 值 , X(r) 二 一 a 或 X(t) 二 a; 


ax(-5)- -eX(5)-en m x (3) e x (8) o 7n tmr 
th 69 EK XE a E 
(—u 


a), (52,2) 


exp(— Fe) |- 4) — (a exp (— 2) 
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(a exp(— H)|_4) - (—a exp(— Zr) a). (5. 2. 3) 
考虑 第 二 类 解 ,由 于 MD 粒子 在 c= ta 时 速度 为 0, 因 此 势能 动能 都 为 
0, 是 零 能 量 解 , (SE) —v—o 对 路 径 积分 经 典 解 这 相当 于 


ax ah, (5. 2.4) 
它 的 解 是 
X 
p dy «T dx’ (2V (10), (5.2.5) 


re 是 X —0 相应 的 虚 时 间 ,是 个 任意 的 积分 常数 .图 5.4 给 出 解 (5. 2. 5), 它 称 为 “以 r 为 中 
心 的 瞬 子 ”, 也 称 扭 折 解 (kink). 月 子 (instanton) 在 数学 结构 上 与 场 论 中 粒子 状 的 解 “ 孤 子 ” 
很 类 似 , 所 以 称 为 “ 子 ”(-on). 由 于 它 在 很 长 的 ( 虚 ) 时 间 都 位 于 一 a 或 十 ac, 只 在 一 瞬间 离开 
+a MMA X=0 处 掠 过 , 故 名 “ 瞬 子 ”. 这 一 “ 瞬 ”" 是 可 以 估计 的 .在 ro,Xaa BE V 可 以 写 为 


qo (a—X) ;从 式 (5.2. DA Žula X) dX a—X-e'*. 因此 ,只 在 1/w 这 一 瞬间 X 


才 明 显 远离 a. X(— o9) =a, X( +00) = — a 的 解 称 为 反 瞬 子 . 从 式 (5. 2.4) 可 以 得 出 瞬 子 
( 反 瞬 子 ) 的 经 典 作 用 量 


图 5.4 RTE 图 5.5 WET-RET RE 
s = ja [1 (SE) +v]= [e(&) = [as v. (5. 2. 6) 


H T E He BY [8] C— 09,992 27 [8] 1/w dii ores RE Lon gd 
的 近似 经 典 解 . 由 一 系列 瞬 子 - 反 瞬 子 连接 而 成 的 也 是 近似 经 典 解 .图 5. 5 给 出 这 个 系列 ， 
r ,za 为 各 个 瞬 子 ( 反 瞬 子 ) 的 中 心 .在 图 上 1/0 取 为 0. 对 ”个 骨 子 - 反 骨 子 系列 经 典 作用 
ft nS, DL AR d SR Co. 2. 6), 瞬 子 的 作用 主要 来 自 X=:0 BE — BR. 路 径 积分 前 置 因子 
[det(—3: HV XV] "^ B E WP E I] RES. 如 果 没 有 rr,… 这 些 有 瞬间 ,粒子 位 于 十 < 


或 一。, 在 那里 多 一 过, 因此 结果 和 谐振 子 ( 式 (5.1. 31)) 一 样 , 即 (2) enor, 令 单 瞬 子 对 
痢 置 因子 的 修正 为 因子 KOHA), M n FRE RS ATEA 


(2) ek. (5.2. 7) 
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由 于 mm ,…- 的 位 置 是 任意 的 ,对 所 有 的 经 典 轨道 求 和 也 涉及 对 这 些 位 置 的 积分 . 由 于 被 积 
分 函数 与 mn ,rs 的 位 置 无 关 , 因 此 有 


19/2 t: ve} tb 
| dn | dra Í F E i (5.2.8) 
“ty /2 ry /2 ~ty/2 n! 


还 有 一 个 细节 是 ,如 x(-2)-x(5). nS mcm RE m x (—#)= 


—X (2), Wi ssi A ae. 例如 


" |. H — jm 1/2 - Ke ^u 
( a exp( re ) a) =(“ e E CWÜ e 
a 1/2 Í , 
一 5) eto? g Lexp(Ke ^g) 
— exp(— Ke %"*r,) J, (5.2.9) 
H 1/2 K" eso" 
(—a exp(— n) —a) =(“) vem x a an 


1/2 
= (=) e? 5 Lexp(Ke Ig) 


+ expC— Ke ™/’*r,)]. (5. 2. 10) 
和 式 (5.1.11) 相 比 ,看 出 下 的 本 征 值 是 
E, y hec hKe ^^, (5. 2. 11) 


相应 的 本 征 态 | 十 ) 和 | 一 )( 激 发 态 和 基态 ) 与 ja 和 | 一 ay 的 内 积 为 
| CFI a2 =| (lta) |? = <a | 一 )( 一 | 一 a) = 一 《a | 十) 十 | 一 ay) 


= L(+)", (5. 2. 12) 


基态 | — 1a) 5 | —a? MBAS CREE LTD 4H. 以 上 的 结果 可 以 从 


《十 exp(— ee) |+) 一 exp (一 tr )= e “wiexp(— Ke $/^r,), (5.2.13) 
在 = E. — a tg / 2 —S,/h 
(— exp( He) |-) = exp(— =n )= ew exp(Ke%/"z,), (5.2, 14) 
两 个 要 求 得 到 . 


上 面 实现 的 实际 是 二 能 级 体系 的 相干 辟 裂 . 如 果 双 阱 中 间 的 蜂 是 无 限 高 , 则 两 个 阱 中 分 
别 的 基态 是 简 并 的 . 但 峰 是 有 限 的 ,左右 阱 中 的 基态 能 通过 隧 穿 而 混合 ,因而 | 十 ) 与 | 一 ) 就 
有 能 量 差 2 hKe S, FAT e s%4 的 出 现 是 自然 的 . 由 于 本 征 态 是 左右 两 阱 基态 的 相干 
FIM XARA FT BR. 

以 下 计算 单个 瞬 子 的 前 置 因子 K.G X(rre) 代 表 中 心 在 re 的 瞬 子 解 . 将 r 移动 小 量 
óc. 的 解 与 原 解 之 差 为 


Xe) KG FRO s ZX Gor, = 2X Gor dts. 
最 后 一 步 是 因为 移动 r 和 反方 向 移动 + 的 原点 等 价 . 由 于 移动 解 并 不 变更 作用 量 , 因 此 从 
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式 (5.1. 25) 得 到 
d* y 
ia QD Jax =o, 
BI 


d " 2 
[= a p+ VCXO | 3X Cte) sa fh (5, 2. 15) 
T dr 


从 此 得 到 结论 ,5 攻 是 算 符 | — 3. v^ OO rae RA s EL 0, 称 零 模 解 . 记 xz 为 
归 一 的 零 模 解 0 


yc cix, 
归 一 条 件 是 
1 = c [ac (5 = CS. (5.2. 16) 
式 (5. 2. 16) 最 后 一 步 的 根据 是 式 (5.2.6). 因此 有 
ER d^. (5.2, 17) 
在 将 任意 解 CO YE X(r) 附 近 展 开 时 ,有 
z() = X Cr) H ea 十 Dj earns (5. 2. 18) 


面 对 c, E14 AREA IB AS ,而 AS =O. 不 过 实际 上 对 co 积分 等 价 于 对 zt. 的 积分 ,而 对 re 的 积 
分 已 经 在 上 面 对 瞬 子 中 心 位 置 的 积分 式 (5. 2.8) 作 过 了 . 现在 只 需 找 出 等 价 的 比例 因子 即 
可 .变化 dr. 时 z(r) 的 变化 是 


dzr(r) 一 一 Šar. =— SU*zidr.; 
而 变化 co 带 来 的 是 
dz(r) = rodeo. 
二 者 相 比 给 出 
1 a 
a= — On z dte- (5. 2: 19) 
这 样 ,单子 瞬 子 对 路 径 积 分 的 贡献 已 全 部 算出 : 
^ & E y : ; o =F " 
(a exp(— e.) —a), = Neo (2 ) e /^ det [sa "00 | . £xX9$.2.20) 


a^ n z dco So t 
det 上 的 撤 号 代表 不 包括 零 本 征 值 ,而 对 -的 积分 已 被 m (275) 取代 了 . 将 


式 (5.2.9) 中 一 个 瞬 子 的 贡献 抽出 ， 
(a 


1 
H 
[4)] :z P 
—a) ES E) e"? Ke S, , 
1 x fi 


exe(— e) 


四 ”以 下 不 涉及 r 的 变化 ,X REG BE. 在 讨论 零 模 解 时 就 用 党. 
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并 考虑 谐振 子 的 前 置 因 子 ( 式 (5.1. 35)) 


就 得 出 


9? t 
` E det 一 一 十 
X = (32) E. daN (5. 2. 21) 
det’ (— 33 +V"(X)) 
从 量子 力学 的 通常 表述 (用 WKB 法 解 Schródinger 方程 ) 所 得 结果 与 以 上 K 的 计算 是 符合 
的 ,可 参阅 文献 [6] 附 录 B. 

上 文中 提 到 ,路径 积 分 的 计算 (指数 上 的 经 典 作用 量 , 二 级 变 分 给 出 的 前 置 因子 ) 相 当 于 
半 经 典 近似 . 式 (5. 2. 10 PIE RES hoo 的 修正 HKe s% 包 含 一 个 指数 因子 . 半 经 典 近似 的 
结果 只 在 O( 庆 情况 才 碍 意义 . 当 SP RB BENSE OF XR]. 保留 它 是 否 有 意义 呢 ? 
作为 修正 项 , 它 没有 意义 ,但 作为 | 十 ) 和 | 一 ;的 臂 裂 , 它 是 带头 顶 ,因此 是 有 意义 的 . 

本 节 内 容 可 参阅 文献 [6]. 
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考虑 量子 算 符 及, 它 的 分 立 本 征 态 {|&》} 组 成 正 交 归 一 完备 集 . 一 个 量子 体系 的 波 函数 
1) 可 以 展开 成 这 个 集合 的 线性 准 加 : 

[od = Sic | ee (5. 3. 1) 
展开 系数 c, 满足 条 件 Dla | = 1. | es |? RARI Lo BET AR AES |k) IL. BM 
st C5. 3. 1) 包 含 的 信息 比 以 上 的 陈述 要 更 多 ,因为 复 系数 {c,} 包 含 了 相干 又 加 中 各 项 之 间 的 
相对 相位 . CORE AAAS | > Je AS. 如 果 我 们 只 知道 量子 体系 的 状态 处 于 本 征 态 |k,) 的 几率 , 即 
{w, — ley 12) ,此 处 w, 壹 1, 是 实数 ,并 有 Sw, — 1. 当 不 为 零 的 w, 数目 大 于 1 时 ,状态 就 
是 统计 混合 态 . 密度 矩阵 l 

p= Y ion | Ra? kn | (5.3. 2) 
就 是 描述 统计 混合 态 的 有 效 方法 . p 可 以 看 做 是 一 个 对 角 和 矩阵 ,矩阵 元 为 pm = WO? 条 
件 Nw, 一 1 给 出 , 则 


tro = l. (5.3. 3) 
密度 矩阵 是 厄 密 的 : 
p =p. (5. 3. 4) 
我 们 来 计算 p’: 
P= Dw | EG, | kn) Rm | (5. 3. 5) 


= wis. I. 


”在 我 们 选 定 的 表示 中 p 是 对 角 的 , 变换 表示 可 以 使 它 变 为 非 对 角 的 . 
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这 里 用 了 本 征 态 的 正 交 性 : (e, | Rn) =m MRF D w = 1 意味 着 wi uw, ,除非 只 有 
一 个 系数 rw, — 1 而 其 他 系数 都 为 零 . 一般 情况 下 有 
trp’ < trp, (5. 3. 6a) 
而 在 特殊 情况 下 
p =p. (5. 3. 6b) 
这 个 特殊 情况 是 p= | ko Gs | SEM 4A FI — |k) Ee PS. 在 此 情况 下 
p=| yl. Go 


因此 式 (5. 3. 6a) 是 统计 混合 态 的 条 件 , 而 式 (5. 3. 6b) 是 纯 态 的 条 件 . 密度 矩阵 是 描述 量子 体 
系 的 灵活 方法 ,不 论 它 处 于 纯 态 或 是 统计 混合 态 . 如 果 式 (5. 3. 7) 中 的 态 |y) 是 以 到 加 态 
式 (5. 3. 1 表述 的 ,就 有 
p= diene | Bm 2G, | , (5.3. 8) 
这 里 密度 矩阵 有 非 对 角 元 ,因为 式 (5. 3. 1) 代 表 了 表示 的 变换 ， 式 (5. 3. 7) 的 形式 是 对 角 矮 
阵 ,w, 三 1, 而 所 有 其 他 的 系数 都 为 零 : w,=0, 此 处 9 是 和 光正 交 的 态 . 为 了 辨别 一 个 密度 
矩阵 是 代表 纯 态 还 是 代表 统计 混合 态 ,必须 先 把 矩阵 对 角 化 . 数 一 下 有 多 少 非 零 的 矩阵 元 . 
如 果 数 目 为 1, 它 代表 纯 态 . 如 果 数 目 大 于 1, 它 就 代表 混合 态 ， 
在 工 表 示 中 ， 
plr'z) = | plz) = jwtz’ | bk | £) = Dowie pi (I). (5.3.9) 


在 以 p 代表 的 状态 中 任何 可 观测 量 A 的 期 望 值 是 


(Ay= Swath | Â | k) = [dzdz'wi <k | | A La LO 
k 


= [dzdz'<a | p | IIE | A |y= Jdxdz/pGr a^) AG sx) = trpA, (5.3.10) 
在 统计 力学 中 ,考虑 体系 处 于 温度 T 的 环境 中 . BUR AES E p). ETT E 


H|o)-E|g^ (5. 3. 11) 
则 体系 处 于 |w7 的 几率 是 
UU, = ae , (5. 3.12) 
此 处 
em 3 
B iex kT’ (5.3, 13) 
Q= Pe, (5. 3, 14) 
Q 是 统计 配 分 函数 . 密度 矩阵 可 以 写作 
p= gx | gi (gi l= ort (5. 3. 15) 


REPE e 775: Loo BU ei po ,再 用 完备 条 件 了 ) | go (o |= 1 得 到 的 . 有 时 为 了 简 
便 , 用 非 归 一 的 密度 矩阵 
pp e, (5. 3. 16) 
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这 时 在 求 期 待 值 等 问题 中 需要 小 心 . p(B8) 满 足 的 方程 是 


E s Hp. (5. 3. 17) 
p(0) = 1. (5. 3. 18) 
在 工 表示 中 
plzz’) = e | x», (5. 3. 19) 
-P(e B) = Hp (x,x's p. (5. 3. 20) 
pizz s; Q= nido (5. 3. 21) 
将 式 (5. 3, 19) EK EERTE (| exp(— Fir) |’) 比较 ,它们 竟 如 此 相似 : 只 要 设 定 


r 一 名 = d. (5. 3. 22) 
统计 力学 中 密度 矩阵 就 可 以 用 路 径 积分 表示 : 
pix: p) = N| [Dz (u)Jexp|— 3 * 


此 处 U= Ag. 体系 所 有 的 平衡 态 性 质 都 能 从 密度 矩阵 得 到 . 
为 了 印证 一 下 用 Minkowski 时 空 计 算 的 式 (5. 1.43), 这 里 用 欧 氏 时 空 计 算 谐 振子 的 密 
Se ,利用 一 个 路 径 积 分 的 重要 性 质 . 经 典 轨道 的 运动 方程 是 


U 
[pmt 0 + VEz] du], (5. 3. 23) 


X—wX=0, LO -g X(U)-z. (5. 3. 24) 
解 是 
| (xz! —re")e* + Cre’ — z')e 
x= T—— — Cawsre ~~ (5.3. 25) 
经 典 作 用 可 以 直接 计算 : 
S, = 2s Finke 24 z3*)cosheU — 2zz' ]. (5. 3. 26) 
将 满足 边界 条 件 的 任意 轨道 x HX 表示 : 
zlu) = X(u) y(u), yO) = yU) = 0. (5.3. 27) 
二 阶 变 分 是 
m U 
aS = m (GÀ al du, (5. 3. 28) 
2 Jo 
前 置 因 子 和 路 径 积分 分 别 是 
FW) = |[Dy lexp|— 二 | (2 i jp muy jau], (5. 3. 29) 
plzz; U) = e^ F(U). (5. 3. 30) 
利用 路 径 积分 的 基本 性 质 
p (zsz; U, +U:) = [est U,)p(2" sx; U, Jdr”, (5. 3. 31) 


它 的 意义 是 把 一 个 历史 分 两 步 走 : 有 一 个 中 间 阶 段 xo’. BAHT HEBES] Ul 和 U;. 对 历 
史 求 和 ,中 间 值 x* 是 任意 的 ,应 该 积分 . 用 式 (5. 3. 31) 便 可 以 解 出 前 置 因子 F(U), 将 
3X (5.3. 30 AX C5. 3.31): 
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F(U, + Uz )exp| — Vere) HIST 


=|exp(- TES (zsa; Us) + Solaz: Ui] | FCU) FQ de 
将 式 (5. 3.26) 代 入 ,对 zx 积分 ,得 F(U) 满 足 的 方程 : 


F(U, *up[* Mente CEST 
i Ww (5. 3. 32) 
=FW,) É MeSH CE rs 
因此 解 是 
2 fixsinhU * 
lc | FU) =e”, 
或 
F(U) = [zz] ewe (5. 3. 33) 
a 可 以 从 归 一 化 决定 ,结果 和 式 (5. 1.43) 相 同 . 这 里 用 了 式 (5. 3. 31) 而 没有 直接 对 式 (5. 3. 29) 
求 积 分 ,是 个 巧妙 的 办 法 中. 
以 下 讨论 耦合 体系 的 密度 矩阵 给 出 了 步骤 以 及 最 终结 果 . 在 下 面 我 们 补充 了 中 间 
计算 9. 


考虑 一 个 与 宏观 量子 隧 穿 有 关 的 问题 . 这 是 一 个 砖 合 的 体系 ,一 个 体系 质量 为 M, 坐 标 
是 g, 在 势 V(g) 中 运动 另 一 个 是 谐振 子 质 量 为 mm, 频率 为 w, 坐 标 为 zx, 二 者 之 间 有 耘 合 
一 YXxg. Hamilton fit ft 


» 2 2 :2 
H = =} pa z +Y + vc) — yaa. (5. 3. 34) 
密度 矩阵 为 
U 22 2 
pízz ; U) =N|[LDa]LDzJexp|— | (= + "m z 一 yaz )du | 
.3 
x exp[- + (Mi +v Jas]. (5. 3. 35) 


边界 条 件 为 
x10) =z, XxX(U) =2'. 


一 般 情况 下 路 径 积 分 不 能 积 出 . 但 可 以 试图 将 z 的 泛 函 积分 积 出 ,得 到 体系 9 的 有 效 作用 
量 . 将 符号 稍 作 改变 ,对 以 下 路 径 积 分 求 值 : 


U 
FU fs z.z] =|[pz]exp| 一 r[ (= z*-- pua + if G2 )du | 
r(0 x, x(U)=2"'. (5. 3. 36) 
A x f) Euler-Lagrange 方程 看 ， 


X—gX- + flu), (5.3. 37) 


o Aes Sin TARAS SN. 
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这 是 受 迫 振子 . 仍 用 zx 一 X 十 y, 作 用 量变 为 
s= E [Zu 3 - 2 XH HIS+ y) Jdu 


-|2 zr w X? 十 + Zi fx |du + [m[ X 5 +a’ Xy + Žify |du 
-[2 PC rw! y)du. 
第 二 个 积分 的 第 一 项 可 以 变换 为 | X jdu = Ky] — | Xydu, 因此 第 二 个 积分 变 为 


[|m[- X-c X + Lf G0 |yduy 它 由 于 运动 方程 而 等 于 0. 第 三 个 积分 给 出 谐振 子 的 前 置 


F: v mo/2x lisinhoU . 运动 方程 式 (5. 3. 37) 用 参数 变 分 法 解 , 即 
XGD = Cao Hyde Hle + ye, (5. 3. 38) 
此 处 


y= 元 二 | swe du, 
dt (5. 3. 39) 
—— 1 wu 
ys 元 一 | f Go e" du. 


Ri XC0o)—z,X(QU) —z' , 即 可 将 ci sc; REM wale zr U 以 及 两 个 常数 A AB HBR: 


A= 元 一 |. e "f(u)du, TT 
B= | et? feudu bs 
2m«wJo . 
经 典 作 用 量 计算 如 下 : 
S mf (X +a x” + Zif(w)X) du 
— MTS U U - i Em 
=z [xx| +, ( Xs X+ zif)Xdu| 
md m d E i 
= ml 和 +f, Lf (o Xdu |. 
将 X( 式 (5. 3. 38) MKS. 3.39) KA ARE 
So -u-[ f e 7»! FCu) fCu') dudu' 
tua + z'*)coshoU — 2xx' 4- 2ACre*" — 2’) 
--2B(G'e*" — x) + (A? + B')e" — 2AB]. (5. 3. 41) 


至 此 已 将 F( 见 式 (5. 3. 39) FH: 
£p E nao : 一 So 1 
FL fsx» ] = AJ a RsinhoU © re (5. 3. 42) 
在 实际 应 用 中 需要 计算 以 下 f BOE PR: 


af] = [Freri (5. 3. 43) 
— [Foix az ie 
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F 的 前 置 因子 不 参与 积分 ,在 妃 门 中 约 去 . 分 母 积 分 为 


= = n KsinhwU nda 
|exp[— RshoU 1jz* Jaz = (ay) (5, 3. 44) 
4rd Bj FLf,z, 工 | 中 的 Ss | ENS E 
Si lus =|. fe el F(u) f Cul ) dudu' 
Mw 2 2 wT _ 
+72, x*(coshwU — 1) - IAFB (EY — Dz 
r4 2 
T. (AF ev — AB |. (5.3. 45) 


第 二 项 经 过 整理 , 变 为 
1 (A+B)(e" —1) 


7o v. ES 
Zey | (coshoU Dats pe E —] 


花 括号 中 的 第 一 项 是 与 z 有 关 的 ,进入 式 (5. 3.43) 分 子 的 [exp[ 一 Sy [ev /和 de 积分 ,结果 


] 一 AB(1 十 ee | (5. 3. 46) 


ge [m Asin)" 正好 和 分 母 的 积分 式 (5. 3.44) 约 掉 . 至 此 ,对 十 门 有 贡献 的 只 余下 


式 (5. 3. 45) 第 一 项 和 式 (5. 3. 46) 花 括号 中 的 第 二 项 : 
af] =exp| — I enn fu) f Cu’) dudu' 


wU 
+ etl be DAB |. (5. 3. 47) 
将 
y WE V ej ; ; 
AB —— | | eem foo fit) dudu (5. 3. 48) 
4m*w JoJo 

代入 ,再 经 过 整理 ,最 后 可 以 得 到 

éLf] — exp omen zl. iml a op )dudu . (5. 3. 49) 


5.4 衰变 态 的 瞬 子 方法 


考虑 图 5.6 的 势 及 力学 模拟 . 如 果 不 考 虑 势 垒 隧 穿 , 则 在 阱 底 可 以 有 一 个 基态 . 现在 有 
了 隧 穿 ,能 否 和 双 阱 问题 一 样 用 路 径 积 分 计算 对 能 量 的 修正 呢 ? 从 力学 模拟 看 经 典 轨道 是 
rf 二 一 00, 义 二 0 Aj c—0 Bf, Xo, HEISE RE HE BE D 0, 开 始 走 回头 路 ,最 后 于 r= 二 十 2 回 到 X= 
0. WT 5. 7. 这 个 解 称 为 回 弹 (bounce), 见 图 5.6: BERT o 就 被 弹 回 了 . MIRRA 


(o | exo( — rs) |o Y PREAS ta ER — ER LN RERO Rc ELA GL (7 * eX 


exp( Kr,e % 信 ) 的 结果 ,当然 Soso 和 双 阱 情况 不 同 . 
实际 情况 并 不 如 此 简单 首先 ,算出 的 修正 比 去掉 的 量 还 小 ,而 这 里 又 没有 辟 裂 , 算 它 有 


什么 意义 ? 其 次 , 回 弹 解 有 一 个 极 大 值 ， 即 守 在 此 为 0: 它 有 一 个 节点 . 从 束缚 态 能 级 的 性 
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图 5.6 势 (a) 及 力学 模拟 (b) 


质 看 , 零 模 解 有 节点 ,就 应 该 还 有 一 个 能 量 更 低 ( 能 量 为 负 值 ) 的 无 节点 的 解 , 与 [Tai 成 


正比 的 因子 K 就 会 是 虚数 .还 有 ,从 图 5. 6(a) 的 势 看 , 势 垒 穿 透 将 使 原 居 阱 底 的 态 成 为 不 稳 
定 的 . 
确实 ,在 阱 中 的 态 是 不 稳定 的 ,这 使 它 的 能 量 有 
虚 部 ,这 个 虚 部 决定 态 的 训 变 率 . 态 的 不 稳定 是 由 势 
垒 隧 穿 造成 的 ,也 应 由 路 径 积 分 算出 . 对 能 量 修正 如 ~ 
果 是 实 的 ,确定 不 好 保留 ,因为 弃 去 的 部 分 还 会 比 它 
大 . 但 虚 部 恰恰 是 需要 保留 的 ,因为 它 已 是 带头 项 0 d 
(不 考虑 隧 穿 的 原 能 量 没 有 虑 部 ) ,而 且 它 要 给 出 态 图 5.7 回 弹 解 
的 衰变 率 . 结果 的 形式 将 会 是 


ImE, 一 六 一 六 K | es, (5.4. 1) 


了 是 不 稳定 态 的 能 级 宽度 . 在 计算 前 置 因子 中 , 令 人 -代表 本 征 问题 的 负 本 征 值 ,c-: 代表 
T(z) 展开 时 负 本 征 值 态 -前 的 系数 . 这 样 对 c-: 的 积分 会 是 


dc 4 exp(— Jean )= dc- exp( 5. ee LA (5,4. 2) 


J2 v hi a 2v hi 
E CAM —1/2 E _ i nj uU 上 
是 发 散 的 . 另 一 方面 从 [47 看 Hi a 究竟 实际 情况 如 何 呢 ? 可 以 试用 
解析 延 拓 方法 . 先 设 式 (5. 4. DAHA ,为 正 值 ,积分 后 得 -元 一， 然 后 将 )_, 延 拓 到 负 值 , 有 


1 TU QM -S,/h "E 1 
Jap ANH NODE ImE, —7-—h|Kle , 比 正 确 值 少 一 个 因子 1/2. 这 说 明 解 


析 延 拓 要 作 得 更 细 些 ' 引 . 为 了 齐 析 一 下 解析 延 拓 的 作法 ,只 在 部 分 函数 空间 中 考虑 一 族 以 实 
参数 z 表征 的 历史 ,有 


dz  _- 
JG = | —e *""", (5.4, 3) 
v 2n hh 


这 些 轨道 示 于 图 5.8. 2-1 相当 于 回 弹 轨道 , 它 的 作用 量 是 极 大 值 . x 更 大 的 轨道 由 于 粒子 
在 大 工 值 处 (V 值 为 负 ) 停 留 较 长 的 ( 虚 ) 时 间 ，, 使 作用 量 减 小 . 作用 量 与 = 的 关系 示 于 图 5. 9. 由 
于 随 x 增加 S(z) 迅 速 变 为 更 大 的 负 值 , 导 致 积 分 (5. 4. 3) 的 发 散 . 由 于 这 类 计算 是 对 定 态 
(而 非 训 变 态 ) 进 行 的 ,因此 直接 搬 到 图 5. 6(a) 的 势 并 不 合适 . 应 该 从 图 5. 10(a) 的 势 开始 将 
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它 逐 步 扭 曲 趋向 图 5. 6(a) , 当 作 用 量 在 z— 1 处 达到 极 大 值 之 后 ,真实 势 ( 图 5. 6(a)) 的 作用 
量 将 偏离 图 5. 10(b) 曲 线 在 271 时 向 下 弯 , 再 继续 原 有 的 积分 路 径 ( 沿 = 轴 ) 就 不 行 了 . 为 
了 使 积分 有 限 并 能 给 出 虚 部 ,应 将 积分 路 径 从 z— 1 处 扭曲 到 和 修平 面 ,如 图 5. 11 所 示 . 此 处 
假定 势 的 扭曲 决定 积分 回路 向 上 半 平 面 扭 曲 , 从 鞍点 z— 1 向 上 方 积分 ,用 最 大 速率 下 降 近 
似 计算 ,有 


Pas E ^E ect. 


图 5.8 一 族 用 参数 z 表 征 的 轨道 


V S 
O z O z 
(a) (b) 
图 5.10 给 出 束缚 态 的 势 图 5.11 变化 的 积分 回路 


(a) Heme, CO 不 同 轨道 的 作用 量 


第 一 个 积分 给 出 实数 , 令 一 1 十 iy, 第 二 个 积分 是 
, + T 1 X. y . 2 
j= if dy ze [sap 2 zS (1) iy) ]/*). 
此 处 S'Cy) HE y—1 处 是 负 值 .因此 J 的 虚 部 是 


In ijs Uu [s = sax ]/n) 


= Leson | Sa) 72. (5.4. 4) 


重要 的 1/2 因子 的 来 源 是 ,此 处 Gauss 积分 是 从 0 积 到 ce 的 ,其 值 为 自 一 co 积 到 十 co 的 积分 
值 的 1/2. 可 以 将 以 上 模型 式 的 讨论 进行 推广 ; 
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T 1S)" t ELS 


an det(— 25 + 0°) 


-1/2 


det' = I +V"(X) ) 


~ 37 
r=2h| K | oS" = n( S, ) pu 


On h (5. 4. 5) 


det = 二 ow ) 
Callan-Coleman 方法 中 的 以 上 讨论 不 是 严格 证 明 ,想法 是 从 J. S. Langer'*1 处 理 相 变 问题 的 
方法 启发 得 来 的 . 

作为 一 个 例子 ,在 附录 1 中 讨论 “二 次 加 三 次 ” 势 的 隧 穿 问题 了, 一 方面 可 以 印证 本 节 讨 
论 的 与 回 弹 解 相应 的 本 征 问 题 具有 负 本 征 值 而 直接 计算 出 能 量 虚 部 , 另 一 方面 在 行列 式 比 
例 计算 上 还 有 一 些 有 用 的 方法 . 结果 将 用 于 第 6 章 . 


实际 上 对 一 些 具体 问题 可 以 直接 计算 二 次 变 分 的 路 径 积分 ,而 不 涉及 算 符 一 好 ;十 


V(X) 的 本 征 函 数 展开 . 这 一 点 将 在 附录 2 中 讨论 . 

关于 本 节 的 内 容 , 请 参阅 文献 [6]. 

本 章 讨论 的 相干 辟 裂 和 衰变 态 瞬 子 方法 ,都 属于 路 径 积 分 的 背景 场 计 算 方 法 . 它 是 一 种 
近似 方案 ,其 特点 是 主要 贡献 来 自 经 典 轨 道 . 作用 量 的 一 阶 变 分 8S 为 零 给 出 经 典 轨道 , 即 
它 给 出 作用 量 的 极 值 . ME SS 表示 量子 涨 落 的 贡献 . 为 了 保证 远离 经 典 轨道 的 贡献 很 
小 ,必须 把 时 间 t 变 为 ir, 即 从 Minkowski 空间 转 到 欧 氏 空间 . 这 样 轨道 的 权重 因子 将 出 现 
e S ,保证 经 典 轨 道 (S 最 小 ) 对 路 径 积 分 贡献 最 大 ,远离 它 的 轨道 的 贡献 指数 衰减 , 因此 背景 
场 方法 只 是 -一 种 半 经 典 近似 的 方便 框架 ,尤其 是 经 典 方程 是 非 线 性 方程 时 ,这 种 量子 化 是 在 
它 的 经 典 解 基础 上 进行 的 , 即 在 经 典 弧 子 的 基础 上 考虑 量子 涨 落 . 

要 强调 的 是 路 径 积 分 方法 本 身 是 量子 力学 的 一 种 表述 , 它 并 不 包含 任何 近似 ,同时 量子 化 
方案 绝 不 是 唯一 的 . 从 量子 理论 到 其 经 典 极限 ,可 以 用 唯一 的 一 种 途径 实现 . 但 给 定 经 典 理论 ， 
要 从 它 出 发 去 构造 量子 理论 ,本 质 上 是 要 引入 Planck # 3 84 — t“ EE” (deformation) ?, 3 
径 并 不 唯一 . 从 经 典 Poisson 括号 到 量子 Poisson 括号 (对 易 子 ) 是 一 种 推广 .但 这 种 办 法 对 
Fermi 子 并 不 适用 : 要 改 用 反对 易 子 .判断 量子 化 方案 是 否 正确 的 原则 是 : 量子 理论 应 该 包 
SAUER ,理论 应 有 内 在 的 自 洽 ,当然 更 重要 的 是 理论 预言 与 实验 结果 符合 . 正则 量子 化 
是 我 们 熟悉 的 . 从 正则 量子 化 方案 还 演化 出 一 种 “对 应 原理 量子 化 ”. RRM 少 为 


Hamilton 量 某 一 对 称 群 的 表示 . 在 对 称 变换 下 ,y 的 变化 是 ple EO. 令 @ 为 与 对 称 变换 相 
对 应 的 守恒 量 生成 元 , 它 通过 二 次 量子 化 的 算 符 Qs! 表示 ,它们 满足 一 定 的 对 易 关 系 . 对 应 
原理 量子 化 要 求 yli Q9 ,通过 这 个 要 求 可 以 得 到 生成 元 Q 的 形式 . 通常 在 线性 问题 中 ， 
上 满足 的 正则 对 易 关系 给 出 熟知 的 Q 生 成 元 形式 . 在 非 线性 问题 中 ,实际 使 用 的 对 易 关 系 不 


D “二 次 加 三 次 ”" 势 的 陪 穿 结果 首先 由 A. O. Caldeira $ H (Ph. D. Thesis, Univ. of Sussex,1980), 在 文献 [13j 中 引 
用 了 结果 . 
© ”这 是 上 ,Faddeev 的 提 法 ,他 称 从 量子 到 经 典 的 过 程 为 “收缩 "(contraction). 


D EF bp ihc 数 , 右 方 对 易 括 号 中 的 少 是 算 符 , 故 称 “ 对 应 原理 量子 化 ” 
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一 定 是 正则 的 . 这 时 原则 上 可 以 通过 经 典 变 分 形式 5y 找 出 相应 的 守恒 量 Q 的 形式 . BER 
分 原则 上 可 以 给 出 不 做 近似 的 量子 力学 计算 ,其 谐振 子 精 确 解 便 是 一 例 , 当 然 结 果 和 正则 量 
子 化 完全 一 致 . 路 径 积分 形式 通过 Faddeev-Popov 理论 可 以 推广 到 普遍 量子 场 论 . 在 非 
Abel 规范 场 的 量子 化 中 , 它 提 供 很 自然 的 理论 框架 ,将 么 正 性 与 可 重 正 化 性 统一 到 一 个 理 
论 构架 之 中 . 

i 在 路 径 积分 的 具体 计算 中 都 用 了 虚 时 间 oie SRE fie ZEB E EZ ETH. 取 虚 时 
间 的 办 法 称 为 Wick 转动 ,在 物理 学 中 是 经 常 应 用 的 . 对 路 径 积分 ,一 些 数学 家 是 有 保留 的 ， 
认为 其 Wick 转动 在 数学 上 是 不 够 严格 的 ， 


附录 1 “二 次 加 三 次 ” 势 的 隧 穿 


考虑 “二 次 加 三 次 ” 势 ( 图 5. 12(a)) 和 它 的 力学 模拟 (5. 12(b)). 势 的 形式 是 


— (4) ]. (5. Al. 1) 


此 处 


(b) 
图 5. 12 “二 次 加 三 次 ” 势 (a) 及 力学 模拟 (b) 


计算 隧 穿 率 也 是 由 计算 经 典 作用 、 经 典 轨道 ,前 置 因子 几 个 步骤 组 成 2. 从 力学 模拟 看 出 ,经 
典 轨道 ( 回 弹 解 ) 是 g( 一 一) 一 0,9(0) 一 % vd( 有 全) 一 0,m 一 “= 经典 轨道 是 零 能 量 解 ,因此 ， 


2 
经 典 作 用 量 是 
S = | (去 me +V(q))dr = [m'de = [mgd g = j^ Vm Va dq. 


将 式 (5. Al. 1) 代 入 ,得 


O ”基于 陈 欣 同志 的 推导 ,特此 致谢 . 
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x 27 Vof rgt /qe q. 36V, 
S = 2q ( 2 nV.) r (2) e ] (t) cw (5. Al. 2) 
经 典 轨道 满足 的 方程 是 
Iag ty ay Aay 
os v) (a) p 
满足 边界 条 件 qC7 09) —9(09) =0,q(0) =q 的 解 是 
X(r) 一 gosech’ = Var, (5. A1. 3) 
计算 前 置 因 子 要 先 解 一 个 本 征 问 题 , 本 征 方程 是 ( 放 进 质量 ) 
—m T +VW"CX) x, = Ax (5. A1. 4) 
其 中 v^ v 的 二 次 微 商 ， 
= 2V f3 
VG) = 2q (2 3i). 
因此 有 
3 
in [1———— —— 
= e vs 5. Al.5 
7 (ZX) p | cosh’ ie Bi. à i 
定义 新 参数 
_ 27), 1 
Er 24 Aa 
3 2m 2m (5. A1. 6) 
ime Amgi! ^ — 240 A] 27V, ' 
并 加 以 整理 ,方程 (5. Al.4) 变 为 ? 
' V 
tt jme ; Ee. = 0 (5. A1. 7) 
dr cosh FA 
势能 V(r) 二 一 《一 示 于 图 5. 13. 方程 正本 征 值 是 连 Vc) 
cosh? ^ 
续 的 , 负 本 征 值 是 分 立 的 ,它们 是 o f 
HTa LA 
E.=—53|5 /sv? +1 — (n+) | 
=—# 3-n), n-0,1,2. (5.A1.8) 图 5.13 本 征 方程 的 势 
由 式 (5..Al.6) 转 换 为 我 们 需要 的 1，: 
= at (1—iG-»!). | (5. A1.9) 
三 个 分 立 的 本 征 值 是 


D 可 参阅 文献 L12]p. 73. 
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5 


do —— le. =O. a= Tt. (5. A1. 10) 
对 连续 本 征 值 ,从 式 (5. Al. 60 $E X. 

k = V2mE = VAM ~w. (5. Al. 11) 
回顾 一 下 与 谐振 子 有 关 的 本 征 问题 

—7n x + w* zx, = Ain» 
EMA A, 是 式 (5.1. 34) 

NL = a» + n , 
To 


它 是 用 方程 的 解 加 上 边界 条 件 x, (ES) 0 求 出 的 , FU k E 
t= "ha i (5. Al, 12) 


0 


因此 当 ro 大 但 有 限时 ,k 的 谱 是 准 连续 的 ,其 间距 是 n/r. 本 征 方 程 (5. Al.7) 也 需 加 上 边界 


条 件 zx, (+) 0 R th de t nS. 定义 
& 一 tanh $» (5, A1. 13) 
方程 的 解 是 超 几何 函数 
z-a-ertr[-i8 s, i244, i e1ga-e]. (5, Al. 14) 
EJ A c 的 独立 变量 , 与 4, 有 关 ( 见 式 (5. Al. 11)), 将 由 边界 条 件 确定 ,w 定义 包含 于 
式 (5. Al. 6): 
em y, " (5. Al. 15) 


V, Ag 都 是 二 次 加 三 次 的 势 参数 . 方程 本 有 两 个 线性 独立 的 解 , 此 处 选 了 式 (5. Al. 14), 
为 另 一 个 解 在 原点 是 奇异 的 .运用 边界 条 件 (r 很 大 ) 只 需 知 道 解 的 渐 近 行为 . 在 c0 to, 
独立 变量 的 极限 如 下 : 


roof, tanh e 1— 2e, iac-20- la-8- ee, 
u—g»Y*€* + e*; 
当 r—— co Hj, tanh 5. —— 1E 2e*, j0-6-1 Fap >e, 


ee 


(5. Al. 16) 
fit (5. Al.14) 的 渐 近 行为 如 下 : 
r—-1-oo fit, x — e^F( ’ E ,0) =<", 
| (85. A1. 17) 
too kt, r--e"*FC , , aD. 


运用 公式 


中 ” 见 文献 [12], 附 录 e. p. 659. 
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YQ. IIXQIXE——2B8 — e d 
F(ab 7.5 1 — 8) CEPS VERE E yi A+) 


IODIXa-c-8—y2711 ree 
t PRODR (za0*9) 


x F(y—a yf 1 -a-p 70+), (5. A1. 18) 


可 以 将 > — oo 8l reok. 解 (5. Al. 14) BO y 8— 一 3, 而 卫 ( 一 3) 一 ce, 故 
式 (5. Al.18) 第 一 项 为 0. 在 c — coy 


F(—i%—3,-i+4,-1441,1) 
w w w 
(12412) (145i 5) 0.12) 


oDDD anm 
T (£5) 
A CS. Al.17) 第 一 式 给 出 retook, r= e, AEE re — colt 2 应 是 z 二 ee ,6 是 散射 
相 移 . 故 式 (5. A1. 20) 给 出 


B] zr> 一 co 时 


T 
方程 对 + 一 + 是 对 称 的 ,对 向 一 + 方向 传播 结果 是 一 样 的 . 综合 上 述 结果 ,方程 连续 态 有 两 
个 线性 独立 的 解 ， 


e", T+ 00; 
xlr) 一 > | irtis, (5. A1. 22) 

e E Te OO; 

ew, re oo; 
xlr) 一 | ee (5, Al. 23) 

e t re ca 

通 解 为 

d. = Ax, (r) 十 Br, (— r). (5. Al, 24) 


E : (5. A1. 25) 
An (- 2) Be (7)- 0 
A fu B 存在 非 零 解 的 条 件 是 
xar /2) =+1, (5. A1. 26) 


x,C— 0/2) 
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对 足够 大 的 zt RCS. Al. 260 3X C5. Al. 22) 3X C5. Al. 23) 给 出 
exp (ik at exp(— ik r1 tid). 


Bil 
e^o 9, =E fa 
Jj Bp 
kro 一 人 = nm» n= 0,1,2 5°". C3; Al, 27) 
第 n AEE, FEO 
Eis UI. (5. A1. 28) 
Ta y B3 A, 是 
À, = kie. (5. Al. 29) 
det’ (— 3? +V”) 
PACH A St 30 RE ea Fa EE 
9 2 2 
em ee 
分 子 上 由 于 是 de’ 已 将 零 本 征 值 去 掉 . WHERE. A 
ki — ki 
IT wth = exp| DIn( a i (5. A1. 31) 


指数 上 求 和 计算 如 下 : 对 to RA EST Kinh, C, — b.) BAR by =, 因而 有 


— k? an 2kOk 


In(1 -EIE m EIE ro Cof +R) 


于 是 得 
t 2kd 
2 In(1 + ECCE) li dk t+) 


= 二 | a (5. A1. 32) 
T Jk-0 


式 (5. Al. 32) 与 m 无 关 ,经 过 分 部 积分 和 利用 式 (5. AL. 21) ,得 到 上 式 等 于 ln 325. 因此 


det’ Eo ON. 
3X C5. Al. 31) base 再 包括 进 (5. Al. 30) 的 贡献 , jcr 的 值 是 164228 B >. 因此 有 


dlt= eV us ux 
| det(— 3? +w) ] =e 


To HERE ROS. 4.5) 给 出 : 
zin Vol 


1 i 
) es^ 区 Vw (ave. PELLEN (5. A1. 33) 


中“” 记 为 上 以 区 别 于 谐振 子 的 有 关 本 征 值 . 
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附录 2 计算 路 径 积 分 二 次 变 分 的 平移 法 


这 个 计算 不 经 过 对 应 拓 一 寺 呈 十 本 征 函 数 展开 ,而 采用 一 个 映射. 方法 是 R 


Dashan, B. Hasslacher, A. Neveun 引 首先 在 场 论 中 计算 能 谱 时 使 用 的 ,他 们 用 的 是 实时 间 . 
WILMA H. J. W. Müller-Kirsten ™ 将 此 法 用 于 量子 隧 穿 问题 ,用 虚 时 间 , 称 为 “平移 法 
(shifting method)”, 以 下 作 一 简单 介绍 . 路 径 在 经 典 解 x. 附近 展开 ,z 王 ze 十 y* 二 阶 变 分 对 
路 径 积分 的 贡献 是 


1 = [[Dy]e*% = [[DyJexp(—| Myar), (5. A2. 1) 
此 处 
M -— +E HV"). (5. A2, 2) 
y 满足 边界 条 件 
yCE T) 一 0 
引入 映 身 yz: 
| E y GOdr, (5. A2. 3) 
此 处 NCO 8E 2; f 
Fz — 2V"(z.) |N@) = o. (8. A2. 4) 


Bl N(x) E MES EUREN CO =, 式 (5. A2. 3) RE z(z) 满 足 的 边界 条 件 zC T) = 0, ifi 


z(T) 要 由 式 (5.A2. 3) fg S B H. 从 式 (5. A2. 3) 以 及 yC— T) 20, 2C T) —0 可 以 得 出 
式 (5.A2. 3) 的 道 映射 3 


yt) = «GO + NO[ NG «(ede (5. A2. 5) 
xk C5. A2. 5) 45 1H 
xT) +NCT){ NOD ace! ide! = d. (5, A2. 6) 
这 是 z(t) 满 足 的 第 二 个 边界 条 件 . 映射 (5. A2. 3) 带 来 的 简化 是 ,SE EO 
ss, -[ 2? Cde. (5. A2. 7) 


; 
作为 代价 , 它 导 致 z(T) 受 到 约束 ( 见 式 (5. A2.6)). 约束 可 以 用 Lagrange 不 定 乘 子 解决 . 将 
NGOUCS Wax. (rc) ,积分 KRG. A2. 1)) 即 可 写 为 
exp| 一 i ded 2 taļa D s n[ EG (de Anan 


T (cr) 


fe |CDe Ida | 22 


(5. A2. 8) 


Q MRCS B. 


184 第 5 章 路径 积 分 方法 ,衰变 态 的 瞬 子 方法 


一 一 一 
—————— ~ - 


此 处 | 强 | 是 映射 的 Jacobian 行列 式 ,指数 上 包含 Lagrange 不 定 乘 子 «的 一 项 反映 了 zT) 
受到 的 约束 . 经 过 繁复 的 积分 ,可 将 T 直接 算出 9, 最 后 结果 是 


1 è . d dr lis 
I — - : T d T 1/2 | - 


这 个 结果 给 出 一 个 重要 结论 :; 对 扭 折 解 ,z.( 一 T) 二 z(T), 因 此 第 一 个 括号 内 因子 为 正 , 对 
回 弹 解 ,之 .( 一 T) 二 一 XZ.(T) ,这 个 因子 为 负 ,I 为 虚数 .文献 [14] 给 出 倒 双 阱 势 了 的 数值 . 


(5. A2. 9) 


附录 3 谐振 子 前 置 因子 的 另 一 种 算法 


以 下 介绍 文献 [7] 的 算法 .1 十 1 维 欧 氏 时 空 谐振 子 的 Lagrange 量 是 


L-l(&y iss (5. A3. 1) 
势能 部 分 
y ese apt (5. A3. 2) 
为 常数 . 经 典 轨道 方程 是 
- os aX =0 


为 了 演示 方法 , 先 计 算 一 个 简单 情况 : 对 于 任何 r 值 ,X(r)=0. 经 典 谐 振子 在 原点 静止 . 经 
典 作 用 量 是 


So = 0, 
为 了 计算 前 置 因 子 , 考 虑 z 满足 的 方程 
d* è a 

(—qate jz， = A. (5. A3. 3) 

边界 条 件 是 
X, (一 ro/2) = 0,z,€0/2) = 0. 
边界 条 件 给 出 方程 的 本 征 值 2: 
rr (5. A3. 4) 

To Ti nx 

以 及 


2 


II^ = (II a ) "[II (1 +o 


—1/2 
To ) | 


上 式 右 方 的 两 个 因子 可 以 分 别 计 算 . 先 考虑 自由 粒子 ,( 即 弹性 常数 为 零 的 谐振 子 ,w 一 0. ) 


人 由” 见 文献 [15] 附 录 B. 

© FRCS. A3. 3) ARR LA BAB D BY ARG (CE < 
zx. mcos A. ab ts Cap 2 =C2n +1) e/o ,n—0,1,2, 3… 
z, CO =sin V/A, —af ty (An — a )!* —2nr/ro n= 1,253" 

本 征 值 谱 因 而 是 


An =a" + dá ， n771,2,37- 
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它 的 本 征 值 是 n= IT nik. 
EK d 


(ojele) |» = “(IESE)” 
上 式 的 左 方 可 以 直接 计算 . 用 式 (5. 1. 11), 并 考虑 到 自由 粒子 的 零点 波 函 数 是 a COD = 1, 
可 得 


(0 


"En 


0) = Dexp(- Pe e pOg (0) = Dexp(— Ps) 


r dp ot rgan A l 
-e 2m 2x» / fi 
因此 有 
2. 2-, if? 
N(II = a 
(II Ts ) V/ 2r; /hi 
连 乘 式 的 第 二 个 因子 可 以 用 公式 ? 
2 
xy [[ (1 A %3 )= sinhzy 
给 出 . 总 起 来 ， 
《ole-aoml0y》 = (2) sinha)", (5. A3. 5) 
取 大 的 ro 值 时 ,考虑 到 
(2sinhar,) !* = eve/t(] — e 9o)! ag porno? (1 + Qe ee : 
就 有 


lim > exp(— =r) | (0 | n> |? = (y etam em pisse (5. A3. 6) 


比较 式 (5. A3. 6) 和 式 (5. 1.11) 二 式 的 右 方 , 就 得 到 最 低 的 两 个 偶数 态 (2 一 0,2) 的 本 征 值 和 
PAHAR: 


E, = LP T = (ey. (5. A3. 7) 
E, = E (0) = iej (5. A3, 8) 
Jag ux 2 ix) ^ dixe 
由 于 我 们 计算 的 是 特殊 情况 zx, 一 zr 一 0, 奇 宇 称 态 不 会 出 现 ， 
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第 6n 
宏观 水 平 上 的 量子 力学 


在 第 4 章 中 集中 讨论 了 量子 力学 与 经 典 力学 的 关系 ,核心 问题 是 量子 力学 作为 普遍 规 
律 应 描述 宏观 体系 .在 宏观 体系 中 观察 不 到 的 量子 力学 线性 县 加 原理 ,就 应 从 量子 力学 原理 
出 发 找到 使 它 消失 的 机 构 ,这 就 是 与 环境 相互 作用 造成 的 失 谐 . 但 也 有 些 特殊 情况 使 得 相位 
相干 仍 能 在 宏观 体系 中 保留 下 来 ,这 就 是 实验 室 中 的 Schrödinger Hh. 在 第 4 章 4. 9 WHR 
们 曾 讨 论 了 这 个 问题 ， 

在 量子 力学 中 ,多 粒子 体系 是 用 波 丽 数 y(ri ,rs,…,r,) 描 述 的 .但 也 有 极 特殊 的 情况 ， 
宏观 数量 的 粒子 被 波 函 数 y(r) 描 述 ,这 里 只 有 一 个 坐标 .不仅 粒子 数 是 宏观 量 , 而 且 r 所 及 
的 范围 也 可 以 是 宏观 尺度 的 . 这 些 粒 子 处 于 高 度 相 干 的 状态 ,因此 表现 出 极为 特殊 的 性 质 . 
如 超 导 中 的 Cooper 对 以 及 超 流体 ,对 前 者 电阻 为 0 以 及 排斥 磁 通 的 Meissner 效应 ,对 后 者 
Sh HE O 的 超 流 性 ,以 及 无 穷 大 的 热传导 等 都 属于 “超越 ?(super) 的 性 质 . 这 些 表现 出 来 
的 都 还 是 宏观 性 质 . 另外 纯 属 量子 力学 的 性 质 , 诸 如 势 垒 隧 穿 以 及 相位 相干 也 能 在 宏观 体系 
中 存在 . 在 超 导 Josephson 结 中 能 出 现 宏观 量子 隧 穿 现 象 . 宏观 体系 呈现 出 量子 力学 性 质 ， 
必须 克服 环境 的 影响 ,因为 它 能 够 破坏 相位 相干 性 . 超 导 与 超 流 现象 都 和 一 个 量子 统计 现 
象 , 即 Bose-Einstein BRAK. 在 第 10 章 将 讨论 这 个 问题 . 另 一 个 例子 是 磁 的 宏观 量子 现 
象 ,如 单 畴 铁 磁 和 反 铁 磁 粒 子 的 大 自 旋 能 隧 穿 磁 各 向 异性 造成 的 势 又 以 及 有 可 能 实现 在 此 
Ak dl Az AE A Ze B A CA TE LS SEO. 这 些 现象 不 仅 涉 及 量子 力学 的 基础 , 面 且 对 信 
息 存 储 等 问题 也 有 密切 关系 ， 

耗 散 系统 的 量子 力学 近年 来 获得 了 许多 进展 ,其 中 一 个 重要 的 方法 (Feynman 和 
Vernon, Leggett) È: 将 环境 用 大 量 谐 振子 集团 代表 ,谐振 子 和 体系 有 相互 作用 ; 写 出 体系 - 
环境 的 路 径 积 分 ,对 环境 坐标 进行 积分 ,就 能 得 到 系统 在 环境 作用 下 的 包含 耗 散 效应 的 有 效 
理论 (6.5 5). 


6.1 具有 宏观 意义 的 波 函 数 


在 量子 力学 中 ,多 粒子 体系 的 波 函 数 与 这 些 粒子 的 坐标 有 关 , 以 gri or D RIS. 
处 理 问 题 的 复杂 人 性 随 N 的 增 大 而 增加 . 在 量子 力学 发 展 的 早期 , 它 被 认为 是 只 描述 微观 体 
ABS. 自从 超 流 现象 发 现 以 来 ,F. London 最 先 指出 现象 的 根源 是 宏观 量 的 原子 聚集 在 体系 
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的 基态 上 ,形成 Bose-Einstein 凝聚 体 . N. Bogoliubov 在 1947 年 “能 相互 作用 Bose 气体 ” 理 
论 中 首先 引信 了 凝聚 体 波 函 数 的 概念 了 : 

Prt) = Vo(r,t e, (6.1.1) 
此 处 o Ee BAT CB P SERE OR, eA SEG SA RRO 是 相位 . o 是 宏观 基 ， 
ig’ =p CARA ZEILE SL. 从 波 函 数 算出 的 流 密度 是 


j= iyw —y vp = Ëp wo, (6.1.2) 
p 和 j 都 是 实验 可 以 测量 的 宏观 物理 量 . 相 角 的 梯度 是 可 以 测量 的 : 将 j 写成 
j = p. (6.1.3) 
v, 是 超 流体 速度 ， 
v = Ë v, (6. 1.4) 


ERG. 1.1) 中 r 不 是 任何 一 个 原子 的 坐标 ,yy 所 描述 的 是 整个 凝聚 体 的 性 质 . 凝聚 体 是 宏 
观 量 原子 高 度 相 干 的 集合 . 

1950 年 ,V.L. Ginzburg 和 L. D. Landau 提出 了 超 导 的 唯 象 理 论 . 首先 应 说 明 的 是 , 当 
时 超 导 的 微观 机 制 尚未 被 发 现 @. Ginzburg-Landau 理论 基于 Landau 在 1937 年 提出 的 第 二 
类 相 变 理论 . 以 铁 磁 的 相 变 为 例 , 设 有 立方 晶 格 , 格 点 (zi 处 有 自 旋 S: 体系 的 Hamilton 
HEO 


H =— J 5S + S,» (6.1.5) 
此 处 J EZME, GD RRRA RR RERIT. 体系 的 磁化 算 符 定义 为 
M = 5S. (6, 1. 6) 


在 量 级 为 O( T ) 的 温度 T. 处 会 发 生 相 变 ,在 TLT, 时 可 以 出 现 自发 磁化 (M) 头 0, 而 T> 
T. 时 热 涨 落 使 体系 无 规 化 ,‘M) =0. (M) 即 是 序 参量 . 为 了 说 明 相 变 ,Landau 写 出 体系 自 
由 能 密度 
SUMT) = f(O,T) +a TM? +EP quy (6.1.7) 
在 临界 温度 T. 附近 ,a 和 8 的 行为 是 
a(T)= o (q- —1)- 


g&T)— h. 
ft T. 以 上 ,a 和 8 都 为 正 .因此 自由 能 在 (M) 二 0 处 为 极 小 ,这 是 顺 磁 相 (没有 自发 磁化 ). 当 


(6. 1. 8) 


D WAH 10 章 10.4 5. iic Aib RRP. SERGEANT RBM On nur DREH. 在 以 下 讨 
Eto ARSHI. 

Q Cooper 对 是 在 1956 年 提出 的 . 

时 ”参阅 第 7 章 7.1 节 . 

地” 略 去 单位 自 旋 的 磁 矩 常数 ,VY HAR. 
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T<T, A}, 8>0,a <0. 此 时 自由 能 与 (4M) 有 关 的 二 
项 之 和 就 出 现 如 图 6. 1 所 示 的 行为 . 自由 能 的 极 小 
值 出 现在 | <M) | = V/—aCD /BCT) 处 ,从 而 出 现 了 
自发 磁化 

| (M) |= 和 (6.1.9) 
在 求 自 由 能 极 小 的 过 程 中 , 仅 能 确定 (My 的 大 小 ， 
而 不 能 确定 其 方向 . 这 个 简 并 的 来 源 是 Hamilton 
量 式 (6.1.5) 的 旋转 不 变性 . 但 一 旦 体系 的 平衡 状 
态 取 了 一 定 的 自发 磁化 方向 , 它 却 不 再 尊重 旋转 对 称 性 . 这 种 体系 Hamilton 量 的 对 称 性 被 
其 基态 所 破 缺 的 情况 , 称 为 对 称 的 自发 破 缺 . 

将 以 上 的 理论 用 于 超 导 相 变 . 记 超 导 的 序 参量 为 o, Ginzburg-Landau 的 自由 能 写作 


图 6.1 T<T. 时 自由 能 与 IM) 的 关系 


F= F, + || 1 vol tal oe hd el] (6. 1. 10) 
此 处 F, 是 正常 态 ( 即 y=0 态 ) 的 自由 能 . AL ER EIE D 670, fi a 则 写作 
二 (6.1.11) 


式 (6. 1. 10) 括 号 中 第 一 项 考虑 到 序 参量 随 坐 标的 变化 ,而 其 梯度 会 给 出 相应 的 “动能 m" 
是 有 效 质量 参数 . 超 导 要 考虑 外 加 磁场 .有 了 磁场 B 二 VXA 后 ,自由 能 应 有 两 个 变化 ,其 一 
是 增加 磁场 能 量 密度 B*/8x, 其 二 是 理论 的 规范 不 变性 要 求 以 下 置换 ; 


eyi, (6. 1. 12 
flic 


此 处 e* 是 有 效 电 荷 参 数 . 因此 有 
f Fa tE (v- A) | tal pl 35] "TECE (6.1.13) 


x 2m" 
下 ,是 正常 态 无 磁场 情况 下 的 自由 能 . 由 于 y 是 复 函 数 ,在 求 下 极 小 ( 即 SF 一 0) 时 应 对 yoy" 
独立 变 分 .对 4 及 对 少 " 变 分 结果 相同 : 


4 (-inv- SA) o ap +o | l'y 0, (6.1.14) 
对 A 变 分 时 ,得 
vx B= Íi, (6.1.15) 
此 处 
por gr Vy—y Vy )— i | 9 |*A. (6, 1. 16) 


从 式 (6. 1. 15018 BV © j=0. 53K C6. 1. 14) — 3X C6. 1. 16) HK AH Ginzburg-Landau 方程 . 如 本 
节 开 始 讨论 过 的 那样 ,这 组 方程 有 对 应 于 对 称 情况 和 对 称 自 发 破 缺 情况 的 简单 解 : 

(1) g=0 Al B— VX A. 这 是 对 称 解 ,相应 正常 态 . 

(2) b= sz [—aCT) /bCT) ]* ,A —0. 这 是 对 称 自发 破 缺 的 解 ,yo 是 在 TT. 情况 下 
超导体 内 的 常数 序 参量 . 在 此 还 没有 考虑 表面 现象 . 在 表面 附近 ,考虑 p RAT K H R E 
标 z 的 变化 .忽略 矢量 势 , 并 令 (GO 4494 GO ,得 到 $ 所 满足 的 方程 : 
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NET NEM ee NM 
2m alT) a7 + 9 = 0. (6. 1. 17) 
表征 y 在 空间 变化 的 参数 被 称 为 相干 长 度 &, 定 义 为 
TE K’ 
& = 2m aCTY (6. 1.18) 
满足 边界 条 件 $(z 二 0) = 二 0 的 方程 式 (6. 1. 17) 的 解 是 
) = h = , = 0. a 
plz tan JT z (6. 1. 19) 


可 以 看 出 ,y METRE ER SERRE 6 就 达到 超导体 内 的 序 参量 值 yo. 这 个 参数 也 表征 yy 能够 明显 
偏离 yo 的 空间 范围 ,因此 它 也 被 称 为 愈合 长 度 .将 y 写 作 

gir) = Vplr) e^? , (6. 1. 20) 
将 式 (6. 1. 20) 代 人 式 (6.1. 16) ,得 到 


j = Fel TA] 
I= 27) VO— ZA |. (6.1.21) 


在 将 理论 应 用 于 超 导 的 特定 问题 时 ,物理 学 家 发 现 要 想得到 与 实验 符合 的 结果 ,理论 的 参数 
必须 具有 特殊 的 值 : 有 效 质 量 和 电荷 必须 是 mr = 二 2m,e* = 二 2e, 此 处 m Me 分 别 是 电子 的 质 
量 和 电荷 ,理论 中 的 o 必须 是 超 导 电 子 数 密度 的 一 半 . 在 当时 序 参量 y 的 微观 物理 意义 还 是 
未 知 的 . 只 有 在 Bardeen-Cooper-Schrieffer 的 超 导 微 观 理论 为 物理 学 家 所 接受 ,以 及 L. P. 
Gorkov'?! 4 H Ginzburg-Landau 方程 的 微观 推导 时 , 序 参 量 y 的 意义 才 为 人 所 知 : ERR 
Cooper 对 的 Bose-Einstein 凝聚 的 波 函 数 . 宏观 量 p,j VO 都 是 物理 可 观测 量 , 也 是 量子 力学 
算 符 , 和 式 (6. 1. 3) 相 仿 ,有 


i= py (6. 1. 22) 
piya nve— ČA. (6. 1. 23) 
AVO 相当 于 正则 动量 . 式 (6. 1. 23) 对 于 规范 变换 
jt (6. 1. 24) 
0—> 0 十 一 X 
hic 


是 不 变 的 , 式 (6. 1. 23) 有 重要 的 推论 . 在 超导体 内 o 是 常数 ,因此 连续 方程 是 VY，j 王 0. 用 
Coulomb 34 f V * A—0 并 取 式 (6. 1. 18) 的 散 度 , 得 


V*0 — 0. (6. 1. 25) 
在 大 块 材料 中 式 (6. 1. 25) 的 解 是 
8 = const. (6. 1. 26) 
因此 式 (6. 1. 22) 就 变 为 
1 e 
figs (6. 1. 27) 


在 1935 年 H. London 和 F. London 为 了 解释 超 导 现 象 ,提出 /必须 与 4 成 正比 . 在 这 里 ， 
Ginzburg-Landau 理论 导出 了 这 个 推论 , 式 (6. 1. 27) 还 能 够 解释 Meissner 效应 . 在 Coulomb 


规范 V .A 一 0 th „Maxwell 方程 YX 了 一 人) 给 出 V* A 一 一 全 ,再 用 式 (6.1. 27) 就 得 到 
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V'A = 2°A, 
此 处 
Ane 
mc*' | 
和 就 是 London 8 FAKE. A 和 & 是 Ginzburg-Landau 理论 的 两 个 特征 参数 . 这 个 唯 象 理论 
在 解释 超 导 现 象 上 非常 成 功 " ,例如 可 以 预言 临界 磁场 强度 .临界 电流 密度 以 及 超导体 和 


正常 金属 界面 能 量 等 . 这 个 表面 能 量 在 参数 k 三 /861/V2 时 为 正 ,在 k 二 1/V2 时 为 负 . 后 面 
一 种 情况 对 于 第 二 类 超导体 的 存在 具有 关键 意义 .第 二 类 超导体 是 A. Abrikosov 在 1952 
年 预言 的 .V. Ginzburg 和 A. Abrikosov 获得 了 2003 年 的 诺 贝 尔 物理 奖 ，. 

考虑 一 个 超导体 , 环 中 有 磁 通 穿 过 . 在 环 体 内 没有 电流 , 即 j 二 0, 磁 通 是 由 在 环 表面 上 
的 超 导 流 产生 的 . 因此 取 式 (6. 1. 21) 沿 环 内 一 个 封闭 曲线 的 积分 ,有 


$ vo» ds = <a - ds = 50. (6. 1. 29) 
flic hc 


由 于 波 函 数 的 单 值 性 , 左 方 是 8 沿 曲线 转 一 圈 的 变化 , 它 只 能 是 2an. 因此 磁 通 必须 是 量 
子 化 的 : 


ss (6. 1. 28) 


a (6. 1. 30) 
e 2e 


这 一 点 在 第 32€ 3.1 节 讨 论 Aharonov-Bohm 2X Ju Bf B 4p Z8 xt 9. 
o 和 08 所 满足 的 方程 可 以 通过 将 y= 二 Yoe* 代 入 Schrödinger 方程 
inst — + (— inv CA) pte’ 2 


at 2m" 
而 获得 ,此 处 (p,4) 是 四 维 电 磁 势 . 结果 是 
2e ——v+Vp—pV+¥=—Vs (w), (6.1.31) 
28 m“ 2 E h* 1 2 : 
a ——t—vy —e' ots = Vp. (6. 1. 32) 
at 2 2m Vp 


式 (6. 1. 31) 是 代表 流 守 恒 的 连续 方程 ; 除 最 后 一 项 外 , 式 (6. 1. 32) 是 流体 力学 中 无 旋 流 体 
的 运动 方程 . ACG. 1. 32) 最 后 一 项 是 景 子 修正 . 从 式 (6. 1. 20) 可 知 


VX ("+ 和 4)= 0, 


即 
= 和 (6. 1. 33) 


C 


RY FAR Tit AAT VOX v— 0 EE) ,但 对 磁场 中 带电 流体 ,就 有 式 (6. 1. 33) 存 在 . 


VX y =- < 
m 


6.2 MAGS HK, Josephson 3X A 


两 块 同样 材料 的 超导体 中 间 用 绝缘 体 连结 (图 6. 2). 当 绝缘 体 厚 度 够 大 时 ,两 方 的 波 函 
数 是 独立 的 . 当 绝 缘 体 厚度 仅 为 30A 左右 并 在 两 块 超导体 上 加 电压 UCU 2A 为 超导体 


© 式 (3.1.16) 中 的 ee 是 绝对 值 , 此 后 磁 通 量子 中 的 = 也 都 如 此 理解 ， 
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能 陀 ) 时 ,单个 电子 (更 严格 说 是 准 粒 子 ) 能 隧 穿 绝缘 层 ， 

这 就 是 Giaever BÉ F. 当 绝缘 层 进一步 变 薄 到 约 10A， 超导体 ! | 超导体 2 
Cooper 对 也 能 隧 穿 绝缘 薄膜 ,这 就 是 Josephson BE £F. 

B. D. Josephson 于 1962 年 在 理论 上 发 现 了 这 个 效 绝缘 腊 

MESS ,J. M. Rowell 在 1963 年 对 其 得 到 实验 证 实 呈 . f 图 6.2 HORSE Josephson 结 
膜 两 侧 Cooper 对 凝聚 体 的 波 函 数 是 耦合 的 . 由 于 非 对 角 

长 程序 也 从 一 侧 传 到 另 一 侧 , 波 函数 相 角 有 一 定 关系 . 令 gy 和 代表 两 侧 Cooper 对 凝聚 
体 的 波 函 数 , 它 们 满足 以 下 耦合 方程 2， 


I1: = Ui TK): 


(6.2.1) 
in = Uz y + Kyi. 
当 两 侧 有 电压 时 ,U, U: =e" U,K 代表 两 侧 的 耦合 . Tr EH ER BE, 
这 样 就 有 U1 一 ,Us 一 一 < 变 为 
jn 一 “办 + Kye 
ita (6. 2. 2) 
EEG 
L2 2 d» T Ky. 
HE di = V/ pi e^ sp =p RAR. 2.2) 两 式 ,分 开 实 部 与 虚 部 ,并 定义 
$ =h, (6.2.3) 
得 到 结 两 侧 p 和 0 满足 的 方程 : 
p — 2K vVpipz sings 
(6. 2. 4) 
p2 =—=K V Pi po sing, 
à —— K Jet coss — $a, 
d.i di (6.2.5) 
1 "U 
0. — t coss Fg. 


从 式 (6. 2.4), 有 站 一 一 5 这 是 从 2 到 1 的 粒子 流 . 方程 (6. 2. 1) 只 给 出 两 侧 的 耦合 ,6， 和 
ba 代表 两 侧 密 度 将 要 有 的 变化 率 . 实际 上 两 块 超导体 是 连接 的 ,粒子 流 ( 电 流 ) 并 不 导致 粒 
3 CD BUR. 因此 ,在 式 (6. 2.4) 有 方 可 设 p mp =p. EX J.= Epb =J ARG. 2.4) 第 
一 式 给 出 

J — J.sing. (6. 2. 6) 
隧 穿 超 导 电 流 方向 与 粒子 流 相反 ,相应 的 电流 记 为 1 和 了 ,有 


D 请 参阅 本 书 10.2 1. 
四 ”参阅 文献 [4],21-9 1. 
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I = Ising. (6.2. 7) 
I. 称 为 临界 电流 , 它 决定 于 Cooper 对 密度 及 两 侧 的 看 合 . 式 (6. 2. 50285 H Josephson 关系 
$ — 0, — à -tE. (6. 2. 8) 
z e" 
$00 = go + —|Ude. (6. 2. 9) 
如 果 U 为 常数 (直流 电压 ),# 随时 间 线 性 增长 ,了 是 交 变 电流 , 则 有 
p= go + Sr, (6. 2. 10) 
J= J.sin(go + at), (6, 2.11) 
a= Do (6. 2.12) 


式 (6. 2. 12) f Hi 77 —483. 6MHz/yuV ,一 般 情况 下 这 是 很 高 的 频率 . 如 U 一 0, 则 $$ 不随 时间 


变化 ,TI 二 1.sing, , 仍 有 隧 穿 电 流 . Sn-Sn, O,- Sn Josephson 结 在 T —1.52K 下 的 伏 安 特性 曲 
线 示 于 图 6.3. 横 轴 是 电压 , 纵 轴 是 电流 ,尺度 注 于 图 中 . 从 图 可 看 出 ,在 TI. 时 ,U 二 0. 一 
H IRI ( 故 名 临界 电流 ) 就 过 滤 到 有 电压 的 Giaever BRE. HAWA & MA MX A Giaever 
B FC FERIO ,中间 一 支 是 Josephson 隧 穿 (无 耗 散 ). 

回顾 一 下 在 大 块 超导体 内 j 与 W 成 正比 ( 式 (6. 1. 21)) ,此 处 在 绝缘 膜 两 侧 7 了 与 相 角 差 
成 正比 ( 当 相 角 差 较 小 时 ). 因此 ,Josephson 效应 是 大 块 超导体 内 现象 的 自然 扩展 . 


图 6.3 Sn-Sn,O,-Sn Josephson 结 的 伏 安 特性 曲线 ( 工 一 1. 52K) 


体系 的 能 量变 化 等 于 电压 所 作 的 功 , 这 个 功 是 可 逆 的 ( 非 耗 散 的 ): 


dV(4) —-— IUdt, (6. 2. 13) 
从 Josephson X RA C6. 2. 8218 
2le|U 2nc 
一 一 = =— =U, (6.2.14) 
$ hi d^ 
此 处 o. 是 磁 通 量子 ， 
hc 
Uo eT (6.2. 15) 


式 (6. 2. 13) ,3X (6. 2. 140 28 HH 


194 第 6 章 宏观 水 平 上 的 量子 力学 


NITE MS 
dV = = 2, 0? = ane 2, 99 
Vig) —— 5 T coss, (6. 2. 16) 
VCERA Josephson MAKE. EE $—0 时 最 小 . 以 上 设 积 分 常数 为 0. SHA V 的 关系 是 
_ 2nc IVCA) 
ia eu (6. 2.17) 


在 平衡 条 件 下 (体系 状态 不 随时 间 变 化 ,无 耗 散 ), 通 过 结 的 超 导 电 流 和 在 “ 流 偏 置 
Josephson 结 ”(current biased Josephson junction,CBJ) 的 外 电流 相同 . 如 果 在 体系 能 量 ( 式 


(6.2. 16)) 上 加 上 一 个 外 电流 项 一 [sg 和 0, 使 总 能 量 在 平衡 时 达到 极 小 ,就 能 得 到 这 个 条 


2rc 
件 . Josephson RS AE 
VG) 一 一 过 3acosg 一 eg 2s. (6. 2. 18) 
在 平衡 条 件 下 V 达到 极 小 : 


=o (6. 2. 19) 
它 导致 

lo = I, sings (6. 2. 20) 
即 在 平衡 时 , 超 导 电 流 与 外 电流 相等 .用 Josephson 结 超 导 环 
可 以 演示 宏观 的 Aharonov-Bohm 效应 . 如 图 6. 4 所 示 , 超 导 
环 中 置 两 个 Josephson Zi a +j b. 磁 通 更 局 限于 通过 环 洞 的 管 一 
中 .虽然 管 外 没有 场 强 B, 但 矢 势 A 遍及 各 处 . 令 J]。 和 J 为 
通过 结 a 与 b 的 流 , 总 流 强 Jic Ja tJe RMS 的 变化 显示 


J. 与], 的 于 涉 效 应 ,沿路 径 PaQ A PLQ 波 阻 数 相 位 的 变化 
分 别 是 图 6. 4 Josephson 结 超 导 环 


a i li. 
AKPaQ) = $+ 人 | A N 


Pla) 


sii (6. 2. 21) 
APAQ) 二 各 十 全 | > dr, 


Rc PO» 


此 处 p. 和 $s 是 跨越 结 a Ao 的 相位 变化 , 线 积分 是 和 路 径 有 关 的 ,路 径 在 括号 中 标明 . P 
Al Q 间 的 相位 差 是 唯一 的 ,因此 式 (6. 2. 21) 的 两 个 表达 式 应 该 相等 , 即 有 


e" /rfQ Q 
一 一 — uem — . 6. 2. 22 
$79 hic (| Tas JA A $ ) 


= <A * ds = 一 所 | * ds =t 
hc hic fic 
这 里 的 约定 是 当 B 透 过 纸 面 朝向 读者 时 ,®@ 是 正 的 ,这 相当 于 封闭 线 积分 是 反 时 针 方向 的 . 
因为 e" 一 2e, 为 了 方便 可 将 式 (6. 2. 22) 写 作 


pe = po HEP, 
(6. 2. 23) 


CM TEES 
db» po 元 2 


D 可 以 考虑 这 项 能 最 是 | Tou Ud Tm la 2 | jae 一 一 ls Lg. 
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Josephson 流 和 相位 差 的 关系 就 是 


J.= dL 
(6. 2. 24) 
J: = Jesin( $ = 9): 
总 Josephson 流 是 
| Jw = Ja FJ; = 2J-singocos =. (6. 2. 25) 
Ju 是 下 的 周期 函数 , 它 取 极 大 值 的 条 件 是 
@= nth 一 s (6. 2. 26) 


这 个 现象 是 Josephson ği Ja 和 J 的 干涉 ,它们 间 的 相位 差 是 由 CR BI A t 9 AD ES H, 
而 Josephson 流 是 在 没有 磁场 强度 的 区 域 通过 的 . 通过 双 结 的 Josephson 流 ( 作 为 通 量 的 函 
数 ) 的 测量 是 由 R.C.Jaklevic'" 完成 的 ,结果 示 于 图 6. 5. 


= 

zi / 

Pat 

ES i 
ad a U 
Lum h 1 


让 
-500 —400 -300 -200 —100 0 100 200 300 400 500 
itj mG 


图 6.5 Josephson 流 与 环 中 磁 通 关系 中 
曲线 a 55 b 所 加 场 强 不 同 . 曲线 a 中 电流 的 两 个 峰值 间 其 场 强 差 为 3.95mg,b 中 为 16mG 


在 3.1 节 讨 论 过 ,体系 在 有 矢量 势 4 时 的 波 函 数 几 和 无 矢量 势 时 的 波 函 数 os 的 关系 是 


OO = yo QOexp(— i f'A + ds) (6. 2. 27) 
因此 结 两 侧 波 函数 的 标量 积 是 
ie" (* 
(2|1» = 2] Dsexp(— e fA E ds). (6. 2, 28) 


在 有 矢量 势 时 方程 式 (6. 2.2) 应 该 写作 
iP. = ph K| exp(—i efa ds) jos. 


" g ni (6. 2. 29) 
; e" EN : 
i pee 一 一 — ^ 2 K| exp( i “| 有 a ds) y; $ 
从 此 得 到 的 Josephson jit fil Josephson 关系 分 别 是 
&* [* 
J = J.sin($-- 5- | 4 ° ds), (6. 2. 30) 


3 e* [^ à e" 
Ld ia " = 4° = —U. 6: 2,31) 
2 (a4 -[.A ds) aif RU ‘ 
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即 在 有 矢量 势 存 在 时 ,相位 差 % 由 “规范 不 变 的 相位 差 ”%" 取代 . 
6.3 BF Josephson 结 的 超 导 环 ,SQUID 


图 6.6 绘 出 一 超 导 环 ,中 有 一 Josephson 结 . 它 是 “ 超 导 量 子 干涉 装置 ”(superconducting 
quantum interference device, SQUID) 的 主要 部 分 . 以 下 我 们 就 
将 这 个 置 有 Josephson 结 的 超 导 环 也 称 为 SQUID. E Al 6. 2 节 
中 的 电流 偏 置 Josephson 结 一 样 ,都 是 Josephson 结 物理 研究 和 应 


用 的 基本 装置 . 在 环 中 设置 Josephson 流 , 它 在 环 润 中 产生 通 量 o. 
Josephson 电流 J. 和 Cooper 对 粒子 流 J 的 关系 是 
+ A =— Bef; (6; 3..1) 
据 式 (6. 1.21) ,有 
J. —— ‘le (yo+ lel, A). (6.3.2) 6.6 SQUID 示意 图 
在 环 中 J. 二 0, 因 此 
2 7T. 
V0 一 E A 5, (6.3.3) 
将 式 (6. 3. 3) 沿 图 中 路 径 积 分 , 设 超 导 流 是 反 时 针 方 向 的 . 考虑 波 函 数 的 单 值 性 «76 77 A Zum: 
2xn 一 一 zaf A * ds +8 — Qz» (6.3.4) 
此 处 的 约定 是 以 超 导 电 流 方向 (从 2 到 1) 定 义 $0; 一 各. 当 有 矢量 势 时 ,规范 不 变相 差 是 
= $+ 于 |A. ds, (6. 3. 5) 


ERC. 6. 3) 和 式 (5. 6. OHRA F D FG ERAS DJ (ISTA. 以 上 二 式 导 致 
p= 2an +| A « di +| A . ds | 


= 2rn + EDA . de 


= 2zn + Fo, (6. 3. 6) 


将 式 (6.3.6) 与 式 (6.1.30) 相 比 ,发 现 它们 本 质 的 区 别 在 于 : 3X C6. 1. 30) 是 一 个 超 导 环 表面 上 
的 超 导 流 产生 的 穿 过 环 洞 的 磁 通 量子 化 ; 式 (6. 3. 6) 表 明 有 了 Josephson 结 后 , 超 导 电 流产 生 
穿 过 环 洞 的 磁 通 不 是 量子 化 的 . 随 着 结 的 膜 厚 减 小 , 酚 侧 的 耦合 加 强 , 瑟 愈加 接近 量子 化 数值 . 

考虑 在 “SQUID” 上 加 外 磁 通 d... 它 的 作用 是 可 以 调整 体系 的 势能 ,为 宏观 磁 通 量 钙 准 
备 量子 隧 穿 或 相干 的 环境 . 令 工 代表 环 的 自 感 量 . G.. 将 在 环 内 感 生 电 流 , 它 会 部 分 屏蔽 外 
磁 通 ,最 后 的 磁 通 为 $B, 因此 有 


@= @,,,— LI, (6. 3. 7) 
由 于 有 Josephson Zi BHR 1 HABE, 
I = I, sing" = I.sin(2x 2). (6.3.8) 


”本 章 以 下 内 容 直 至 6.6 节 结 束 , 为 了 和 有 关 的 引用 文献 ( 数 最 较 大 ) 保 持 一 致 ,公式 表达 采用 SUM. 
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环 的 能 量 由 两 部 分 构成 ， 
7 C A. V 0E — p)’ 
Vid) =— I. 2, 082 FT 十 SEP (6.3.9) 


BERAN EE AE AY IET LT. 式 (6. 3. 9) CBJ 的 式 (6. 2. 18) 48 34. 同 


FE OR VCO) BS 1R /] A tH 3X (6. 3. 70. 从 环 能 量 可 以 得 到 环 的 稳 态 和 淮 稳 态 , 即 求 V(®B) 的 
一 系列 极 小 值 . RD... = 二 0, 将 式 (6. 3. 9) 改 写 为 


VC) o LI. 


cos2r E 


IL la.) — nÓ, oy (6. 3. 10) 
K o. 7 夯 出 作为 0/0, RAMSE cay ge LL — 2 的 情况 , 它 有 5 个 极 小 ,包括 eco 的 
9 x0, 


稳 态 和 4 个 准 稳 态 . IE CO BTS — 3, IE CO JE I — 4 ENANA 7 个 和 9 个 极 小 值 . Be 可 
以 连续 取 值 . 为 了 简便 , 取 Dan =D , 它 使 稳 态 移 到 nb, 处 . 式 (6. 3.9) 可 以 改写 为 


_ (B— n» I6, o — nb; 
Vie) = =>? = cos( 2x x ). (6,3, 11) 
V) Yo) 
OY2L DIL 


SET TT 
YEP ye 
mE HE 


图 6.7 SQUID 的 稳 态 和 准 稳 态 
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图 6.7 CD iil Dog =D, 52 —2 的 情况 . 从 图 中 可 以 看 出 ,高 稳 态 愈 远 的 准 稳 态 其 阱 愈 浅 


Bx 则 可 以 用 来 调整 在 D= 0 处 准 稳 态 的 阱 深 . 例如 Bw 二 ,在 多 = 二 0 处 是 第 一 个 准 稳 态 ; 
Bex 二 2 ,在 多 二 0 是 第 二 个 准 稳 态 . 在 Da 34, 时 二 0 处 已 无 阱 了 ,体系 就 变 得 不 稳定 ， 
体系 将 沿 着 Vidas TF. 


Don =F Oo 提供 了 一 个 有 趣 的 情况 . 令 


= 6-7, (6. 3. 12) 
则 有 
V or LL $ 
Q2L Cx) + cos (2n x). (6. 3. 13) 


图 6.8 绘 出 式 (6. 3. 13) 左 方 与 S/O, 的 关系 曲线 . 它 是 一 个 双 阱 , 即 可 以 实现 二 能 级 量子 相 
干 的 情况 . 

# SQUID 或 CBJ 的 状态 位 于 V(®) 或 V($) 曲 线 上 某 一 点 ,随时 间 进 行 它 将 如 何 发 展 
呢 ? 这 需要 研究 Kg 的 动力 学 .J Kurkijarvi 给 出 一 个 “电阻 分 流 的 结 模型 ”(resistively 
shunted junction model, 简 称 RS] 模型 )"*. 令 通过 Josephson 结 的 电流 为 1. 和 结 并 联 的 还 
有 电阻 ,有 正常 ( 耗 散 ) 电 流 Ty 通过 它 , 结 也 有 电容 ,因此 有 位 称 电 流 I5. 整个 CBI 可 以 模型 
化 于 图 6. 9 中 . 式 (6. 2.30) 和 式 (6. 3.6) 给 出 


I, = Ising’ = I.sin(2xn+ ato) Lata aro, (6. 3. 14) 


图 6.8 WØ 


we Fe, BPRS Be 6. 3. 15) 
=R RIS ) R?’ SG. 
I, = CU = Cc(254* )- o. (6. 3. 16) 


四 “此 处 约定 # 一 由 一 内 ,与 5.2 535 — TAS CEU RES. 
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要 写 出 @ 的 运动 方程 , 先 考虑 电容 储 能 , 它 是 方 CU? TCO! ,作为 动能 项 表明 质量 是 C. 运 


动 方程 本 应 就 是 
.aV(G®) 
CD -—— ado * 


但 体系 有 耗 散 (Th 流 经 电阻 R). UP EO — UES Je ane ATE Le AS. 运动 方程 是 


(6. 3. 17) 


S LB. —0V.— oz d —d 
eru = = Lng LE ^ (6.3.18) 
由 式 (6. 3. 14) — 31$ (6. 3. 16), 51835 (6. 3. 18) REE 
Iscb fy; = LL (6, 3. 19) 
在 $B. =0 情况 下 ,车 o BBA O=—0 Fie, MHC. 3.18) 
Macc doi 2n 
$= s(pttz)e (6. 3. 20) 
在 稳 态 附近 振荡 的 角 频 率 是 
EN xLIS | 1 T 
imt ^s ) =p ta". (6. 3. 21) 


式 (6. 3. 21) 定 义 了 重要 参数 p. 为 了 以 下 讨论 ,定义 SQUID HBR", 一 个 准 稳 态 (图 6. 10022) 
的 阱 深 以 Vo 表示 ,在 阱 底 附近 振动 的 角 频 率 以 wo 表示 . 增加 Bw 至 Bo ,此 时 在 原 准 稳 态 处 


1 
完 , ES ( 6. 10(b)). b, =D, — Dix: » LL iE 
的 阱 完全 消失 , 准 稳 态 不 复 存 在 (图 令 io wE JLC 有 
1/4 1/4 
wa — anc (2n 4/2 y (E) (82) ’ 
š i (6. 3. 22) 


V, = MINIS rt 


对 双 阱 (图 6. 10 , 阱 距 为 AD, HRA AV ,在 阱 底 振 动 角 频率 为 wo, 即 有 
Ad = 0 6( A: —1)/ 8: ]"*, 


NWa. 3. 5 (Rh — D (6. 3. 23) 
8x! L B. : 


(o = [2Cg. rm Di" a.c. 


(b) 
图 6. 10 ” 磁 通 改变 导致 势能 曲线 变化 图 6.11 双 阱 参数 


@ 参见 式 (6.5.15). 
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6.4 Josephson 体系 的 宏观 量子 隧 穿 和 宏观 量子 相干 


SQUID 中 的 磁 通 量 $B 是 宏观 量 , 在 SQUID 上 加 有 外 磁 通 给 它 安排 好 了 势 阱 . 关键 是 
式 (6. 3.18) 是 经 典 方程 ,@ 是 常数 . 问题 是 ,将 o 作为 量子 力学 量 处 理 的 条 件 是 什么 ”作为 
常数 的 旬 应 是 这 个 力学 量 的 平均 值 . 在 平均 值 附近 的 量子 涨 落 是 否 有 意义 ? 不 考虑 耗 散 ， 
将 更 当 作 广义 坐标 . 体系 的 Lagrange 量 是 


= Lob —v». (6.4.1) 
共 辆 动量 是 
p. = = = Ob. (6. 4. 2) 
据 式 (6. 2. 3D , 式 (6. 3.5), 有 
pe = CAR = 一 CU =—Q, (6. 4. 3) 


此 处 Q 为 电容 中 所 储 的 电荷 . 考虑 在 Da =0 情况 ,SQUID Kb T 185 D= 0. D 的 量子 涨 落 
可 以 估计 如 下 : 


$C»! CA!) 一 I fiw, (6. 4. 4) 


l 
2 
Fe Ty AEF HIE mo x? 的 类 比 , 右 方 是 零点 能 的 一 半 . 因此 有 


ICAS)? ) = TA (6.4.5) 
Heisenberg 不 确定 关系 是 
A® + (eAN) > 4. (6. 4. 6) 
N ARE Ph DU SE BS B5 8 F3 H We N=Q. 5X C6. 4. 6025 HH 
E 1 _ Cw 
HANI = 45 UEM C (6. 4. 7) 
定义 
A= (8CI.@B /x? E)? = (CI, fije), (6. 4. 8) 
作为 使 量子 效应 显著 的 特征 参数 . 从 式 (6. 3. 21), FE B7» 1 时 有 
Zc: 1/2 
e 一 一 (d , 
(CAN)? ) (CAD > 都 可 以 通过 A 表示: 
((AN)?) = 4, 
(6. 4.9) 
ac 4 4 
QAM =a = ar 


3 2>1,AN>1, Ill] Ao A LAA), BUR E SA TR 3C , ET IV CERE R. 如 果 AN 1,N 可 
以 很 大 ,而 AN 可 以 忽略 ,@ 值 则 很 分 散 , 这 是 量子 力学 的 情况 . A TAE aR RESI EL I 
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来 , 除 A1 以 处 ,还 要 它 必须 比 竞争 者 更 为 有 利 . 从 式 (6. 3. 11) 看 , 势 曲线 的 局 部 起 伏 ( 造 成 
阱 以 产生 亚 稳 态 ) 是 二 锋 . 如 果 体系 处 于 足够 高 的 温度 以 至 于 TEE YO, DU BE AG 
热 超越. 因此 还 必须 要 求 AT<< 工 时 合 起 来 条 件 是 


ER [E (Ser), 


g 


2 
TN 
Cs SET" (6. 4. 10) 


PK TT DUR RON EAE INF ART. 对 T= 1K CSO. 1pF 3 
在 工艺 上 是 容易 达到 的 ， 

一 个 明显 的 量子 力学 行为 是 势 双 的 隧 穿 . 在 一 个 准 稳 态 附 近 , 势 能 曲线 如 图 6. 12 所 示 ， 
此 处 用 坐标 4 代表 .体系 在 工 一 0 条 件 下 的 隧 穿 率 可 以 用 量子 力学 WKB 方法 计算 , 即 
Xo) exp[- x]; Vama da]. (6.4.11) 


P= consta» ( 
Callan 和 Coleman 的 瞬 子 法 可 以 给 出 更 精确 的 结果 2 
图 6. 12 的 势能 曲线 可 以 用 “二 次 加 三 次 ” 势 近 似 : 


Vig= + "全 一 应 
=F E-E] eem 
参数 关系 是 
p =M, v, — 1 (Mai)? 
: 2g ' $44 F 图 6.12” 准 稳 态 附近 势能 曲线 
对 这 种 势 , 退 子 法 计算 给 出 
P=w (S) (E) e- S x). (6. 4, 13) 


“二 次 加 三 次 * 势 严格 地 说 是 “病态 ”的 ,因为 势能 曲线 没有 下 边界 . 这 样 系统 就 能 不 断 往 低能 
态 路 迁 并 释放 能 晤 ,但 在 真实 体系 (图 6.7) 并 没有 这 种 情况 . 回顾 5. 4 节 的 方法 , 回 弹 解 对 
经 典 作用 量 的 贡献 积分 到 qo( 回 弹 点 ) 为 止 . 实际 上 qo 以 外 的 势 对 结果 影响 不 大 ,只 在 计算 
前 置 因子 的 行列 式 比 时 V(X) 有 作用 . 因此 可 以 认为 一 个 合理 的 势 结 果 差 别 不 大 . 在 有 限 
温度 时 “ 热 激 活 " 训 变 率 是 


Pa = constan exp(— zi). (6. 4. 14) 


要 使 热 超越 不 干扰 量子 隧 穿 必 须要 有 
kT «€ as aws 


全 ”符号 过 代表 左右 二 量 属 于 同 量 级 ,但 左 方 大 于 右 方 . 三 代表 两 个 同 量 级 的 量 , 右 方 大 于 左 方 - 
© 见 本 书 5.4 节 及 附录 . 
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as 是 个 常数 ,对 二 次 加 三 次 势 m 2. 当然 还 要 综合 考虑 w 和 Vs 的 条 件 . A. J. Leggett H 


出 T<100mK 就 可 以 实现 量子 隧 穿 . 

图 6. 8 的 双 阱 提供 了 宏观 量子 相干 的 可 能 性 ,这 是 量子 力学 中 二 能 级 问题 (本 书 5.2 节 ). 
如 果 二 阱 间 势 垒 非常 高 ,左右 阱 内 有 相同 的 状态 yg 与 gr ; 则 它们 的 能 量 相 同 . (B 39 9G 
FR ,由 于 势 又 了 赚 穿 ,这 两 个 状态 是 要 混合 的 , 即 能 量 本 征 态 如 下 : 


一 
ui s i ni (6.4. 15) 
激发 态 Qe E" du — da). 
为 了 讨论 方便 ,这 里 用 WKB 方法 给 出 的 能 级 臂 裂 公式 
T = const ox exp| — r[ V2CV(B) de |, (6. 4. 16) 
E, 一 E, = fr. 


TTE to 时 体系 处 于 uu WA 


pt) = À- 


V2 
E) 
+ gx (exo(— i Er) exp(—i Že) ) }. (6.4.17) 
A> W(t) Wet) Spall WER [8] c Hk RAE T E RA BE YL, 


(goexp(— i Poe 办 exp (一 i =:)) 


Wit) =| Gi | od? |*, 
| (6. 4. 18) 
Walt) =| (gr | 9G)» |*. 
式 (6. 4. 17) 28 1H 
Wr@) |1-c-e7 |^ _ 1 +coalt 
W(t) | 1— e^ |? 1 — cosIt' 
FAAW,+W,=1, BG 
WL) = TA + eos, 
(6.4. 19) 


W(t) = ia 4 goat). 


对 SQUID, L fi R S148 B= — 2-50 B= Be 1 JE SOL E T A SPN 正 是 实验 室 中 的 


Schrödinger 猫 . 讨论 在 实验 上 实现 的 可 能 性 时 ,起 重要 作用 的 是 参数 p (HKG. 3. 2100. 对 
B.2»1 的 情况 , 式 (6.4.16) 的 指数 上 积分 是 ee ,由 于 及 六 1, 相 应 的 也 大 ,是 远离 量子 
体制 的 . 因此 要 研究 B, =1 的 情况 . 令 9, — 1—K 5X (6. 3. 23) 给 出 


8x! L (6. 4. 20) 
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指数 上 积分 可 以 参照 二 次 加 三 次 势 的 计算 再 考虑 因子 1/2, 有 
18 AV), 


Pe een (- EA 


将 式 (6. 4. 20) 代 入 ,有 
r~ wsexp(— QE"). (6. 4. 21) 
由 于 热 超越 率 是 


-AV 


VA ER AVCPRT,ZAGgREDASZDOREUPJZUEGTHT.3XO054.200 3t —2b tk. A AV 
3K? LO ,因此 条 件 是 


ŠKD SAT. (6. 4. 22) 
就 量子 相干 本 身 而 言 ; 式 (6. 4. 21) 指 数 上 K* 4 不 能 太 大 . 如 要 求 它 是 O(1) ,有 
(K?? 3)? pa K^ æ l. 
再 和 式 (6. 4. 22) , 即 和 式 


一 并 考虑 ,就 得 
rauca "m, (6. 4. 23) 


由 于 Aoc /C axl 的 条 件 , 要 求 Cal “F=10 "pF ,这 已 是 很 高 的 要 求 . 到 此 ,主角 还 没有 
出 场 . 宏观 体系 的 特点 便 是 体系 不 能 和 环境 隔绝 ,环境 的 影响 还 会 带 来 进一步 的 要 求 . 
本 节 及 6.5 节 内 容 取 自 文献 [10],[L11]. 
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宏观 体系 的 基本 特点 是 它 和 环境 的 相互 作用 . 一 般 情况 下 它 是 不 可 逆 的 ,并 倾向 于 抹 掉 
量子 力学 的 相干 . 讨论 宏观 体系 的 量子 现象 就 必须 考虑 环境 的 影响 . 以 SQUID 或 CBJ 为 
例 ,即使 在 T« T. 时 ,正常 电子 的 数目 仍 是 有 限 的 ,它们 导致 耗 散 . RS 模型 是 成 功 的 ,其 中 
就 包括 了 耗 散 项 ,因此 耗 散 从 开始 便 应 进入 理论 . “开放 的 量子 体系 ”是 近年 来 发 展 得 很 快 的 
一 个 方向 09. 早年 R, P. Feynman Ñ F. L. Vernon 提出 过 量子 体系 和 线性 耗 散 系统 相互 作 
用 理论 0 , A. Leggett001 轨 在 此 基础 上 系统 地 研究 了 Josephson 系统 宏观 量子 性 质 与 耗 
散 的 关系 ,在 量子 耗 散 理论 中 是 很 有 影响 的 . 对 SQUID 和 Josephson 结 并 联 的 电阻 是 可 以 
测量 的 ,这 是 唯一 的 已 知 宏观 参数 . 但 宏观 量子 效应 要 从 量子 理论 出 发 ,宏观 参数 只 是 微观 
相互 作用 的 结果 ,如 何 将 它 和 微观 理论 联系 起 来 呢 ? A. O. Caldeira M A. J. Leggett! £& HH 
一 个 详细 方案 . 如 何 表现 环境 呢 ? Feynman 和 Vernon 用 “谐振 子 浴 ”,Caldeira 和 Leggett 
沿用 这 一 方案 . 环境 是 相当 大 量 的 谐振 子 , 质 量 、 频 率 和 坐标 是 misi n (00 AP i=l, 
2,…,N. 它们 和 体系 (质量 M Ae qOD) ,在 势 场 V(q) 和 外 力 Fin (ti) 作 用 下 相互 作用 , 相互 
作用 是 什么 形式 呢 ? 要 作 很 设 . 有 了 这 些 就 可 以 写 出 体系 加 环境 这 一 复合 体 的 Hamilton 
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R. 但 最 终 要 解决 的 是 体系 的 量子 性 质 , 它 和 环境 的 N 个 振子 是 耦合 在 一 起 的 . 最 好 的 方案 
是 Feynman 的 路 径 积分 : 对 环境 振子 的 各 种 不 同 历 史 积 分 . 这 样 余下 的 就 是 体系 的 有 效 
Hamilton $ ,环境 的 影响 作为 有 效 相 互 作用 留 在 其 中 . 为 了 应 用 Callan-Coleman 方法 求 隧 
穿 率 ,Caldeira 和 Leggett 用 虚 时 间 积 分 . 最 后 便 可 以 用 体系 的 有 效 Hamilton BREN EM 
量子 性 质 了 . 

在 实现 这 个 纲领 中 有 两 个 重要 问题 . 第 一 , 设 定 的 体系 加 环境 的 Hamilton 量 是 否 可 
fj? 意思 是 在 体系 中 有 许多 微观 参数 miu. ,还 有 环境 振子 与 体系 的 确 合 常数 cod: 等 . 路 
径 积 分 必须 能 够 完成 ,得 到 体系 有 效 Hamilton 量 . 即使 做 到 了 ,这 些微 观 参数 的 归宿 如 何 
昵 ? 它们 必须 以 某 种 结合 给 出 唯一 的 宏观 参数 ,只 有 它 才 能 最 后 出 现在 有 效 Hamilton fit 
中 , 第 二 ,Hamilton 量 是 否 足够 普遍 . 即使 第 一 个 问题 解决 得 很 好 ,结论 也 只 是 : 这 是 一 个 
模型 . 当然 不 排斥 还 有 其 他 模型 可 以 和 它 竞争 . 如 果 能 解决 第 二 个 问题 , 即 以 谐振 子 浴 代表 
环境 ,体系 和 环境 复合 体 的 Hamilton 其 的 写法 是 唯一 的 , 则 这 已 不 再 是 “一 个 模型 ”, 而 是 
一 个 理论 了 . 文献 [11] 很 大 篇 幅 是 在 论证 第 二 个 问题 . 


6.5.1 关于 正则 变换 和 绝热 近似 


这 是 为 了 以 下 内 容 作 的 方法 上 的 准备 . 
考虑 体系 的 Lagrange H: 
L= Lo + AL, ’ 
ian smi 4-35) = Vie), 


AL; = EI. (6.5. 1) 
AL, 是 与 速度 有 关 的 耦合 ,e 为 常数 . 在 Lagrange 量 上 加 一 个 时 间 函 数 的 微 商 不 会 改变 运 
动 方程 ,原因 是 它 对 作用 量 的 贡献 只 是 一 个 常数 . 若 用 其 他 耦合 项 , 即 
AL, 一 一 ez y, 
AL; = ined 
则 它们 和 AL, 是 只 相差 一 个 时 间 函 数 的 微 商 , 因 此 会 导致 同样 的 运动 方程 . 它们 相应 的 
Hamilton 量 是 


(6. 5. 2) 


a 2 
H, = (97 + P» + VGsy), 
m 


2m 
H = PE GE visu), (6.5. 3) 
_ (p, —ey/2)? , (p, +er/2) 
Hi = PeP y PTEE + VG. 
从 五 的 形式 可 知 这 是 一 个 粒子 在 势 场 V(z,y) 以 及 在 x 方向 磁场 下 所 作 的 运动 . 磁场 的 矢 
量 势 (电荷 因子 略 去 ) 是 
AM =—ey, AU 一 AD —0, 
AD 一 (6. 5.4) 


AUC 一 一 $3» AO —— PE A” = Q, 
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它们 相当 于 不 同 的 规范 选择 . 考虑 二 维 谐振 子 ,在 z 轴 方 向 有 磁场 : 
H= $ Oben + (mix? FN ON (6. 5.5) 


2m 
进行 正则 变换 ,生成 函数 为 
下 (yyz) =— mw yz, (6.5. 6) 
它 的 作用 是 将 坐标 y 换 为 z, 并 有 变换 关系 


F 
P. =e Fe c£ Mwy» 


即将 旧 动 量 p, 换 为 新 坐标 = KIA S y 换 成 新 动量 p.: 


SENE: 2 2 E 2.2 [3 NA " 
H on br PD gmwir + ym (wre af) ^ (6. 5. 7) 


从 耦合 方式 看 ,是 从 bur HR X (6.5. 50 BH xz HAAG. 5.7). 

在 处 理 分 子 结构 时 ,量子 力学 中 常用 的 是 Born-Oppenheimer 近似 059. 它 的 思路 是 
将 原子 核 ( 坐 标 gq: 动 量 pb,) 作 为 慢 运 动 ， 电子 (坐标 $5, 动 基 pist=1,2,°*, NOPE ARG 
5j. 在 绝热 近似 下 ,可 以 视 9g 为 参数 , 它 决 定 了 电子 感受 到 的 势 场 . 先 解 电子 的 Schrödinger 
方程 

-Ë VEVD) paci «o = UG (6. 5. 8) 

右 方 的 U(g) 是 本 征 值 ,g 作为 参数 出 现 . 0 CE 0 JH P UE BR. 电子 能 量 本 征 值 反 过 来 确 
定 核 的 运动 ,作为 其 本 征 方程 的 势能 : 


2 
[= A Vi+ U,G) Jes (D = Eu (q). (6.5.9) 


这 样 , 核 的 运动 和 电子 运动 就 分 离 了 ,但 它们 仍 是 有 耦合 的 . 以 ij RRA PARA e 
/ 代表 多 电子 波 函数 的 状态 , 则 分 子 系统 的 波 函 数 是 (以 { 引 代表 电子 坐标 的 集合 ) 

Ja (q i£ = pui lq) Xe ({E} g)， (6.5.10) 
5 PA UT ADA) p, PR ESE F 9B PEU RT ULT Ze: 


(ik | AH | jl) =— Fo | da] ae( 2e: (gq) PA X, (Esq) aED 
+ gi Ges lq) Xi Cg) x x, Gs. (6.5. 11) 
在 绝热 近似 条 件 下 , 核 的 运动 和 电子 的 运动 都 是 保守 的 ,它们 之 间 没 有 能 量 交 换 ， 
6.5.2 有 耗 散 的 电磁 体系 的 Hamilton È 


先 从 一 个 简单 的 体系 开始 . 这 是 一 个 超 导 环 , 环 孔 中 有 和 磁 通 o 穿 过 . 它 的 Lagrange 
BE 
SERY TN S 2 
L = 5,09 2r? ’ (6. 5. 12) 


相应 的 运动 方程 是 
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OB + =o. (6. 5. 13) 
“环境 ”就 是 处 于 正常 态 的 电子 ,正常 电流 DL. 是 有 耗 散 的 . 相互 作用 Lagrange 量 是 
AL= fi AW dix; (6. 5. 14) 


了 Cr) 一 2 jevó*Cr— r), 
j 是 正常 电子 的 电流 密度 算 符 ,v 是 电子 速度 ,积分 对 环 的 体积 进行 . 令 1 为 沿 环 的 长 度 , 方 
向 与 j 一 致 ,S 为 环 的 截面 积 , 则 有 jd'z— Sj |dl| =I dl, I, 是 正常 电流 . 因此 
A I,A T 


积分 是 沿 环 的 封闭 线 积分 . 用 Stokes 定理 ,得 AL — 1,0. 采用 Coulomb 规范 E— —À I, = 
jS—sES- —e|A|S 一 “ 虫 S, 此 处 5 是 电导 素 ,是 环 总 长 . 因 电阻 是 R, (号) ,上 式 为 


1. 一 一 是 . 运动 方程 可 以 写 为 


50 p 
wed i ade (6, 5.15) 


我 们 的 目的 是 把 耗 散 项 用 电阻 (造成 耗 散 的 “环境 ”) 的 微观 坐标 表示 出 来 , 写 出 体系 -环境 
的 微观 Lagrange 量 , 而 它 必 须 能 导致 仅 包括 一 个 宏观 参量 R, 的 运动 方程 式 (6. 5. 15). 这 就 
能 说 明 Lagrange 量 的 选择 是 正确 的 ,然后 用 它 去 进行 量子 效应 的 计算 .定义 电荷 量 2. 


g(t) = [nee dz", (6. 5. 16) 
即 


(6.5.17) 


I, = iao, 


2, 是 正常 电流 流 过 时 间 上 通过 的 电荷 量 . AL — 9. 可 以 改写 作 
AL —— 2,6, (6. 5. 18) 
它们 相差 一 个 函数 的 时 间 微 商 , 因 此 完全 等 价 . 2, 和 电阻 有 关 , 电 阻 可 以 看 成 是 含有 大 量 简 
正 模 的 振子 集合 的 效应 ,以 Q, 代表 简 正 坐标 ,a 为 模式 . 2, 可 以 一 般 地 写作 
a C. (6.5.19) 
再 次 用 “相差 一 个 时 间 微 商 " 办 法 ,有 
AL 一 G6>1cQ.. (6. 5. 20) 
环境 作为 质量 m, .频率 w 的 振子 Q。 的 集合 ,也 有 自己 的 Lagrange f. 总 体系 的 Lagrange 
量 就 是 
L = 06" 一 ap? *92,c. Q。 -X qnae ym Qr (8520 
VONNIME URL PN 后 两 项 是 属 环境 的 ， 中 间 一 项 是 体系 、 环境 相互 作用 . © 
AQ, 的 共 辆 动量 是 
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| 
6. 5. 22) 
Po = a — m, Q. 02, é.. 
由 此 ,总 体系 的 Hamilton ME 


mad iHa + D(z Pa + gaia) 


~2 
-GF X n -9 Y It (6. 5. 23) 


回顾 式 (6. 5. 5) 3X (6. 5. 72  J& JA. HE - Ab b RAE 9] tr A Rr. 此 处 也 同样 ,用 生成 
PR XC 


F(z,,Q) = >) mw.Q.2. (6. 5, 24) 
能 得 到 
P. E m,v.Q, + 
i (6. 5. 25) 
Po = Miei 


用 新 坐标 c, 和 新 动量 ,置换 旧 坐 标 Q, 和 旧 动 量 Pa : 


H' = 78" 一 ; 9' 十 2 (Bm + Pt ) 


— OY) iwat tP >) Zi, (6. 5. 26) 
Few, — c, BAAR Lagrange 其 是 


== 06 一 a?’ X pm gratas) 


us Ed 1 (6. 5. 27) 
相互 作用 项 显示 环境 坐标 zx。 以 不 同 强度 c， 耦合 于 体系 坐标 D. 上 式 最 后 一 项 是 重 正 化 项 ， 
它 合并 于 一 地 ,实际 是 改变 了 体系 参数 . 在 用 微观 Lagrange 量 进行 计算 时 ,相互 作用 项 
会 带 来 体系 参数 的 变化 ,而 这 一 项 恰恰 起 了 抵消 项 的 作用 . 如 果 物 理 上 不 应 有 变化 ,这 一 项 


就 应 保留 . 式 (6. 5. 27) 就 是 体系 加 环境 微观 Lagrange 量 的 标准 形式 . 取 成 坐标 -坐标 耦合 是 
为 了 对 环境 坐标 进行 路 径 积 分 时 的 方便 . 


6.5.3 人 非 绝 热 性 的 修正 , 耗 散 体 系 的 微观 Lagrange È 


如 果 绝 热 近 似 的 成 立 条 件 并 不 完全 满足 , 式 (6. 5. 11) 就 成 为 非 绝 热 修正 . 将 绝热 近似 用 
于 有 宏观 量 粒 子 的 环境 有 -个 特殊 之 处 . 波 函 数 X({8},9) 的 上 代表 N 个 电子 的 状态 . 很 多 
的 由 A 应 ( 式 (6. 5.11) BAH AL 态 实际 上 只 会 在 宏观 量 N 的 粒子 中 有 1/N 量 级 的 差别 . 
因此 在 式 (6.5.8) 中 的 避 实际 上 对 上 的 依赖 很 弱 , 即 作为 决定 宏观 体系 运动 方程 式 (6. 5. 9) 
中 的 势 实际 上 是 与 上 无 关 的 ,这样 体系 的 波 函 数 就 与 微观 环境 的 状态 上 无 关 了 . 式 (6.5.9) 
变 为 
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— ee on 


| K? | nar 


^ Oot i hi à a . a 
te a (= Fal e| del 2. (à) pi (@) ke (Gra) 3X, Gs) 
" á . a’ 
tsi Ca); (9) X, (Eq) jg ^69. (6.5, 29) 


这 种 情况 使 得 式 (6. 5. 29) 可 以 近 一 步 简化 . 在 环境 波 函数 空间 定义 算 符 开 : 
Rtomre | Keay | We Jas ceo (— i tig es cede, (6. 5. 30) 
st (6. 5. 29) 就 变 为 
‘oe | KA lL 2 y | pK ute) + Ry tep+ (Rete) Lj). — (5:5.3D 
此 处 有 
| pli = [er co(- i hac )e; coda. (6. 5. 32) 
aqi” 
总 Hamilton 量变 为 
d e ig Roo eg) +H... (6. 5. 33) 


Â. SHE Hamilton HM ALA € HKU (4 HE FR Ht T 48 PGE LF BOA BUDE CIR T 


必 (g) 是 非 绝热 修正 . Ve o PR BU LS EK GD ZB, 有 关 , 此 处 x, Mp, 是 环 
境 简 正 模 i 的 广义 坐标 与 动量 算 符 . 环境 的 状态 是 |n mommy AD n REWER j 
态 上 的 数 子 数 . 2, 5, 的 非 零 矩阵 元 是 


(nj +1 | 2, | 2 = (n, | £j | nj - D = Gy +04 (5 : ) 


m;o; 


1/2 


1/2 


(n; +1 | Ê | nj) —— (n; | Ê; Ln; +1) = imw (nn i (zZ ) 
(6.5. 34) 
[Bs K Gp £x PE MAR RAS, f. 这 个 假定 并 不 意味 体系 与 环境 相互 作用 是 弱 的 . 体系 与 环境 的 


相互 作用 主要 体现 在 绝热 近似 势 U(g) ,而 度 (a) 仅 是 它 的 非 绝热 修正 . 民 可 以 使 任 一 个 模式 
的 粒子 数 变化 1, 但 它 同 时 可 以 使 任何 数量 的 模式 改变 粒子 数 . 从 式 (6. 5. 33) 看 ,为 了 保证 


广 对 时 间 反 演 的 不 变性 , 扩 的 时 间 反 演 行 为 应 和 pp 相同 . 由 于 xz) 与 g 在 时 间 反 演 下 不 变 , 因 
此 在 线性 假定 下 开 (o) 的 形式 只 能 是 
K(q) = DKD b. c (6.5.35) 
总 Hamilton 8i (3X (6, 5. 33) ) 变 为 i 
B = zu (b+ KG pt )+UCq) + FÉ... (6. 5. 36) 


ix 11$ 35:31 122 EZR EN R E F RAAR qth. A T E te - 
合 , 可 以 用 6.5.2 节 的 方法 .第 一 步 ,引入 新 坐标 yj ,生成 函数 是 
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p > ym qox jy; 
j 


变换 关系 是 
aF 
b; az, ja 
IF 
Py 一 一 ay, =— M jw jE 5 


Hest (6.5. 38 4C AH GR CS. 5. 36)) f 8I A’ (qspsyis p, ) ,再 回 到 Lagrange fit ,得 
L'(qsds yj») => md’ —U(qg)+ 2, qm! — >; ny! 


S Sm o;K q) ġy;. 


时 间 微 商 从 q BB) y, 上 ,然后 再 进行 一 次 正则 变换 , 先 改 写 K;(g)g: 
K; (q) g = | Ka ddd’ 
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(6. 5. 37) 


(6. 5, 38) 


(6. 5, 39) 
TE LISI 121.799 为 了 再 把 速度 换 为 坐标 , 先 用 “ 差 一 个 时 间 微 商 "办 法 把 


WA RH 一 Y mwy S[ K dd. 在 式 (6. 5. 39) 上 加 一 个 时 间 微 商 项 


Sim jo; S [ y" Ki ca dda’ | 就 得 到 等 价 的 新 Lagrange fit 
L” =i i? —U(g)+ > Imjyl— >) maisi 
i 


T 2mm, 3, K; (q' )dq’. 
er » RT. E Hamilton 量 ,然后 作 正则 变换 ， 


F,(q) 3 1 
H” = PtU) + HE -e NE zh,» |. 
此 处 
Kites = mw? | K; qda". 
正则 变换 的 生成 函数 和 变换 关系 是 
F’ = 9 miw;z;y; 
Py, T E = Mw jj 
J 
IF’ 
Pa = à; ——mijo;y;. 


变换 后 的 Hamilton 量 和 相应 的 Lagrange 量 分 别 是 
Ld 2 F; (q) i 
H -dut00 Ela ph timai (s — 257) |, 


mao; 
1 
= må —U(q) + 之 (m gi — gwizi ) 


2 
+ UF, (q)z, — > Fio. 


2mjw; 


将 外 力 Fa GO BLAR EXE , HH z 改 为 x,U 改 为 V ,就 得 到 最 后 的 标准 形式 : 


(6, 


(6. 


(6. 


(6. 


(6. 


(6. 


. 40) 


.41) 


. 42) 


.43) 


.44) 


.45) 


.46) 
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I; = mg’ —V(q) + 2 (+ m, ži 一 Smee} )+ oF; (q) 2; 


F} (q) 
= amet zT OF unt). (6. 5. 47) 


有 耗 散 的 电磁 体系 的 Lagrange 量 式 (6. 5. 27) 是 此 式 的 一 个 特例 . 进一步 对 F; CO ERR TE TK 
赖 假定 了 


F,(q) = Ca; (6. 5. 48) 
耦合 项 变 为 9 S Cx, , 重 正 化 项 变 为 
j 
SN) 8 ks Y iua (6. 5. 49) 
Br ul 2 4 TM 
Lagrange 量 式 (6. 5. 47) BA m 
Mj =— ~ jr + MU)! q-- Fe (t) — 21€, 
: (6. 5. 50) 
m, Ti SS mw; = Cjq. 
进行 Fourier 变换 到 5(w) 和 Zz;(w) ,并 从 两 个 运动 方程 消去 Zz, ,得 到 系统 的 运动 方程 
— Mit is m (Sr) + 0 RG eG. (6.5.51) 
此 处 
= Ci 
K(w) = 之 CECI (6. 5. 52) 


频率 重 正 化 (Aw)* 已 包括 在 V 中 ,成 为 重 正 化 势 . 
6.5.4 微观 参量 与 宏观 耗 散 参 量 的 关系 


体系 的 宏观 运动 方程 是 
TUM. 
M =. ext ? 
q 758 - Jq F 
它 的 Fourier 变换 形式 是 
— Ma d Go) — ian d Co) + ( a.) = Fai. (6. 5. 53) 


将 它 与 式 (6. 5. 51) 比较 ,得 
K(w) = ion. (6.5. 54) 


在 将 它 与 式 (6. 5. 52) 右 方 等 同 起 来 以 前 , 先 要 处 理 式 (6.5.52) 在 o, 处 的 极点 .在 对 积分 
时 绕 过 极点 的 方式 是 


eae Fees 
a — ow Co; + w)(w; —w — ie)’ 
即 
e o or 
Im re quim Qno 25, 0 9 a) 
式 (6. 5. 52) Bw 


O ”此 假定 在 下 文中 将 会 放松 ， 
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C: 
ImK (w) = 221 Nw) = EE (6. 5.55) 
ReK(o) — 0. 
3X6. 5. 54) 给 出 条 件 
Tus (6. 5. 56) 


由 于 宏观 运动 方程 在 频率 w 失效 了 ,因此 上 式 应 用 范围 也 是 oe. 3; FoI q 并非 严格 
线性 依赖 ,可 将 式 (6. 5. 55) 修 改 为 

224 E (Fe) se 一 ww) = 7(q). (6. 5. 57) 
至 此 ,已 证 明了 体系 -环境 总 系统 的 微观 Lagrange EA (6. 5. 47) 能 正确 给 出 体系 所 满足 的 
宏观 运动 方程 ,因此 可 以 被 接受 为 进行 量子 力学 计算 的 出 发 点 . 

Caldeira 和 Leggett"! Wy F PHA Lagrange 量 式 (6. 5. 47) 是 足够 普遍 的 . 论证 中 有 的 
步骤 还 不 算是 严格 证 明 , 只 是 “合理 的 论据 ”. 

除 Caldeira-Leggett 方法 以 外 ,处 理 超 导 隧 穿 结 耗 散 问题 的 还 有 V. Ambegaokar, V. 
Eckern 和 G. Schön 的 方法 90". 他们 从 超 导 结 的 微观 模型 出 发 ,以 准 粒 子 自由 度 作为 耗 散 
及 噪声 源 . 对 于 在 谐振 子 势 场 以 及 常数 外 力 场 中 的 耗 散 体系 , 孙 昌 开 和 余 立 华 "*” 用 
Laplace 变换 将 特定 的 体系 和 环境 坐标 的 Heisenberg WIF qCO & z(t) 用 初始 条 件 表示 ,从 
而 可 以 对 体系 作 较 深入 的 研究 . 


6.5.5 BRE EME MRF 
在 无 外 力 情况 下 对 应 Lagrange S GR (6. 5. 47) ASK (6. 5. 48)) #9 Hamilton ft Æ 
ci i 
H = £f. Va > (E 十 Tmwtat )- 432€«. +e e ael. (6.5.58) 


JA ME— A REED IO”. TER HESS [8] Cr, g) rP 35 RE Hl Th] 
的 等 高 线 示 于 图 6. 13 ,体系 的 势能 V(do) 示 于 图 6, 12. 
qq. 是 势能 为 负 的 区 域 , 在 图 6. 13 中 以 斜 线 画 出 并 
标记 为 S. 图 6. 12 中 的 au 给 出 V Cao BC B. Vo. 
图 6.13(a) 中 的 (gz 一 0) 是 势能 曲面 的 鞍点 , 它 对 
系统 的 势能 是 极 大 值 ,而 对 环境 的 势能 是 极 小 值 . 隧 
穿 的 经 典 轨 道 相应 于 从 原点 (gq 二 0,z; 二 0) 沿 g MAR 
点 到 达 S. 在 有 耗 散 时 (图 6. 13(b)), 势 能 变 为 (只 列 
一 个 环境 坐标 ) 


hu 1 3. 2 
Vla) + jme r Cqx tq nol 


=V(q) + imo! br Ti ) ; 


mam 


鞍点 位 置 由 (qu,0) 变 为 (au 所 au) ,在 此 点 的 势 四 


图 6.13 SHES Cx, ,9) 中 势能 等 高 线 
max Ju 6. 13€ , p Y 
能 仍 为 V(gmx)( 见 图 b)» ,此 时 路 径 上 势能 虽然 ion 和 


D J(w) 不 能 无 限 随 ww 增长 ,宏观 运动 方程 适用 的 上 限 是 we. 
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未 变 , 但 路 径 变 长 ,WKB 指数 为 [van 2 ds 成 正比 ,因此 耗 散 使 隧 穿 率 变 小 . 


在 定量 讨论 中 中 需要 计算 体系 在 温度 T(8 二 1/kT) 下 的 密度 矩阵 9 
platat qi{zi}; D = de Bags (laita Gi D, (6.5. 59) 


此 处 i,f 代表 始末 态 . 在 将 o 写成 路 径 积 分 后 需要 对 环境 坐标 的 所 有 可 能 的 “历史 ”积分 . 环 
境 坐 标的 历史 是 谐振 子 的 周期 运动 , 故 有 {zi}) 二 {zx:} 圭 {zz} ,而 z 可 以 取 任 何 值 ,对 所 有 历史 
求 和 就 包括 对 x。(a 是 模式 指标 ) 的 积分 . 约 化 密度 矩阵 因此 可 以 写作 


eoa D =| Taz e A oS 7 Ens. co] 


g(0) =q; 
1 (? i " 
x exp[ — x | Le (ass (zari. Ddr], (6. 5. 60) 
此 处 Le 是 欧 氏 Lagrange M,L~=T+V; 
Le(Qy4{x.+4,}) — Md! +V) +> Dy, Gi Hatari) 


t a1C.s, + 2M | Ao lg. (6. 5. 61) 
XFLDz, GO 189 Gauss 积分 , 正 是 本 书 第 5 章 所 计算 的 式 (5. 3.49); 


z PFT, 8 k 
faf oy (DX. G@)Jexp{— V [Amat 4 at 2D H2. CO Jar) 


(0) 


EC 
-roem| c: fa 1 mis enata i c | z)h, (6. 5. 62) 
Am fo)» Jo — sinhag/2 
此 处 1(0) 是 在 C—0 时 积分 的 值 , 它 正 是 自由 谐振 子 密度 和 矩阵 ou Cr sm; Pr HRD: 


xD = B 
ro)= |az|  EDxcodexe| — x[ ou zd] 


"m hilo 
= fa Za. Uy DD. (6. 5. 63) 
谐振 子 密 度 矩 阵 可 以 由 式 (5. 3. 26)2, 式 (5. 3. 30) 和 式 (5. 3. 33) 给 出 . 由 于 作用 量 是 
mao =g 
"ee cosh #28 a 
则 有 
po. (21x45 B) = exp{( 一 学 )F(B) 一 (rut) ew z hosh ia d 
由 此 可 得 


1(0) = | azp(, p = Gesch A (6. 5. 64) 


0 请 参阅 本 书 5. 3 节 ， 
Q 4x-z'-r. 
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式 (6. 5. 62) 中 指数 上 的 积分 可 以 进一步 变换 .将 g(Cr) 扩 到 域 0 三 cr 一 8 之 外 ,定义 是 
qG +B) —qG9, AKC. 5. 62) aT UL fe 


Fesch MBexp| CI ar lace acoge). (6. 5. 65) 

将 它 代 回 式 (6. 5. 60) ,得 到 

p(qisqis B) 一 e^ 
此 处 


(0)= 


"ts cedex [Ma VG) de ]exptACa CO 1/8) » 


eq = TI Tesch Ia 
是 环境 自 ipic gie 
ALGO = l^ LM)! d! COde + EZ 


“af dre qt) qG | 


rv aD aJ 一 co 
(6.5. 66) 
是 系统 与 环境 相互 作用 的 影响 , 它 的 形式 可 以 进一步 简化 . 将 恒等式 
qGqG) = jo HEr) — (GG) —qGO») 


代入 式 (6. 5. 66) 并 将 g COF g Cr R r Mr 积分 ,从 式 (6. 5.49) 可 知 它 们 的 结果 正好 和 
式 (6.5.66) 第 一 项 相抵 消 .因此 ， 


A Lote) T i[ de’ des Ce— r (aC — och), (6. 5. 67) 
一 PbD 0 
此 处 
M ead C —w, irr | 
a(r—r) 2 Pp 
= AS Te du > 0 (6. 5. 68) 
a Ue = U, » D. 
谱 密度 J(w) 是 由 式 (6. 5.55) 定 义 的 ,如 果 采 用 条 件 ( 式 (6. 5. 56))J 一 7oy 则 有 
a(e— 6) = door (6. 5. 69) 
它 可 以 在 条 件 |r 一 rt [me 下 成 立 . 约 化 密度 最 后 的 形式 是 
p(aisqii BD =|" [Dg CO Jexp(— zS«LaCO1). (6.5. 70) 
系统 的 有 效 作 用 量 Sa 
B zi 月 B , , , i 
Sel gto] = l'ac(z Mg *VGD |+ ie deae — £D ai) — ae)", 
(6.5. 71) 


SC BREE |c— c | 很 小 时 ,a(t 一 + ) 对 式 (6. 5.71) 的 贡献 是 很 小 的 . 约 化 密度 矩阵 给 出 体系 的 
所 有 平衡 态 性 质 . 至 此 ,已 经 可 以 按 Callan-Coleman 方法 2 进行 量子 隧 穿 率 的 计算 . 为 了 演 


四 ”这 就 可 以 将 对 地 的 积分 上 下 限 延 至 一 ce 到 十 co ,因为 只 要 限制 在 0 委 r* 生 8 中 ,超过 这 个 界限 时 ,下 式 的 被 积 
分 函数 e irn nem. 
a Wd. 
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示 式 (6. 5.71) 的 正确 性 ,文献 [11] 附 录 B 将 它 用 于 V 一 去 Moq* 的 情况 , 即 系统 是 阻尼 谐振 
子 , 所 得 结果 和 阻尼 谐振 子 的 密度 矩阵 的 精确 解 完 全 一 臻 . 有效 作用 量 式 (6. 5. 71) 给 出 的 运 
动 方程 是 
Mg = My al” a C= Ge) 6. 5. 72) 
右 方 第 二 项 是 环境 作用 于 系统 的 有 效力 ,积分 在 r =r 处 定义 为 取 主 值 ,方程 的 解 就 是 经 典 
轨道 . 令 VOE q—0 处 有 一 个 极 小 值 , 在 gx 处 有 一 个 极 大 值 , 然 后 在 qo 处 降 为 0, 二 ge 
时 V 为 负 . 这 种 位 势 使 系统 在 q—0 处 有 一 个 亚 稳 态 , 它 会 隧 穿 势 垒 则 q ,不 再 回来 . 
将 经 典 轨道 代入 式 (6. 5. 71) 得 到 经 典 作用 量 B 
B=| ec[5Mé' veo] Lf” def a (RPV, sm 
FETE 
r= Aexp(- 2). (6.5. 74) 
3&6. 5.73) 中 的 被 积分 函数 的 g 就 是 回 弹 解 . 回 弹 解 作用 量 是 决定 衰变 率 的 主要 因素 . 前 置 
因子 A 是 偏离 经 典 轨道 的 各 种 轨道 的 贡献 .参照 式 (5. 2. 21) ,有 


| EBA det Dy ve 
A= (2x) det’ 9, (6.5.75) 
EHAA, 309, 分 别 定义 为 
A = E 2 E Rum - (22, 
$c = (tjo J| MPP ar’, (6. 5. 76) 
3, qlr) = (7 5+ GV'LaaI ace +1" qr) 一 GO al (6.5. 77) 
uu MARE ES E dios nM). (r—r? ^" 
qa (z) 是 运动 方程 式 (6. 5.72) 的 回 弹 解 . 式 (6. 5. 75) PAY B^ 是? 
B: =|" M gidr. (6. 5. 78) 


3&6. 5, 75) 4189 det 3€ 2g 362: E 2 AE (RC. 

对 于 一 般 情 况 , 可 以 从 对 作用 量 式 (6. 5. 74) 变 分 得 到 的 Euler-Lagrange 方程 ( 即 
式 (6. 5,72)) 求 数值 解 , 代 回 式 (6. 5. 74) 求 得 回 弹 解 作 用 量 . 但 为 了 尽 可 能 得 到 具体 的 解析 
表达 式 , 仍 对 “二 次 加 三 次 势 ” 求 解析 解 . 在 有 耗 散 情况 下 ,只 有 在 极限 情况 下 , 即 弱 阻尼 a= 


HO 和 强 阻尼 oo 获得 解析 解 . 此 处 仅 将 文献 [11] 结 果 列 出 . 无 耗 散 时 ,“ 二 次 加 三 次 势 ” 


回 弹 解 作用 量 是 B. =e gg. A. 2)) BE SEE P= 4/60 o» (2) e ^^ ctc. A. 31)). 耗 
散 的 主要 作用 是 增加 回 弹 解 作用 其 

B= Bo + ^B, (6.5. 79) 
其 中 AB $a) ngi = Pa) 2Ma agi. (6. 5. 80) 


四 8 的 来 源 是 处 理 堆 模 解 时 出 现 的 经 典 解 作 用 量 So. 经 典 解 基 零 能 量 解 ( 式 (5. 2. 600 , 故 So 就 是 动能 对 + 积分 的 
2 fit. 
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是 依赖 于 a 的 数量 级 为 O(1) 的 量 , 对 弱 阻 尼 情 况 ,@ 王 1285(3)/m 一 0.47; 对 强 阻 尼 情 况 ， 
P= 27/90. 70. 耗 散 的 另 一 个 影响 是 改变 前 置 因子 . 一 般 的 分 析 表 明 前 置 因子 对 a 的 依赖 
较 强 ,但 它 对 隧 穿 率 的 影响 远 不 如 在 指数 上 的 经 典 解 作 用 量 . 在 式 (6. 5. 80) 中 的 9i 值 根 据 
ACG. A.1) 定 义 的 参数 关系 可 以 写作 


qi 一 i (6.5. 81) 
HEE ARA SR (6, 5. 80) ,最 终 得 到 
= 60V, 1/2 18 1/2 | 36 V, 15 " 
TG) = flare ) (&) exp| = x 19) (6. 5. 82) 


其 中 f(a) 是 耗 散 带 来 的 对 前 置 因子 的 修正 . 由 于 ABO, FER A UG Fe fI BE FE 3x JE BET 77 
法 的 必然 结论 . 瞬 子 方法 的 性 质 是 半 经 典 近似 ,但 是 非 微 扰 的 . 在 瞬 子 方法 不 能 应 用 时 (例如 
对 浅 双 阱 势能 级 的 量子 效应 重要 的 情况 下 ) ,会 出 现 耗 散 促进 隧 穿 的 情况 ” . 


6.5.6 耗 散 与 宏观 量子 相干 


耗 散 对 宏观 量子 相干 的 影响 比 它 对 隧 穿 的 影响 要 复杂 得 多 ,对 它 的 了 解 也 还 很 不 够 . 下 
面 只 据 文献 [10] 作 半 定 量 讨论 2. 考虑 图 6. 8 所 示 的 双 
阱 势 , 双 阱 加 环境 势 的 等 高 线 示 于 图 6. 14. 仍 只 考虑 二 
能 级 问题 , 即 在 势 人 垒 很 高 时 ,左右 阱 各 有 一 个 束缚 态 内 
及 歇 , 它 们 的 能 量 是 简 并 的 . TES AUR PR IST £r TE BE BF 
裂 . 左右 阱 态 的 偶 组 合 是 基态 , 奇 组 合 是 激发 态 . 二 能 级 
问题 用 Pauli 矩阵 描述 是 很 简洁 的 . YE o. 为 对 角 的 表示 
中 , 令 so 二 十 1( 一 1) 相 应 系统 位 于 右 阱 十 qo ( 左 阱 一 qo)， 
即 以 c. 的 本 征 态 代表 gr 和 ch ESRB Hamilton 量 可 以 
写作 


uc ME 
m Jua bn 图 6.14 多 维 空间 (g,z,) 中 的 环境 加 
它 导致 gr 和 uo ARE, OA BERR MW (hopping 双 阱 势 等 高 线 


term). H, 的 本 征 矢 和 相应 的 本 征 值 是 


(6. 5. 84) 


fi ft SEA EE AD. 据 式 (6. 5. 58) ,系统 -环境 总 Hamilton A Æ 
A Z..4 2 Ci 
H —— ts, — goo Cai 3 > (Po + mix? )+ di X zog (0585 
在 相互 作用 项 中 一 4 Cr: 已 改写 为 一 go. D Ca: ,因为 系统 处 于 右 、 左 阱 时 ,相互 作用 能 
分 别 是 一 o > Cix: Hl qo DX Cixi» BRE JH o. 的 本 征 值 表示 . 在 6. 4 节 中 表明 ,相干 劈 裂 卫 正 


O 文献 [12j 给 出 更 详尽 的 讨论 . 
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是 共振 频率 (系统 在 左 、 右 阱 内 往复 的 频率 ). 环境 中 振子 频率 o DT, 系统- 环境 可 以 适用 绝 
热 近 似 . 它们 的 波 函 数 是 
plo.» Un) D ~ DIC) X G2 [ys ta), (6. 5. 86) 


JG REX, Ca — -- 1, — 1)J& o. 的 本 征 态 (R,L). 记 式 (6. 5.85) 后 三 项 之 和 为 Dh,» Hb A, 即 是 


h,—— goaCizri +4 pt + met! 2 (6. 5. 87a) 
2 ad 
- ge Leurs A) + const. (6. 5. 87b) 
2m 2 DLs 


hi 的 本 征 态 记 作 qo Cx. h: TERA prop BY o. "T FRA AE (E a — 0-1, —1 RB. ACG. 5. 87b) 
前 二 项 正 是 平衡 位 置 在 2 eid? 谐振 子 Hamilton Jib. 记 谐 振子 波 函 数 为 pl) RA 

dn) = d (a — 2). (6. 5. 88) 
M EB it F Ze BEBE. HIR UE PR CE X Ios Go. MP i FA BEBE. uoUE ECCE 
Xa I" (zi). 考虑 了 环境 之 后 共振 频率 就 是 


P= FOX I[o«21oe12x- [gs 


T = Tr) zy. (6. 5. 89) 
简单 的 积分 给 出 2 
= Cigs 
= = = . 9. 90 
r rexp| 2 mx (6. 5. 90) 


3t (6. 5.90) 表 明 ,环境 的 影响 使 隧 穿 率 下 降 . 从 图 6. 14 diu od T S LB IV TEMA CX 
阻尼 情况 的 g RAL a. 处 在 工 方向 移动 ,方向 取决 于 go 的 符号 . 这 增加 了 隧 穿 难度 . 考虑 
式 (6. 5. 90) 右 方 的 指数 函数 , 它 与 谱 密 度 J(w) 有关, 因为 用 式 (6. 5. 49) 可 以 给 出 以 下 
积分 : 


E 
Ga, = D Ee jM — do = 5217 
因此 
Lg Ns Ci. exp 296 [ JG. 
exp| $X e£ | w dw |. 

积分 上 限 是 切断 频率 &, 下 限 是 wr, 即 绝热 近似 适用 的 界限 . 式 (6. 5. 900 48 Hi 

= — 2qi[* Jw) 

F = rexp| ÉL »É du |. (6.5.91) 


o AF ou = (me) expc— m wr*/2h). Gilad @ilan = [7 as (29) “exp (— 8.) x 


es(- e) exo(— S84). 
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me r(sz" s» a(E)(2)™, (6. 5. 92) 
此 处 
ER 
= agb 


以 上 讨论 使 人 不 够 满意 之 处 是 ,对 w 积分 取 了 下 限 or. 那么 环境 振子 中 频率 更 低 的 成 分 对 
宏观 量子 相干 产生 什么 影响 呢 ? 选 er 一 了 (频率 低 于 卫 的 振子 跟 不 上 体系 的 “ 慢 变 化 ”)， 
式 (6. 5. 92) 给 出 


P= a L(I)" zi aE) (6.5.93) 


t 


这 个 结论 令 人 鼓舞 : 真实 的 频率 下 = r(L) <T. IHARES t PRT 


w 


aT ,绝热 近似 就 可 用 ) : 


频率 再 次 下 降 . 继续 下 去 有 两 种 可 能 : 


~ ID) 

r= ES , «n 

ui TU (6. 5. 94) 
r=o, 7 > 7) - 

这 种 类 似 重 正 化 群 的 论证 最 后 得 到 有 趣 的 结论 . 如 果 阻 尼 常 数 了 低 于 临界 值 7., 则 隧 穿 率 


(共振 频率 ) 减 小 ,如 果 7 大 于 因 , 则 体系 稳 坐 在 一 个 阱 中 , 隧 穿 率 为 0. 
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1981 ^E A 3e 8 Pe T EU d FH DC Josephson 4. 式 (6. 2. 18) 给 出 势能 
VG) —— 2G. cos + La). (6.6.1) 
当 Tu / Lr Bf VA RI RAMAH singan c 8] E39 A8. 自 阱 中 亚 稳 态 (零点 
fi fico, / 2) 8| A TIRE Tt Ze 7 


fis) um IS (1 — 22)? — zeos 4] — Pat, (6.6. 2) 
vig 


I MEE AA SON. ES A, WR Be, EA eM es 
率 为 


p = Ode Har (6, 6, 3) 
2x . 


它 随 温度 降低 迅速 下 降 . 在 T-~0 BAR DECR BREE OO, st B ETA 0 EH SE LR 
if RIES S T XX. 跃迁 的 宏观 变量 是 结 的 相位 $. REKE 
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y = wo b 1/2 J 
tur = cS (6. 6, 4) 


对 流 偏 置 结 ( 旁 路 电阻 R, 电 容 OO TE z 二 1 时 是 


_ HG) 8A 
bu [1:2- pa. (6.6.5) 


括号 中 第 二 项 是 环境 耗 散 的 效应 ,A 二 OC(1). 当 9 位 于 阱 中 时 ,其 平均 值 在 势 阱 最 低 处 ,并 在 


它 周 围 有 频率 为 w 的 振动 . 当 它 夏 出 势 人 又 时 就 将 沿 势 曲线 下 滑 , 此 时 g 就 产生 电压 . TEX 
献 [24] 中 的 实验 是 在 不 同 的 温度 (1. 7K 到 5mK) 下 逐渐 增加 电流 工 当 电 流 增 加 到 某 一 值 
时 , 结 就 从 超 导 态 ( 跨 结 电压 为 0) 过 渡 到 正常 态 ( 跨 结 有 电压 ). 将 各 温度 的 过 渡 电 流 分 布 P 
(了 ) 记 录 下 来 , 当 温 度 降低 时 PO) 分布 变 窗 并 移 向 高 电流 值 ( 见 图 6. 15). 插图 给 出 结 在 
95mK 的 电流 -电压 特性 曲线 . 垂直 的 两 段 代 表 结 在 超 导 态 ,接近 水 平 的 两 段 代 表 过 渡 到 正 
常态 ,瞬间 产生 了 电压 ,代表 p CRISS. 从 分 布 PCDRIDAT SEE HL EKXE? c (D. 在 
图 6. 16 中 给 出 两 个 结 的 r CD,lnr !'(1) 都 接近 于 与 1 成 正比 . 当 温 度 降 低 时 ,rz (站 向 高 
工人 值 推移 ,lnr-:( 的 斜率 增加 ,在 T 100mK 时 斜率 很 少 变 化 .图 中 的 实 线 代 表 热 激发 芭 
ARR. 6.3) ) 的 理论 结果 . 虚线 代表 不 考虑 耗 散 的 量子 隧 穿 率 , 点 线 代 表 考 虑 耗 散 的 量 
F BE SE SE GR C. 6.4) 3006. 6. 50 ,它们 都 是 与 温度 无 关 的 . 从 实验 数据 与 理论 的 拟 合 中 代 
表 耗 散 的 参数 A AAEH Ac. 5. 图 6.17 给 出 两 个 结 P(T) 的 宽度 AI GI—ODO* 2" fe 
H T BERG SER ERR AD I ES 2p RTA RR CRE TPA EA — 4. 50 RF 
隧 穿 的 理论 结果 . 另 一 个 实验 组 "中 对 T= 时 量子 隧 穿 率 与 耗 散 的 关系 作 了 报道 ,确证 了 理 
论 的 结果 . 


SmK 


95mK 


I50mK 


P(1X 任 意 单位 ) 


0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 
HHA 


fH 6.15 Josephson 结 从 超 导 到 正常 态 的 过 渡 电 流 分 布 P(D). XR E24] 


阱 中 的 宏观 量 是 跨 结 的 相 角 差 . 它 不 仅 穿 透 势 垒 ,而 且 在 阱 中 还 有 不 同 的 量子 态 ” .在 
20 世纪 80 年 代 后 期 直到 90 年 代 有 不 少 精 确 的 实验 ，, 

Josephson 系统 的 宏观 量子 相 十 现象 的 实验 发 现 已 在 4.9 节 讨论 Schrodinger 猫 态 时 
作 过 介绍 . 这 是 实验 研究 的 一 项 突破 . 
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rys 


1,-162nA 
R=10kQ 
z 
lin A 
(b) 
图 6.16 j^ ZhüglikxEX r CD. KALA) 
35 


e 1.62NHA 结 的 实测 PU) 宽 度 
e 1.62nA 结 和 的 实测 P(7) 宽 度 
— ilti 

25 ---MQT 理 论 ， 无 阻尼 
MQT 理 论 ， 有 阻尼 


AlimA 


107? TE 10" 
TIK 


图 6.17 过渡 电 流 分 布 P(T) 的 宽度 与 温度 的 关系 . 取 自 [24] 
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6.7 磁 的 宏观 量子 隧 穿 , 自 旋 相干 态 


20 世纪 80 年 代 后 期 以 前 ,讨论 宏观 量子 现象 多 限于 Josephson 体系 .到 1988 年 出 现 了 
关于 磁 的 量子 隧 穿 的 理论 讨论 "加 ,20 世纪 90 年 代 初 就 出 现 了 实验 工作 . 此 后 理论 、 实 验 
工作 发 展 非常 迅速 . 到 1990 年 代 中 已 涌现 出 大 量 研究 成 果 . 由 于 原子 之 间 强 的 交换 相互 作 
用 ,出 现 铁 磁 、 反 铁 磁 单 畴 磁性 颗粒 可 以 有 107 — 10° 基本 自 旋 作为 一 个 整体 而 行动 ,而 畴 壁 
涉及 10" 自 旋 . 这 类 问题 称 为 “ 巨 自 旋 ”(giant spin). 作为 宏观 量 , 它 们 呈现 量子 性 质 ,例如 
隧 穿 现象 . 这 类 现象 不 仅 具 有 理论 意义 ,而 且 在 信息 的 存储 与 操作 上 有 重要 的 潜在 实用 意 
义 . 在 制造 工艺 和 测量 技术 上 的 突破 更 为 实验 研究 开辟 了 广阔 的 道路 ， 

在 磁 隧 穿 的 理论 工作 中 需要 用 自 旋 相干 态 方法 ,以 下 先 作 简单 介绍 B' 史 . 它 的 构成 是 基 
于 自 旋 算 符 代数 的 . 自 旋 算 符 S 的 分 量 是 (S,,S: S) Casimir 算 符 是 S ,本 征 值 是 s(s 十 1)， 
s 可 以 是 整数 或 半 整 数 . 先 取 基准 态 |m),m 是 S. WATE, —s<m<s. 取 转 动 算 符 
U(0, 4) ,此 处 9 和 # 是 单位 矢量 0 的 球 坐 标 极 角 及 方位 角 , 它 将 = 轴 转 至 (9,#$) 方 向 . 
U(0,9) 89 3€ 35 XX JE 

U(0,9) = ee, (6. 7. 1) 
M UC 9E HT. |o BERI AWE s, HEAO 4077 HEREDI m 的 状态 , 称 为 自 旋 相 干 


态 , 记 为 10 ) 或 19,$): 
10)=|0,¢) = U(0,$) | m) = ee: | m). (6. 7. 2) 


在 两 个 指数 函数 间 插入 单位 元 1 一 SD | ninl, 得 


n=- 


| 8s) = y en |e: | m» | m. (6. 7. 3) 
式 中 的 矩阵 元 称 为 用 角 动 量 * 表示 的 约 化 Wigner 系数 : 
di (9) = <n | es | m). (6. 7. 4) 
m= s( SRSA WT d 的 表达 式 最 简单 : 
da0 = (. Ze Y cos" 2 sine È, (6. 7. 8) 
单位 元 的 分 解 是 2 
相干 态 的 重合 是 


(8,8 | 0$ 0 — (m | ee se Ss | m) 


= Sidi duC-6 est, (6. 7, 7) 


对 m-—sGg E bO EX 
1 ^ 2s 
(0,910.95 — | eos Z cos Oey © + sin sin oe mee | 


O TERA OY MEP CAR [ 29 ) [30]. 
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; ; 2s / T " 
= | cos L cos g ere à ] [i + tan tan Pe o ] $ (6.7.8) 


上 式 还 可 以 写作 另 一 式样 : 
alan) =| 4 人 10 |e*, 


此 处 
Oia") |= | (cos Geos s L + sin P sin E coss! —») 
* (sin f sin ue sin( ¢’ —#) ] 
=[z0 +â- ân], 


Q SA HRAD 满足 


TWO ETON EEA: SOP 
sin ^ sin 5 3in($ $) 
tan = 2s. (6. 7. 9) 


cos Z cos > + sin sin Zsin( $—49 
以 上 的 讨论 涉及 了 相干 态 的 多 种 性 质 . 从 它 的 参数 标志 看 ,参数 是 连续 的 . 不 同 标志 的 相干 
态 不 是 正 交 的 . 它们 组 成 过 完全 的 集合 ,通过 单位 元 分 解 ,可 以 把 任意 波 函 数 用 相干 态 展开 . 

对 量子 自 旋 系统 , 自 旋 相 于 态 提供 自然 的 半径 典 近似 框架 . 考虑 路 径 积分 的 牙 迁 振幅 ， 


3K Hi ni IT [8] JE X : 

(0e P 1g) = I [f ss 0.) |]TI CKa.1e ^ 1..). (6. 7, 10) 
在 上 式 中 已 将 虚 时 间 间 隔 e n 分 为 小 间隔 e 的 N 等 分 ,并 将 N 个 单位 元 分 解 插 入 指数 函 
数 因 子 之 间 . 式 (6.7. 10) 的 一 个 典型 的 因子 是 


(0,.|e?^|0,..) =a, 11—e/n| a.) 
x (6. 7. 11) 
- _e (IH Ia.» 
=A. |a.o|1 h «(0.10.5 ] 
以 下 分 别 计算 上 式 中 的 各 因子 . 2391 (0, (0, 的 振幅 与 相 因子 ， 

9 Aal = a aa Een, 
556. 7.9), demo Lad. - à .站 D| ,在 Nco,e->0 极限 下 , 它 趋 近 于 1. 相 角 在 


极限 下 是 ( 据 式 (6.7.9)) 
P~ tan® ~ 2ssin’ vag = sti codi): 
此 处 Ag 一 加 一 加 -由 于 Ag 已 是 带头 项 , 且 下 面 无 限 多 的 Ag 要 相 加 ,故此 处 应 予 保留 . 总 
起 来 有 
UL | 5 ese 099 = emi aD," 


由 于 式 (6. 7. 11) 中 方 括 弧 中 第 二 项 前 已 有 *e 在, 故 两 个 矩阵 元 之 商 可 弃 去 Ole) 项 : 


(a, | HAY ^ 
bl. ME aree NETT F x H SeA 
n (a, | Ê last Ote) CA) 
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HH(Q,) 已 是 c 数 ,是 Hamilton 量 在 相干 态 |0,) 的 期 待 值 . 式 (6.7. 11) 已 经 计算 完毕 ， 
(a, |e" | a.) = exp| — ies (1 — cos) d, 一 &Ha. |. 
BKxE fel (6. 7. 10) 式 已 经 可 以 写成 路 径 积 分 形式 : 
| | 0) = fa 00.01 x 


exp| 一 is i (T— cos) $dr — 1f" HG (dr |. (6. 7. 12) 
路 径 积 分 中 指数 上 的 量 是 0 (7) 的 泛 函 , 它 和 作用 量 SLO (DIRE 
二 SL[Q w] = il [— is — cos) CO + rH CD) Jar. (6. 7. 13) 


先 讨论 第 一 项 的 意义 . 在 图 6.18 中 ,单位 球面 上 矢量 0 (9,$)， 
(2 (6 十 db,g 十 dg) 与 0 (6 一 0) 所 夹 的 面积 ( 斜 线 标 出 ) 是 


dwLD (7)] = | sing ao ag = (1—cos@)dg. (6.7, 14) 
如 果 路 径 积分 中 0 DSA Ce) BMA Cr) 摘出 一 个 封闭 路 径 , 则 
elo | = li (1 一 cosb)g(r)dr = r (1— cos@)d¢ 


$6.5, 152 6.18  Wess-Zumino 项 的 
正 是 封闭 路 径 在 球面 上 所 围 出 的 面积 . 有 趣 的 是 ,球面 是 无 边 pionii 


的 ,封闭 曲线 的 “内 ”与 “外 ”是 无 法 区 分 的 . 令 封 闭 曲线 两 侧 的 

面积 为 Si 与 5; ;而 根据 封闭 曲线 的 描绘 方向 (任意 确定 ) 与 面积 外 向 法 线 的 关系 (例如 右手 
螺旋 ) 确 定 SHAS. MWA 5S; 一 5; 二 4x. 在 式 (6.7.12) 中 这 个 因子 的 贡献 是 e“, 而 s 是 整 
数 或 半 整 数 , 故 有 e “二 1. 因此 有 ee 0 —e "一 e "1, 这 个 因子 有 几何 根源 ,因为 它 


和 0 在 球面 上 描 出 径 迹 的 快慢 无 关 . Lagrange 量 中 的 一 is(1 一 cos0)$ 项 称 为 Wess-Zumino 
项 ,在 7.2 节 还 将 遇 到 它 . 


6.8 单 畴 铁 磁 粒子 的 宏观 量子 现象 


考虑 单 畴 铁 磁 粒子 ,其 磁 矩 的 大 小 M 在 过 程 中 不 变 ,原因 是 交换 能 远 远大 于 磁 各 向 异性 
能 ,使 得 磁 矩 M 在 量子 过 程 中 作为 一 个 整体 (宏观 量 ) 出 现 . EE 95 77 16) Ba HC (AER CO 40 K 
示 . 由 于 晶体 的 磁 各 向 异性 ,有 各 向 异性 能 Ex (0.46). 使 它 取 最 低 值 的 磁 答 取向 称 易 磁化 方 
向 (easy direction). 磁 矩 的 大 小 和 颗粒 的 总 自 旋 成 正比 : M= ys ,此 处 7 二 gps sus 是 Bohr Ré 
子 ,g 是 回 磁 比 .在 有 外 磁场 HH 存在 时 , 磁 矩 的 能 量 是 
E -——M-H-- EG, 4). (6.8. 1) 
磁 矩 在 磁场 中 的 运动 方程 是 


dM_ dE 
— a M X 4M" (6. 8, 2) 


它 称 为 Landau-Lifshitz 方 程 ,也 称 Bloch 方程. 一 是 磁 答 感受 到 的 有 效 磁场 (外 磁场 加 蝇 
体 各 向 导 性 场 ) , 它 在 这 个 场 的 作用 下 进 动 . 由 于 M 是 常数 ,描述 磁 矩 运动 的 实际 是 外 将 
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式 (6. 8.2) Aaa. 


Si ad 
umen ula a (6, 8. 3) 
此 处 * 是 颗粒 自 旋 的 大 小 . 将 方程 用 (6,$) 表 示 , 有 
jsing — 2 n (6. 8. 4) 
gsind 一 ^ 2E, (6. 8.5) 
这 组 方程 可 以 从 作用 量 导出 : 
I = [del = [artsécoso — Eco, $2). (6. 8. 6) 
由 于 在 Lagrange 量 上 加 一 项 时 间 微 商 , 不 改变 运动 方程 , 则 上 式 可 改 为 
E Jat sa — cose) — EG. 92). (6.8. 7) 
过 渡 到 虚 时 间 t= 二 认 , 欧 氏 作 用 量 是 
=i] = fasa — cos) (c) + ECÓ, 42) dr 
= iw [Â] + |deE (0.9). (6. 8. 8) 


第 一 项 是 Wess-Zumino 项 . 和 式 (6. 8.7) 比 较 得 知 式 (6.8.8) 正 是 自 旋 相 干 态 路 径 积分 的 指 
数 上 的 因子 .严格 地 说 ,Wess-Zumino 项 是 自 旋 相 干 态 的 结果 ,从 运动 方程 出 发 并 不 能 唯一 
地 得 到 它 . 

铁 磁 颗粒 的 宏观 量子 隧 穿 可 以 用 Callan-Coleman 方法 处 理 , 这 方面 的 研究 是 由 E. 
Chudnovsky 和 L. Gunther?! FF th fig. 


6.8.1 量子 相干 : AMF AER 


考虑 晶体 各 向 异性 能 
E(0,9) = K,cos’@+ K;sin'üsin'$, K, > Kz 二 0. (6. 8. 9) 
x cl CO—x/2,4— 0) J& E) TE 46.25 I8] oy 轴 是 中 等 磁化 方向 ,z 轴 是 难 磁 化 方向 .在 正 负 x 轴 方 
向 , 磁 矩 的 能 量 是 相等 的 . 由 于 M ENRE, BER 
x 轴 方 向 ,经 空间 反 演 它 将 指向 一 z+ 轴 . 它 在 士 z 轴 方 向 


的 性 质 必须 相同 ,图 6. 19 给 出 在 zy 平面 上 的 能 量 曲线 . K, 
将 式 (6. 8. 9) 代 人 运动 方程 式 (6. 8. 4), R6. 8.5) ,得 < 
Rie 
0 一 一 ZJK , sinfsingcoss id 
gy (6, 8. 10) 
—— “EK (1 — Asin’ 4) cos 
BUM S Rom 0 E: x $ 


此 处 ) 王 并 , /天 .从 式 (6.8.10) 可 以 得 到 田子“ 扭 折 ”(kink) 
解 所 满足 的 对 $ 的 运动 方程 ,作法 如 下 . 式 (6. 8.10) 给 出 。“ 图 6.19 E( Fp) eae 


中 ”以 下 讨论 小 磁性 颗粒 宏观 量子 隧 穿 ,在 无 外 磁场 时 各 向 异性 能 Ex SERE GL REREE. 
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dð  K;sinüsingcosé 
dg — K,(1— Asin? 4) cos6" 


Insin —— ina — Asin* 4) + const, (6. 8. 11) 
或 
sin’ @(1 —Asin’g) = C. (6. 8. 12) 


用 此 式 消去 式 (6. 8. 10028 — RH cosb, 得 


(36) (zy Ki(1 —sin* g)[— C+ C1 —Asin’ 9) ]. 


bg roga B] r~~ 士 co 时 gO, x, Hl d 7m 0. EXE RERA ER LAE HL C1. 


再 用 wo 二 M Ks K,)'? , rx AE 
2 
(8) = w (1 — Asin" g)sin' g. (6. 8, 13) 
其 解 是 
(1 —A)' ”tanhwor 


(1 — Atanh!os 22! 7" 
在 作用 量 表达 式 (6. 8. 8) 中 用 运动 方程 及 瞬 子 解 条 件 ( 式 (6. 8. 1200 ,其 中 C— 1, REARS 
HR: 


$ = arccos (6.8.14) 


Swe = K: | 7 dehsin gj. 
BÍ BR EK Co. 8. 14) 进 行 积分 ,得 


S id i 1 一 以， (6. 8. 15) 
Y 144 


最 后 隧 穿 率 卫 是 


pos Aexp(— 22") = Aexp yin LA) apan). (6. 8. 16) 
A 是 前 置 因子 , 它 的 计算 比较 复杂 . 文献 [31] 给 出 磁 隧 穿 前 置 因子 的 一 般 计 算 方法 . 能 级 的 
隧 穿 辟 型 是 AE —2 Ar. 式 (6. 8. 16) 表 明 , 当 ) 一 1 时 了 一 0. 原因 是 当 4 一 1 时 , 王 一 
const( M? +M?) — const M? — Mt), ÈA M, 对 易 , 即 M, 是 运动 常数 ,不 会 改变 .4 的 值 决定 
XL BE fe] A) 4e en. A 值 较 小 时 又 较 低 , 隧 穿 较 易 、 


6.8.2 量子 隧 穿 


设 z 轴 为 易 磁 化 方向 ,y 轴 为 难 磁化 方向 , 另 在 一 = 轴 方 向 加 外 磁场 互 .此 时 有 
E8, $) = CK, + K;sin' $)sin’@ — MH (1 — cos), (6. 8. 17) 
图 6. 20 StH BE RE £e. 外 磁场 的 作用 是 使 6 一 0 变 为 亚 稳 态 ,而 0— x 是 稳 态 . — 3 IIR A 


$5 UB BUS H 调节 . BEF 6 cost;  H/H.. H. —2K,/M. & e=1- NETS 
%U=Kie. H. HAR YH A Be At, e. T B F E hE 
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K: 造成 的 ,因为 只 有 K; 关 0 才能 使 M. 不 是 守恒 量 . 在 这 个 问题 中 必须 取 近 似 才 能 获得 解 
析 解 .考虑 到 K: 的 存在 ,经 典 轨 道 不 会 到 $$ 值 较 大 的 区 域 . 另外 为 了 使 驹 高 度 不 大 ,也 没 & 
为 小 值 . 在 此 条 件 下 OO, V2e 0; 272 e. MEO DRAW: 


0 = 12K, sindsingcos¢, (6. 8. 18) 
$ —— jj GK;cosó — MH). (6. 8. 19) 


图 6.20 易 磁 化 方向 有 外 磁场 ,并 有 横向 磁 各 向 异性 的 能 量 曲线 
在 式 (6. 8. 19) 中 K;sin* g 相对 于 其 他 项 为 小 量 , 故 被 略 去 . 式 (6. 8. 18) 右 方 仅 有 一 项 ,予以 
保留 . 式 (6. 8. 19) 给 出 $ 与 cos 的 关系 . 为 了 得 到 0 的 运动 方程 ,还 须 用 式 (6. 8. 19) 将 
式 (6. 8.18) 中 的 # 消 去 . 为 此 要 将 式 (6. 8. 18) 对 + 取 微 商 . ERE sing 给 出 cosg g ,这 是 6 
的 带头 项 . cosy 项 与 sing 成 正比 ,和 带头 项 相 比 就 略 去 了 ,而 -sing 项 中 因 有 因子 sing 
也 可 略 去 .最 后 考虑 到 O ,2 都 是 小 量 , 回 弹 解 仅 限 于 小 0 角 , 得 到 


i~ ui (0 — 5. . (6. 8. 20) 


注意 到 0,0, oce ,而 sg 和 53 都 正比 于 es ,是 同 量 级 的 . 式 中 o» — KG Ke). 
回 弹 解 的 边界 条 件 是 : re 2-09,0—0; c—0,0—0,,0 —0. 用 这 些 条 件 解 式 (6. 8. 200,18 


"E 4 _. (6. 8. 21) 
cosh(os Ver) 
回 弹 解 的 作用 量 是 
Ss = Ay UG Koen, (6. 8. 22) 
隧 穿 率 是 
r= Aexp| - M(B) e^]. (6. 8. 23) 


此 处 A 是 前 置 因子 .在 进行 实验 测量 时 ,在 温度 较 高 条 件 下 BRA A ELSE HA CA: 9A. 
BAe UT RIE ák U J& ARS .U — Kie*. 温度 降低 后 ,量子 隧 穿 起 主要 作用 , 隧 穿 率 不 
再 和 温度 有 关 . 转变 温度 (crossover temperature) T. 满足 


Ke’ -— 8M (Ey un 
kT.  3hyVK, f 
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Bp 
T, = 3 hyCK, K2)” Je /8kM. (6. 8. 24) 


6.8.3 量子 干涉 (拓扑 涪 灭 ) 现 象 


在 磁 隧 穿 问 题 的 Lagrange 量 中 ,Wess-Zumino 项 对 路 径 积 分 的 跃迁 振幅 提供 一 个 相 因 
子 , 它 对 运动 方程 没有 影响 . 1992 年 两 篇 文章 “' 引 指出 这 个 相 因 子 的 一 种 特殊 效应 ; 双 势 
阱 中 两 个 简 并 能 量 最 低 态 间 的 牙 迁 有 不 同 的 路 径 时 ,它们 对 婚 迁 振幅 的 贡献 有 可 能 完全 抵 
A Mii SaaS. 抵消 与 否决 定 于 自 旋 值 是 整数 还 是 半 整 数 . 这 和 一 维 反 铁 磁 链 
的 Haldane 猜想 了 遥相呼应 . 考虑 如 图 6. 19 所 示 的 量子 相 于 情况 ,体系 的 Hamilton 量 是 
w= J 二 kJ]. (6. 8. 25) 
经 典 能 量 是 式 (6. 8. 90; 
E(0,9) = <n | É | &) = K,cos’@+ K;sin'Osin! $, 
此 处 K, =k, J^, K: =k; J?. Hamilton Æ z (6. 8. 25) 是 时 间 反 演 不 变 的 . 根据 Kramers 定 
理 @, 它 的 所 有 半 整 数 角 动 量 的 能 量 本 征 态 都 是 二 重 简 并 的 . 半 整 数 本 的 基态 是 二 重 简 并 
的 ,意味 着 隧 穿 辟 裂 为 0. 这 个 结果 在 用 路 径 积分 计算 隧 穿 率 时 是 怎么 发 生 的 呢 ? 注意 到 


Wess-Zumino 项 式 (6. 8. 8) 中 的 fisgde 部 分 , 它 对 跃迁 振幅 贡献 一 个 相 角 : 
is| dde = (aD 4D (6. 8. 26) 


考虑 经 典 轨 道 扭 折 解 . (60 0.4 (00 = 是 一 个 解 ,而 CO —0 C70 — — n 是 不 同 路 径 的 
解 ,但 始 未 态 都 是 一 样 的 . 由 于 它们 的 对 称 性 ,Ss 和 前 置 因子 也 完全 相同 . EP BRE Disc 8 
的 总 贡献 是 

Ale 十 ez)essh 一 2Acossre sz (6. 8. 27) 
对 半 整 数 * 它 给 出 0. Wess-Zumino 项 的 全 时 间 微 商 部 分 保证 了 Kramers XE 38 ($9 RO. 
A. GargU* iE — Jp 25 iB T FER (6. 8. 25) 中 加 一 项 一 7 五 J., 即 在 = 方向 加 上 处 磁场 A: 


H= khJic-hJi—yHJ. (6. 8, 28) 
简 并 极 小 移 至 = g=; cos. = fees He =, 这 仍 是 一 个 量子 相干 问题 ,只 是 有 了 磁 


场 破坏 了 时 间 反 转 不 变性 ,因而 Kramers 定理 不 再 适用 .但 Wess-Zumino 现 还 在 , 它 的 作用 
如 何 呢 ? 运动 方程 式 (6. 8.2) 用 虚 时 间 表 示 ,是 


TU USCITA (6. 8. 29) 
dr an 
它 导致 能 量 守 恒 
dE _ 
oe = 0, 


4 u = COs s uo = cosh „= Ka/ Ki ,并 将 五 (0， g) 改 写 ( 加 一 常数 ): 


@ 请 参阅 第 7 章 7,2 节 ， 
Q Wm) 
名 ”请 参阅 6. 12 节 . 


6.8 单 畴 铁 磁 粒 子 的 宏观 量子 现象 227 


E(u,$) = KilCu — uw)’ HAC — u’ )sin’ 4). (6. 8. 30) 
能 量 守恒 给 出 
E(u,g) = E(u,,0) = 0. (6. 8. 31) 
将 式 (6. 8. 31) 解 出 ,有 
ER + ia’? sing(1 — u$ — Asin? g)” 
so mew. (6. 8. 32) 


由 于 运动 方程 式 (6. 8. 29) 中 c 是 虚 时 间 , 因 此 0, 9 都 可 能 
为 复数 ,作用 量 也 因 之 为 复数 . 选择 磁场 使 得 us 一 1 一 4， 
并 选 $(7) 为 实数 , 则 式 (6. 8. 32) 的 平方 根 也 为 实数 . 由 
于 对 称 性 , 瞬 子 ( 扭 折 ) 解 有 两 个 , 即 0+ CO ,$4 CO. 它们 
从 同一 点 ( 负 ,0) 开 始 沿 相反 方向 绕 难 磁化 方向 = 轴 绕 行 ， 
最 后 到 达 同 一 点 (4 En), WA 6. 21. gs (7 992 —0, 
$ (十 co) 一 士 ryg+ (0) — —9. CO. AKG. 8. 32) 可 以 
计算 a[ 休 的 实 部 o 


ie =, eer rri. (6. 8. 33) 
=+n(1—u(1—a)*). 
它 将 给 出 e EI^ Bg dH DIE ABA. 隧 穿 臂 裂 是 
D = De */^"^ (e^ + e*-) = 2De *'"cosg(H), (6. 8. 34) 
此 处 下 标 r 意 为 实 部 ,D 为 常数 ， 


6.21 单位 球 上 两 个 简 并 最 低 态 
AW B i PIT BUT EE 


$(H) = EE EL. (6. 8. 35) 


(ou —9-)/2 = n(1—u(1—2) "*) 
EEA 6.21 上 阴影 的 面积 . 4 


st = o S y LS ES (n): 


即 


1 


H = us -—(1—24)'! Een) (6. 8. 36) 


H. 
时 , BE E BE ZU 0. 图 6. 22 25 t BE AREE AT Rk 8 HE DA] BH SMA: K 1,a—0. 1. RAW 
s=10, CP s=19/2. 因此 ,不 论 s ERKE S $40 EIEOLUA LIE i P W tE P 
当然 H —0 时 ,正好 半 整 数 * BU BRE I. 这 种 完全 源 于 Wess-Zumino 项 的 两 个 对 称 的 瞬 
子 解 对 隧 穿 率 贡 献 的 干涉 现象 被 称 为 量子 干涉 ,或 拓扑 深 灭 . 这 种 现象 在 Josephson 体系 的 
宏观 量子 现象 中 是 没有 的 ， 
以 上 讨论 的 是 量子 相干 现象 . 在 量子 隧 穿 现象 中 是 否 有 类 似 的 拓扑 干涉 呢 ? 在 隧 穿 问 
题 的 计算 中 起 作用 的 是 回 弹 解 .由 于 回 弹 解 起 点 和 终点 是 一 个 站 (一 ce) 一 站 (十 ceo) ,对 每 一 
个 回 弹 解 本 身 w 都 为 0, 因 此 不 出 现 量子 干涉 . Chudnovsky 和 DiVicenzo* 计算 了 不 对 称 
双 阱 情况 下 从 浅 阱 基态 通过 隧 穿 到 深 阱 中 一 个 能 量 极 相 近 的 状态 的 概率 ,发 现 它 随 磁 场 H 
CEE ALL BEAR Mt Bp) th AH. Garg”! 对 此 作 了 深入 的 讨论 ,指出 区 别 在 于 如 何 对 深 阱 中 
能 级 宽度 ( 源 于 环境 的 耗 散 强度 ) 以 及 深 阱 中 能 级 间距 离 作 出 假定 . 如 果 宽 度 小 ,能 级 间距 
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[ao 
0.00 0.60 0. 1.00 


0.20 0.40 80 
HIH, 


图 6.22 SFR H/H,. 的 函数 


让 任意 单位 ) 


大 ,就 会 出 现 隧 穿 率 随 H 的 振荡 ,但 这 时 是 类 似 量 子 相 干 的 情况 ,系统 会 在 两 个 阱 间 往 复 振 
葛 (“ 共 振 ?). 如 果 宽 度 大 ,能 级 间距 小 ,形成 能 级 的 连续 分 布 , 则 类 似 “ 二 次 加 三 次 ” 势 的 情 
况 , 隧 穿 率 就 不 会 出 现 振荡 . 

以 上 讨论 的 具体 系统 ,其 Hamilton 量 对 绕 = 轴 旋 转 < 是 不 变 的 , 即 具 有 二 重 旋 转 对 称 
FE. 拓扑 淳 灭 的 结论 还 可 以 推广 到 M 重 旋转 对 称 性 ( 绕 = 轴 转 2r/M) 的 情况 . 当 自 旋 量 子 数 
S 不 为 M/2 的 整数 倍 时 ,在 |s) 与 | 一 5) 间 的 跃迁 被 冻结 : 

s Æ 0( mod M/2)=>(—s | ei | s} = 0. 

在 文献 中 这 个 效应 被 称 为 自 旋 奇偶 效应 (spin parityPeffect) 9 ,在 这 方面 还 有 不 少 
TE 

自 旋 奇偶 效应 除了 与 Wess-Zumino 项 有 联系 外 ,是 否 也 是 量子 力学 原理 的 体现 呢 ? 这 
个 问题 将 在 6. 12 节 中 讨论 . 


6.9 单 畴 反 铁 磁 粒 子 的 宏观 量子 现象 


反 铁 磁 粒 子 的 磁性 可 以 看 成 是 两 套 交 于 的 铁 磁 子 格子 组 成 . 一 套 具 有 磁化 强度 m , 男 
一 套 具 有 磁化 强度 m. 由 于 强 交 换 作 用 它们 都 作为 整体 参与 过 程 . 两 套子 格子 磁化 强度 基 
本 上 大 小 相等 , 即 mam ;但 方向 相反 .mi 十 ms 二 m 是 没有 完全 抵消 的 剩余 . 它 的 大 小 远 比 
m, ym 小 , 即 mem; om; 反 铁 磁 的 序 参 量 称 Néel 矢量 , 它 的 定义 是 


j= m (6.9.1) 
2m; 


为 了 导出 反 铁 磁 颗 粒 的 Lagrange 量 , 这 里 采取 两 套子 格子 的 chudnovsky 做 法 ,所 得 结 
果 极 易 推 广 到 亚 铁 磁 . 两 套 平行 交 释 的 子 格子 磁化 强度 间 有 强 的 交换 作用 耦合 , 即 XL mi + 
my ,X K1. 以 (0 sgi) Oe he SP HABE mm 和 ms 的 方向 , 暂 不 计 晶 体 各 向 异性 能 ,两 套 格 
子 的 Lagrange 量 ( 虚 时 间 形 式 ) 是 


O parity 指 自 旋 为 半 整 数 的 偶数 倍 ( 整 数 自 旋 ) 或 奇数 倍 ( 半 整数 自 旋 ). 
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$, =y |i TEA (1 — cos.) + i TES, C1 — cosi) 


+ ->m ma (sind sin@, cos( $i — $:? + cos cos, + 1) , (6. 9.2) 
1 


此 处 bs ,gs 代表 对 虚 时 间 c 的 微 商 ,在 花 括 号 中 加 进 了 常数 1. 在 本 节 中 颗粒 的 体积 V 是 明 
显 写 出 的 ,因此 M, =m,V.M,=m.V ,各 向 异性 参数 K, Ky 都 是 以 单位 体积 计 . 

在 以 下 内 容 中 限于 考虑 在 始 态 与 终 态 间 的 低 作用 量 轨道 . 由 于 XL 1. m, 和 ms 基本 
上 方向 相反 ,因此 设 

à; = n— he $d:— at dicte, 
其 中 
| ey la | ej I 1. (6.9, 3) 

E n 及 B sep ve, 为 0. 将 式 (6.9.3) 代 人 式 (6.9.2) ARABI ej e; HEA KN FEAR —UOSD ,得 


Y, -v[i mr m, —j PLI — i PLI +i PL 


"m 
2X 


ais tye -+-—— iy ing Caine)" |. (6. 9, 4) 
i T 


现在 路 径 积分 是 
[EDO CDe: Des JEDe, Jexpl— 4 | Hae. 
将 So FUA EXE es Hepsini 作 Gauss 积分 ,在 积分 之 后 将 (8 p BCH CO. §) ,最 后 得 到 
| [Db][Dy]exp| 一 HELP 


其 中 

PF = vii M Lj —i P écosg + 22s CÓ + $? sin! 8) 
需要 说 明 的 是 ,本 来 (0 00 (Ho bo) AB AE BK Sr AY “SG”. 由 于 对 反 铁 磁 情 况 作 了 近似 
( 式 (6. 9. 3)) ,再 经 过 对 e, e, 的 路 径 积分 后 得 到 一 对 角度 (6 , #1) 作为 广义 坐标 的 体系 ,而 
偏离 反 平行 的 效应 也 包含 在 AT. 它 描述 反 铁 磁 的 物理 . 加 入 单位 体积 的 磁 各 向 异性 能 


Ex (0,4) ,跃迁 振幅 的 路 径 积 分 形式 是 
|[peco]Lpy (x) Jexp| 一 HE i 


; (6.9.5) 


此 处 
m vf: mi —i cos ais + d sin*0) + Ex (8,9) bar. (6. 9. 6) 
3 IB SE AZ REY TAL» m= 0, Lagrange 量 ( 虚 时 间 ) 是 


g= v|[m tm + Eg + sint + Ex (0.9) de. (6. 9. 7) 


在 1990 4E 3l i Iz Ek d BURE RET BE ZE 0928 dt T fp 7! rH Lagrange RE RISK (6. 9. 7) 48 
比 缺 少 第 一 项 . 他 们 的 Lagrange A Ji LI d TH T. ER Bis sh 77e HH ESI HL. 在 6.8 他 
已 经 指出 ,正确 的 Lagrange 量 只 有 从 自 旋 相干 态 才 能 导出 . 
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以 下 从 式 (6.9.7) 出 发 讨论 隧 穿 问题 ， 
设 
Ex = K, cos:0+ Ky, sin’@sin’¢,K, > K,, 
(6.9.8) 
即 x 轴 是 易 磁 化 方向 ,= 轴 是 难 磁化 方向 . 隧 穿 中 
的 始 态 和 终 态 示 于 图 6. 23. 考虑 到 K >K, ,可 


(a) (b) 
FELG. 9. 7) 中 的 0 ,然后 可 以 对 cos 进行 图 6.23 反 铁 磁 颗 粒 隧 穿 的 始 态 (a) 和 终 态 (b) 
Causs 积分 ,进一步 得 到 婚 迁 振幅 的 路 径 积分 表 


达 式 
JL Ds codex (- MESE mom HEU +Iog +Kysintg]}, c9 
此 处 
— TP = Ah 
I; — 2y'K, *, I, ome y 
分 别 是 铁 磁 和 反 铁 磁 转 动 惯量 . 路 径 积 分 由 经 典 瞬 子 解 及 其 附近 的 轨道 所 主导 ,运动 方程 是 
$ = pp sing = odsin2g, (6. 9. 10) 
此 处 用 了 定义 
Er E AM 9K,K,  \%" 
di (TFT) = a MET =) (6.9. 11) 
方程 的 解 是 瞬 子 扭 折 解 
¢@ =+ 2arctan er, (6. 9. 12) 


g( 一 co) 一 0,g(co) 一 士 x 代 表 两 个 路 径 不 同 但 始末 态 都 相同 的 经 典 解 ,它们 相 加 将 给 出 拓 
扑 干涉 结果 . 式 (6. 9.9) 中 的 作用 量 第 一 项 给 出 


vi a dj, 
它 对 相 因 子 的 贡献 是 


exp| 一 xim 二 ms ag |= ear’, 


此 处 S,— om, 是 第 一 套 格子 的 总 自 旋 ,S, 是 第 二 套 格 子 的 总 自 旋 ,Ay 是 
be xin e pe REESE 
Ad = 
! La. 顺 时 针 转 动 隧 穿 
对 历史 求 和 给 出 2cos( S, +S.) n= cos( Sr - 28, 2 ,此 处 S= S, — S; 是 未 抵消 的 粒子 总 自 
旋 . 2S, 是 整数 ,以 上 因子 即 是 士 cosSx. 车 S 是 整数 , 它 给 出 士 1, 若 S 是 半 整 数 , 它 给 出 0. 
从 经 典 解 可 以 得 出 经 典 作用 量 
Sac v[ac 5a FRI FK) sin? g} = v|[aezK ; sin! 4, 


积分 直接 计算 给 出 
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[ sin gdr = 77 tanh /2 wor -2 
= Wo —eo Wy 
将 它 代 回 ,得 
s, — V2K, Ê = 2 (2x K tm KL)" (6. 9. 13) 
E Il ain Y i i D] K, * . Je 
隧 穿 率 ( 不 细 算 前 置 因 子 ) 是 
1/3 
re cos(Sx)unexp| — 5 (2 X, Ky +m EJ } (6.9.14) 
LÁ 


以 上 的 结果 在 铁 磁极 限 (m Dm: ORCI PB mo» V X KARR RAR PR Om ~ 


m; m X, K ) 时 , 式 (6, 9.11), R6. 9. 13) 分 别 和 文献 [27] 以 及 [43],[44] 符 合 , 比 早期 
工作 超出 的 是 拓扑 干涉 因子 .从 式 (6. 9. 14) 还 可 以 看 到 ,只 要 mA REE. K, 750 对 
给 出 有 限 的 隧 穿 率 是 必要 的 . DR DSL RK, 二 0,m 将 是 守恒 的 , 它 无 法 隧 穿 . KEM 


E Seoc, [L| RAHE K 2» K y 时 隧 穿 率 才 有 可 能 不 致 太 小 . 对 反 铁 磁 颗粒 Seoc KX, ， 


而 XL < 福 1, 因 此 隧 穿 率 一 般 要 大 得 多 . 

在 以 上 两 节 讨 论 中 未 涉及 环境 对 量子 隧 穿 的 影响 ,实际 在 理论 上 这 是 很 重要 的 问题 . 在 
不 同 固 体 中 造成 耗 散 的 原因 也 不 同 , 例 如 自由 电子 、 涡 旋 、 磁 振子 、 声 子 等 ,A. Garg 8A 
系统 的 研究 . 
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多 数 磁 量子 隧 穿 实验 是 用 磁 弛 移 方 法 . 例如 Barbara 等 [9 测量 子 Tbo, s Ce; Fe; 铁 磁 粒 
T ,平均 大 小 是 15nm. 先 将 样品 置 于 8T 强 场 中 使 磁化 饱和 ,然后 将 场 减 至 0, 再 反 向 将 场 置 
FSH. 值 . 磁化 强度 就 位 于 亚 稳 态 ( 如 图 6. 20). 然后 测 样品 磁化 强度 随时 间 的 变化 . 对 单 
畴 无 相互 作用 的 粒子 ,磁化 弛 殉 遵 循 

M(t) = MQD)e^. (6. 10. 1) 
在 温度 高 时 热 激 发 是 渡 越 势 垒 U 的 机 制 ， 
I= wt, (6.10.2) 0 

T' 称 逃 逸 温度 , 在 样品 温度 T AH, T =T. (4 
T 降 至 一 定 程度 时 , 卫 即 不 再 随 1/T 指数 下 降 , 而 
趋 于 一 个 不 依赖 温度 的 值 , 即 T^ 趋 于 一 个 常数 . 兰 
这 个 过 程 表明 其 子 隧 穿 参与 了 弛 殉 , 然 后 占有 主 & 
要 的 位 置 . 图 6. 24 给 出 这 个 变化 . 多 数 磁 体系 并 4 
不 是 单 畴 的 ,它们 的 势 鱼 具有 相当 宽 的 分 布 , 在 弛 
Rite pH A A F HR AE. 磁化 强度 的 演 
化 是 


MO) = M(t,)[1— S(T; HD In E], as 45 55 65 TS 85 WS 
0 


In( Z/mK) 
(6.10.3) 6.24 和 逃逸 温度 T" 随 样品 温度 工 的 变化 
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S(T, 电 ) 称 为 磁 蒜 滞 性 , 它 对 温度 和 磁场 的 依赖 表征 体系 的 弛 阶 行 为 . J. Tejada 和 张 西 
祥 “ ”对 多 种 体系 进行 了 磁 弛 豫 研 究 . 磁 黏 滞 性 在 温度 高 时 随 温度 降低 而 下 降 ,而 在 转变 温 
度 处 趋 于 常数 .图 6. 25 给 出 随机 TbFe; 磁 薄 膜 的 磁 黏 滞 性 在 不 同 磁场 下 随 温度 的 变化 . 由 
于 平均 驶 高 随 H 的 增 大 而 降低 ,量子 隧 穿 率 就 增高 ,这 相当 于 更 高 的 逃逸 温度 . 文献 [48] 还 
给 出 了 对 TbFeO, 反 铁 磁 单 品 的 指数 弛 豫 结 果 , 示 于 儿 6. 26. 从 实验 数据 可 以 得 到 鱼 高 作 
为 磁场 H 的 函数 和 推出 尝试 频率 w. 这 使 得 理论 可 以 和 实验 比较 . 
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图 6.25 随机 TbFe, Gil AK ak f one E pii ita RE AY 图 6.26 反 铁 磁 单 唱 TbFeO, 磁化 强度 中 的 
Zy (10e=79. 58A/m). W A [48] 18 Sb. 取 自 [48] 


D. Awshalomt4'5'50 研究 组 利用 小 反 铁 磁 粒 子 作 另 一 个 类 型 的 实验 . 无 外 磁场 时 ,晶体 
各 向 异性 形成 对 称 双 阱 是 量子 相干 的 条 件 , Néel 矢量 可 以 在 两 个 阱 间 往 返 振荡 . 如 果 两 套 
格子 的 磁 矩 未 完全 抵消 , 则 在 1 振荡 时 ,mm( 未 抵消 磁 矩 ) 跟 随 1 一 起 往返 振荡 ,纳米 磁性 颗 
粒 取 自 天 然 的 和 人 造 的 铁腕 (Cferritin). 马 脾 脏 中 的 铁腕 是 蛋白 质 的 球 这 ,其 外 直径 12. 5nm， 
内 直径 7. 5nm. 天 然 铁 院内 含 5FesO;，9H;O, 它 在 240K 以 下 是 单 畴 反 铁 磁 . 每 个 粒子 含 
有 约 4500 自 旋 5/2Fes+ 离子 . 由 于 大 的 表面 -体积 化 ,两 套子 格 磁 矩 未 完全 抵消 ,正好 成 为 
反 铁 磁 动 力学 的 示 踪 物 . 为 了 避免 铁腕 粒子 间 过 大 的 相互 作用 旦 ,可 以 根据 需要 用 去 铁腕 
(apoferritin ,是 去 掉 中 间 的 铁 化 合 物 的 空 蛋白 质 壳 ) 和 铁腕 混合 起 来 . 实验 中 用 了 微型 的 
SQUID 陡 度 计 及 磁 强 计 , 能 接近 由 量子 力学 所 容许 的 灵敏 度 上 限 . 在 实验 中 测量 和 频率 有 


关 的 磁化 率 X(w) 及 磁 噪 声 S(ow). 未 抵消 的 磁 矩 在 随 1 振荡 时 有 磁化 强度 的 关联 函数 


Sir) = (M(t) M(t+ r)) = Micoslaret) » (6. 10. 4) 
此 处 M 是 未 抵消 的 磁 矩 的 大 小 ,we 是 共振 角 频 率 , 它 的 Fourier 变换 正 是 测量 的 磁 噪 声 ; 
Sw) = xMid(w — wes). (6. 10. 5) 


测 得 的 SCo) 和 X(w) 分 别 示 于 图 6. 27 Ca, Cb). ERB PAA SX bc MM 1000: 1, 188 
29. TMK dig MW 9. 4X 10 Hz, S 与 X 共 振 频 率 稍 有 不 同 是 由 于 杂 散 磁场 的 影响 . 频率 对 
磁场 是 非常 灵敏 的 ,因此 如 果 稀 释 得 少 一 些 ,共振 频率 就 会 大 得 逃 出 测量 极限 . SC) PIX" Ca 


D 在 电磁 单位 (emu) 中 M 的 单位 是 erg/G .emi, 在 SI 制 中 Mo 的 单位 与 且 同 , 即 人 A，m ,换算 关系 是 lemu 
105A * m^ !, 

O nm 的 振荡 是 可 以 测量 的 , Neel KH LUSQB IE td M A 3. 因此 要 通过 m 的 振荡 推 知 ! 的 振荡 ， 

@ N. V. Prokofiev ffl P. C, E. Stamp 指出 ,环境 的 自 旋 产 生 的 拓扑 去 相干 效应 足以 抑制 量子 相干 ， 
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(X 的 虚 部 ) 共 振 频 率 相同 是 一 个 重要 的 实验 . 根据 涨 落 - 耗 散 定理 CQ 有 
Vw)= (1— e" )S(») L 


2h 
2 
~ gS Qu) = EAE — uus) = Xu BG — we. (6. 10. 6) 


j —T 


S(wX( 任 意 单位 ) 


JA.  ——— ———— — 
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Ti Ss KHz 
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图 6.27 磁 品 声 谱 (B 二 10“G) 和 磁化 率 (B 一 10“G). MALAI] 


,, xNoMi 

in a (6. 10, 7) 
N RB ibl E. 一 方面 SCoO TX" Go Bg SE ie Rod 8] , 且 根 据 式 (6. 10. 70,2 A IS. B5 
XE WA T Xo /SCo。) 为 常数 ,也 为 实验 证 实 . 文 献 [50] 进 一 步 测量 了 共振 频率 (y 一 w/2r) 


与 粒子 体积 的 关系 (人 造 铁腕 体积 V 可 变 ,V。 为 天 然 铁腕 体积 ), 证 实 频率 随 体 积 指数 下 降 
(图 6.28) , 正 是 量子 力学 所 表明 的 ， 


对 D. D. Awshalom 的 研究 有 若干 步 同 意见 的 ,有 N. V. Prokofiev 和 P. C. E. 
Stamp? ,A. Garg®*),H. B. Braun 和 D. Loss", 


O 请 参阅 本 书 8. 7 H. 
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图 6.28 磁 唆 声 共振 频率 与 粒子 体积 关系 . 取 自 [50] 


6.11 磁性 大 分 子 的 宏观 量子 现象 


一 种 磁性 大 分 子 “Mniz ”在 1980 年 初次 被 化 学 合成 . CHA FAH Mn On 
(CH, COO). CH;O), * 2CH;COOH 。4H;O, 分 子 结构 示 于 
6. 29. 大 球 表 示 Mn 离子 ,外 层 8 个 Mnt ( 自 旋 为 2) 形 成 
一 个 铁 磁 团 徐 , 总 自 旋 为 16; 内 层 4 个 Mn**( 自 旅 为 3/2) 
形成 男 一 个 铁 磁 团 簇 ,总 自 旋 为 6. 两 套 格子 自 旋 相反 ,形成 
一 个 总 体 的 亚 铁 磁 体系 , 自 旋 为 10. Mn 离子 之 间 交 换 作 用 
很 强 ,使 得 Mn 成 为 一 个 自 旋 为 10 的 单元 .图 中 的 小 球 是 
12 个 O 离子 ,醋酸 根 和 结晶 水 都 没有 画 出 . RET 
于 六 角 唱 系 格子 , 易 磁化 方向 是 c 轴 . 在 蝇 格 中 ,大 分 子 之 间 
金属 离子 的 最 小 距离 是 7A, 因 此 它们 之 间 的 相互 作用 很 弱 . 
实验 表明 存在 大 的 晶体 磁 各 向 异性 . 磁 弛 豫 测 量 表明 在 2. 1K 以 上 有 单一 的 弛 除 时 间 r 一 
rye ^F ,而 温度 再 低 时 表明 可 能 存在 量子 隧 穿 . 

从 微观 的 角度 来 研究 量子 隧 穿 ,这 是 一 个 极为 理想 的 系统 , 6. 10 节 讨 论 的 单 畴 磁性 颗 
粒 , 它 们 的 大 小 是 不 均匀 的 , 即 势 垒 高度 是 有 一 个 分 布 的 ,所 得 到 的 有 关 量 子 隧 穿 的 数据 经 
过 平均 会 抹 平 . 此 处 粒子 间 的 相互 作用 也 会 造成 问题 . 这 些 困 难 在 Mniz 都 不 存在 . 对 Mn 
的 量子 障 穿 研究 ,在 1996 年 ]. Friedmann'? ,J. Tejada" , B. Barbara?" 各 实验 组 都 发 现 了 
Mn 的 磁 滞 回 线 中 有 量子 阶 婚 现象 (图 6. 33007) , 陡 增 和 平坦 部 分 相继 出 现 . 由 于 每 个 大 分 
子 都 是 等 同 的 ,在 量 格 中 到 向 也 相同 . 当 磁 场 值 达到 共振 时 ,每 个 分 子 对 磁场 的 反应 是 一 样 
的 ,量子 隧 穿 同 时 发 生 , 因 此 形成 宏观 的 信号 . 令 c 轴 方 向 为 =, 外 加 磁场 也 在 z 方 向, 能量 对 
自 旋 分 量 的 依赖 是 


6.29 "Mni; ”结构 图 


E =— DS? — gu.HS,. (6. 11.1) 
分 子 自 旋 为 10, 因 此 有 21 RSS, = —10,—9, 7,0, 77,9,10. 在 无 外 场 时 有 10 对 能 级 


6.11. 磁性 大 分 子 的 宏观 量子 现象 235 


M/emu < 


图 6. 30 Mn 低温 磁 滞 回 线 . 取 自 [57] 


是 简 并 的 . 图 6. 31 画 出 了 这 些 能 级 ,| 一 10) 与 110) 是 最 低能 量 态 , 但 若 要 跃迁 到 另 一 态 去 
TT 34.1. 1 2 2:299 2 35 在 低温 时 这 个 路 迁 的 弛 琼 时 间 约 为 3 AE 在 激发 
态 上 跃迁 要 容易 得 多 ,因此 势 协助 的 障 穿 可 能 性 更 大 . 即 分 子 经 热 激发 到 一 个 激发 态 , 然 后 
从 激发 态 上 隧 穿 势 又 ,这 在 低温 时 会 是 主要 的 过 程 . 在 理论 上 J. Villain 研究 组 考虑 了 隧 穿 
PLP, 要 使 障 穿 发 生 ,必须 有 磁 各 向 异性 能 . 正方 晶 系 要 求 Hamilton 量具 有 S, S, 
S, 一 一 S, 的 对 称 性 . 在 Hamilton 量 中 包括 进来 使 S. 不 守恒 的 算 符 只 可 能 是 A(S; +S), 
但 它 就 是 A(S: — SD , 仍 使 S。 守恒 . 因此 只 能 有 

H —— DS! 一 CCS 十 5 D. (6. 11. 2) 


-|0 -了 () 5 10 


[-10) |10) 


图 6.31 Mn: [ul E AES EA dE) 


此 外 还 考虑 自 旋 和 声 子 相互 作用 . 理论 要 想 能 解释 现 有 的 实验 还 有 不 少 困难 . 
磁 滞 回 线 的 结构 与 弛 豫 时 间 的 研究 ,特别 是 它们 之 间 的 相关 性 ,需要 从 理论 上 结 与 阐 
HA. 当 有 外 场 时 ,S. 为 正 值 的 各 能 级 与 S. 为 负 值 的 各 能 级 要 相对 移动 . 当 一 个 能 级 | 一 m) 与 
jm 一 7) 能 量 相 同时 ,它们 之 间 能 够 有 共振 隧 穿 .不计 SS ,S' 项 , 式 (6. 11.1) 给 出 
— Dm? + gusmH 一 一 了 (mm 一 n)! — guy(m—n)H, 
即 
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Eus H, = nD , (6.11. 3) 
与 m ER AW HAH, ACH ne HE. XX EDGE AB — Xt BE ZR fE eH. FA 
同时 还 有 其 他 若干 对 能 级 能 量 相同 . 因此 


Ho "2 (6. 11. 4) 
n 二 0;1,… 是 给 出 共振 隧 穿 的 条 件 . 当 磁 场 等 于 这 些 值 的 时 候 , 磁 化 强度 会 发 生 很 大 变化 
(RER). 由 于 共振 隧 穿 率 显 著 大 于 非 共振 条 件 , 因 此 弛 列 时 间 也 会 达到 极 小 . 图 6. 3207 给 出 
2.10K I 35b d SE [B]; H 的 关系 . 发 生 磁 化 强度 阶 跃 时 五 的 值 为 从 0 到 2. 64T 区 间 等 差 
AH=0.44T mE RE H 的 方向 与 初始 剩 磁 方 向 相反 时 才 有 ,A 二 0, 44T, 给 出 D= 
0. 60K. 实验 研究 仍 在 继续 . 在 理论 上 上 如何 解释 现 有 实验 结果 , 仍 是 一 个 挑战 . 


图 6.32 hf REUS E H 的 关系 . 取 自 [57] 


8 个 铁 原子 的 集团 Fe 在 低温 下 的 基态 自 旋 为 S$=10, 表 现 为 磁性 粒子 . Wernsdorfer 
和 Sessolit 中 发 展 了 测量 它 的 微小 的 隧 穿 辟 裂 的 实验 方法 . 他 们 发 现 隧 穿 辟 裂 随 沿 难 磁化 轴 
方向 外 磁场 的 变化 显示 明显 的 振荡 ,其 原因 是 两 个 相反 缠绕 的 障 穿 路 径 间 的 拓扑 量子 干涉 . 
这 个 结果 是 我 们 在 6.8.3 节 讨 论 的 自 旋 的 拓扑 相 的 明证 . 

要 处 理 自 旋 为 10 的 体系 ， 自 旋 相干 态 路 径 积分 的 方法 可 能 不 合适 . 在 这 个 方法 中 , 自 旋 
被 当 作 经 典 力学 量 . 实际 上 [y,S.]=i 被 sLg,cosb] 一 所 取代 ,此 处 * 是 常数 . 如 果 我 们 要 计 
算 [S.,S,], 此 处 S, =ssindcosg,S, — ssinÜsing ,就 得 到 

[$.,5,] — iS, +00/s*). (6. 11.5) 

结果 意味 着 方法 对 于 大 的 s 值 适用 . Zaslavskii 及 合作 者 "中 发 展 的 势 描述 方法 从 自 旋 粒 子 
的 Schródinger 方程 出 发 , 自 旋 一 坐标 的 对 应 是 精确 的 ,其 适用 性 与 自 旋 的 大 小 无 关 . 这 个 
方法 被 E. M. Chudnovsky 和 D. A. Garanin! 31 32 7L 9 等 5 用 于 磁 隧 穿 问 题 . 他 们 的 研究 
导致 和 Wernsdorfer 及 Sessoli 实验 符合 的 结果 ， 


6.12 自 旋 奇偶 效应 的 量子 力学 基础 


6. 8 节 中 讨论 的 自 旋 奇偶 效应 仅 考虑 到 单个 自 旋 ,在 推导 中 用 了 自 旋 相干 态 路 径 积分 . 
这 个 方法 只 适用 于 大 自 旋 ,例如 单 畴 铁 磁 或 反 铁 磁 颗 粒 , 但 研究 工作 的 进展 已 经 遇 到 Mniz， 
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其 自 旋 仅 为 10. 在 单 畴 颗粒 中 也 需要 假设 交换 作用 很 强 , 以致 可 以 把 它们 当 作 单个 的 大 自 
旋 处 理 . 从 量子 力学 的 基础 出 发 来 考查 自 旋 奇偶 效应 , 李 伯 践 和 蒲 富 恪 发 现 这 个 效应 实际 上 
是 对 称 性 的 选择 定 则 , 且 关 系 是 很 直接 的 so. 
考虑 绕 = 轴 M 重 旋转 不 变性 . 它 意味 着 系统 的 Hamilton 量 广 和 旋转 算 符 exp (i 55. ) 对 
易 . 因此 有 
expC— i Fit) = exp(— i MIS. )exp(—i fi exp(i ax S, ). (6. 12, 1) 
将 此 式 用 于 跃迁 振幅 ,有 


(m | exp(— i Hr) | m) = (m 


exp(— i A5 S. )exp(—i Fit )exp(i AE S.) |m) 


M 


其 中 | m» Fil lm BS, 的 本 征 态 ,相应 本 征 值 nm 和 m ,有 m,m'——S,—S-1,;,:**,S. 从 此 便 
直接 得 到 


exp[ i m — me |m Lex(—i BO bey —4 125) 


mm mod Myron" | & 3 [amy 0. (6. 12. 3) 
4 m — —S,m-— S, (ifi 
S  0(moà 5) — S | e^ | i ed (6. 12. 4) 


这 便 是 自 旋 奇偶 效应 . 
以 上 的 考虑 可 以 推广 到 N 个 自 旋 系 统 ,以 S, 二 (S: ,Sy,S;) 代 表 第 a 个 自 旋 的 自 旋 算 
符 ,其 分 量 用 上 标 表示 ,以 S, 代表 自 旋 量子 数 ,以 |m,) 代 表 S: 的 本 征 态 ,相应 本 征 值 m, ,有 
m,— —8,,— S, Se 体系 总 自 旋 的 < 分 量 >) S: 的 本 征 态 是 张 量 积 
| {fm}) =| mi) PEEN (6.12.5) 
相应 本 征 值 为 > m.. 式 (6. 12. 3) 即 可 以 直接 推广 为 


>) Gn, — m/,) # 0(modM)  Gm',) | e? | {m,}) = 0. (6. 12. 6) 


3X6. 12. 3) 式 (6. 12. 6) 便 是 以 量子 力学 选择 定 则 出 现 的 源 于 M 重 轴 旋转 对 称 性 的 自 旋 奇 
偶 效应 . 对 单个 、 多 个 自 旋 体 系 均 适 用 , 且 不 受 大 自 旋 限制 . 


以 了 表示 时 间 反 演算 符 , 它 是 一 个 反 线性 、 反 么 正 算 符 ?, 满 足以 下 关系 : 


Ti T^ ——i, (6. 12. 7a) 

TST" ——$, (6.12. 7b) 

=n”. (6. 12, 7c) 
A | b> 1» BT TB) AS, 

Ig = ÎI p, (6. 12. 8) 


D 参阅 文献 [16]. 
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则 有 plo) = tolg). 
系统 具有 时 间 反 演 不 变性 ,因此 有 

ed = Pett T" , 
在 以 上 用 了 式 (6. 12. 7a). 式 (6. 12. 10) 2A 1H 

<m’ | e | m) 一 《zz | Te? TA | m». 
4 
PIT TO [mds 

因此 有 


&m' | eif | m) = €m' | T | w = (pe | Tm’). 


ESSAIS, WEE 
S. | m) =m | m) > 
S.| m) = [(S#m)(Stm+1)]” | mx D. 
由 于 
$,— $. 41$, 
A 
T$, T5^-—8&, ÎS T =$, 
此 处 用 了 式 (6. 12. 7a, b). 因此 用 式 (6. 12.17) eR (6. 12. 14) 3X C6. 12. 15) A 
ST | m»? =—mT | m»: 
3 个 | my =—([(Sim)(SEm41]" f | mc D. 
由 于 S. 每 个 本 征 值 都 是 非 简 并 的 , 故 比 较 式 (6. 12. 14) 与 式 (6. 12. 18) 有 
T | m) = 0, |—m). 
其 中 6, 是 依赖 于 m 的 相 因 子 . 将 式 (6. 12. 20 A.X C6. 12. 19018 
Q. -— (— 1)5*"8, 
其 中 
0 = 0-5; 
它 给 出 了 不 同 m 值 的 相 因子 间 的 关系 . FRAC. 12. 20) 可 以 写作 
T| m} —(C 20576 |— m). 
再 用 个 作用 于 上 式 左 右 方 , 得 
g — 1. Bp 8 e L 


给 出 


(6. 12. 9) 


(6. 12. 10) 


(6.12. 11) 


(6. 12. 12) 


(6. 12. 13) 
以 上 用 了 式 (6. 12. 10. 进一步 推 证 需要 个 及 人 ~! 作用 于 S. 本 征 态 |m) 的 结果 . BBE | m) 


(6. 12. 14) 


(6. 


(6. 


(6. 


(6. 
(6, 


(6. 


(6. 


(6. 


(6. 
在 文献 [66] 中 还 证 明了 9 二 1, 但 为 了 推演 选择 规则 有 式 (6. 12. 23) 即 已 足够 . 式 (6. 


12. 


12. 


15) 


16) 


.17) 


.18) 
:19) 


. 20) 


. 21) 


. 22) 


. 23) 
. 22) 


中 ”如 它们 不 属 基 准 态 , 则 固定 式 (6. 12. 14) ,而 式 (6. 12. 15) 前 会 出 现 相 因子 . 以 下 可 以 看 到 这 个 假定 是 不 必要 的 . 
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T |—m) = (—1)**6 | m). 
以 到 一作 用 于 等 号 左右 方 , 再 用 (一 1)s+"8 作用 于 双方 .考虑 到 (一 1)2s+z 一 1, 有 


T^ | m» = (一 1)stnb |— m}. (6. 12. 24) 
用 式 (6. 12. 24) , 则 式 (6. 12. 12) 给 出 
| u) = eT | m) = e" (— 1)5"9 |- m), 
亦 即 
(p |= (—m | e? (— 1*9 (6. 12. 25) 
现在 就 可 以 继续 式 (6. 2. 13) 的 推演 . 用 式 (6. 12. 24) ,53X C6. 12. 25018 


(m | e i | m>= <p | (— 1)"0 | — m^) 


= ({—m | e€ ie (— 1 ) 28+ mt! |— m^). 
4 m =—m, EREA 
an [699 m) = C- DI] e [my (6. 12. 26) 
因此 ， 
S = X AO —(— m | e | m) — 0. (6. 12. 27) 


结果 容易 推广 到 多 自 旋 系统 . 由 于 式 (6. 12. 27) 的 成 立 和 在 牙 迁 矩阵 元 前 乘 一 个 相 因 子 所 得 
结论 相同 ,因此 |m) 为 态 空间 基准 态 的 假定 是 不 必要 的 . 

在 6.8 节 讨 论 了 在 无 磁场 情况 下 拓扑 淳 灭 效 应 和 Kramers 简 并 等 价 . 以 上 的 讨论 表 
明 , 对 半 整 数 自 旋 从 |S) 到 | 一 5) 的 跃迁 被 禁 戒 是 严格 的 时 间 反 演 不 变 的 结果 . 一 般 情 况 下 
|S) sl] — S)3E3E Hamilton 量 的 本 征 态 ,因此 |S) 到 | 一 S) 的 禁 戒 和 H. 本 征 态 的 二 重 简 并 并 
没有 关系 . 在 严格 的 量子 力学 意义 上 ,选择 定 则 的 成 立 与 H 本 征 态 二 重 简 并 都 是 时 间 反 演 
不 变性 的 后 果 , 而 二 者 之 间 没 有 直接 联系 . 在 6.8 节 讨 论 中 , 半 整 数 自 旋 体 系 在 双 阱 势 情况 
下 基态 为 二 重 简 并 ,而 这 简 并 的 两 个 态 的 自 旋 平均 值 正 是 一 S 与 S. 在 半径 典 近 似 下 平均 值 
与 本 征 值 就 不 予以 区 别 了 . 

Haldane 猜想 和 磁 量 子 相 干 的 自 旋 奇偶 效应 源 于 Wess-Zumino 项 . 它 的 拓扑 效应 不 仅 
在 时 间 反 演 不 变 成 立时 有 所 展现 ,在 时 间 反 演 不 变 不 再 成 立时 (有 磁场 ) ,拓扑 效应 也 表现 在 


隧 穿 率 随 磁场 的 振 落 上 . 时 间 反 演 不 变性 之 所 以 区 别 整数 和 半 整 数 自 旋 是 基于 了 二 (一 1)” 
这 一 性 质 . 不 论 体 系 是 否 有 Wess-Zumino 项 ,选择 规则 都 会 成 立 . 这 二 者 是 彼此 独立 的 ,但 
有 时 会 有 交叉 . 
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第 7 章 
量 于 体系 的 拓扑 相 因 子 


在 第 6 章 中 讨论 的 自 旋 量子 隘 穿 有 一 个 区 别 整数 与 半 整 数 自 旋 的 现象 , 它 起 源 于 一 个 
Wess-Zumino 项 ,该 现象 被 称 为 拓扑 淳 灭 .在 研究 一 维 链 自 旋 波 时 ,发 现 铁 磁 自 旋 链 激发 态 
有 能 隙 , 反 铁 磁 链 没有 , 即 存 在 无 质量 的 准 粒子 .一 维 磁 链 对 量子 涨 落 不 稳定 ,在 波 撩 K 趋 于 
零 时 它 有 “红外 发 散 ”, 这 将 在 本 章 7.1 节 中 讨论 ， 

在 研究 一 维 量 子 反 铁 磁 链 时 ,又 出 现 了 Wess-Zumino 项 . Haldane 作 了 一 个 猜测 : BH 
上 自 旋 是 整数 , 则 激发 有 能 隙 ,对 半 整 数 自 旋 , 激 发 是 无 质量 的 . 这 被 称 为 Haldane 猜想 , 它 
FHA Fh CX Je 3& JB PF Dy B9: Wess-Zumino 项 区 别 整 数 和 半 整 数 自 旋 . 从 另 一 个 角度 考虑 ,一 
维 反 铁 磁 链 的 极限 等 价 于 非 线 性 o 模型 ,这 个 模型 有 对 称 自 发 破 缺 ,出 现 Goldstone Bose 
子 , 即 无 质量 粒子 . 这 个 等 价 意味 着 一 维 反 铁 磁 链 应 有 无 质量 激发 ,与 自 旋 值 无 关 . 

一 维 反 铁 磁 链 会 有 对 称 自 发 破 缺 吗 ? 不 同 的 研究 给 出 相同 的 结论 : 一 维 反 铁 磁 链 没有 
长 程序 ,而 在 对 称 自 发 破 缺 时 它 是 会 出 现 的 . 这 和 Coleman 定理 相 一 致 .定理 指出 , 当 有 红 
外 发 散 存 在 时 ,对 称 自发 破 缺 不 能 发 生 , 激 发 一 定 是 有 能 际 的 . 那么 半 整 数 自 旋 链 的 无 能 际 
激发 又 从 何 而 来 ? 要 找 出 整数 自 旋 和 半 整 数 自 旋 间 的 差别 . 最 后 答案 是 在 大 自 旋 极限 下 它 
们 映射 到 不 同 的 场 论 ,一 个 有 Wess-Zumino 项 ,一 个 没有 . 在 非 整 数 自 旋 情 况 下 这 个 拓扑 项 
的 非 微 扰 效应 抑制 了 能 隙 的 产生 . 因此 非 整 数 自 旋 链 的 无 质量 激发 和 对 称 自发 破 缺 无 关 , 它 
不 是 Goldstone 玻 色 子 .在 7.2 WAM 7. 3 节 中 讨论 这 些 问题 . 

Lieb-Schultz-Mattis 定理 给 出 整数 自 旋 和 半 整 数 自 旋 的 区 别 . 它 指出 满足 平移 不 变性 
和 自 旋 空 间 转 动 不 变 性 的 半 整 数 自 旋 链 有 无 能 隙 激发 ,或 者 有 相反 字 称 的 简 并 基态 . 这 点 在 
7.4 节 中 讨论 . 拓扑 项 的 意义 将 在 7.5 节 中 简单 讨论 . 

拓扑 项 的 另 一 个 重要 表现 是 在 非 Abel 规范 场 的 日 真空 间 题 中 ,7.6 节 介 绍 这 个 问题 . 

物理 学 的 基础 问题 常常 会 贯穿 在 不 同 分 支 的 许多 研究 问题 中 ,把 看 来 很 不 同 的 问题 联 
系 起 来 . 对 一 个 问题 的 理解 往往 会 对 其 他 的 问题 有 所 启发 . 本 章 涉及 很 多 问题 ,有 的 超出 了 
量子 力学 的 范围 . 为 了 举例 说 明 物 理学 的 统一 性 ,在 此 仍 对 它们 作 了 简单 介绍 . 


7.1 Heisenberg 模型 的 自 旋 波 理论 


固体 格 点 自 旋 间 的 相互 作用 可 以 导致 自 旋 系统 的 集体 激发 ,这 种 集体 激发 称 为 自 旋 波 . 
作为 体系 基态 ,所 有 自 旋 取 相 同方 向 的 固体 是 铁 磁体 . 在 亚 铁 磁 体 或 反 铁 磁体 中 , 唱 格 分 为 


7.1 Heisenberg 模型 的 自 旋 波 理论 243 


两 套 相 间 的 子 格 ,每 个 子 格 上 的 自 旋 取 一 定 方向 . 两 套子 格 上 的 总 自 旋 大 小 相等 、 方 向 相反 
的 是 反 铁 磁体 , 子 格 总 自 旋 大 小 不 等 的 是 亚 铁 磁 . 描述 唱 格 自 旋 体 系 的 是 Heisenberg 模型 ， 
令 S, 为 第 i 个 离子 的 自 旋 算 符 ,J 代表 交换 积分 ,体系 的 Hamilton BE 

H= 9 IS sS. (7.1.0) 


faj Cii) 


求 和 对 所 有 离子 对 进行 .可 以 将 Hamilton ft C7. 1. 1) ES 4& 9| A. m 3€ 1/2 的 多 电子 体系 
的 相互 作用 能 正好 给 出 这 个 Hamilton 量 . 我 们 先 来 解释 交换 积分 的 意义 . 在 多 电子 体系 的 
Hartree-Fock 理论 中 ,多 电子 波 函 数 可 以 由 单 电子 波 函 数 的 乘积 展开 . 相同 自 旋 的 多 个 电 
F E E pa BL Slater 行列 式 表示 ; 

g(r) gi(re) 
“ |， (7.1, 2) 


py- n Fzt) == gz Gi) gz GC) 


此 处 gp;(r,) 中 的 i 是 状态 指标 ,a 是 电子 指标 . 在 式 中 交换 任意 两 个 电子 的 反对 称 性 是 明显 
的 . 在 计算 电子 相互 作用 能 量 时 ,有 一 部 分 称 为 交换 能 ， 
E, =F a gi (rig Te pe rad Gi) s, dsr， PET (7.1. 3) 


| F, — Fe | 
me rae— d ij. 交换 能 只 在 相同 自 旋 电子 间 存 在 .我们 将 一 个 电子 的 自 旋 反 向 ， 
体系 就 失去 这 个 电子 和 其 他 N 一 1 个 电子 间 的 交换 能 . 能 量 的 差别 是 
PE = Fy e eos oe a i m BOUT (7.1.4) 


| ri — | 
上 式 定义 了 J; BP Hamilton 量 式 (7. 1.1) 中 的 交换 积分 . 下 面 来 计算 交换 能 量 式 (7. 1. 1). 
AA E AIRE s 一 1/2 和 :一 一 1/2 的 状态 , 则 两 个 自 旋 相 同 的 电子 相互 作用 能 是 
Ey, =— Jat tat; (See Sy | baby? 
用 自 旋 升降 算 符 S+ =S HiS, S —S'—iS" ,有 
SHI 二 | 二 半生 | 49. 
S| =| > —'0, 


S, «S; = IG!S; HSS + St » Sj, 


可 以 算出 
Ey, =— LH. 

在 式 中 算 符 上 标 代 表 分 量 , 下 标 代表 离子 位 置 . 类 似 地 ,有 
Ey, — Lh. 


因此 ,车 J 之 0, 则 两 个 自 旋 平 行 能 量 低 ; 而 若 J<0, 则 两 个 自 旋 反 平 行 能 量 低 . 这 两 种 情况 

能 量 差 为 二 Js , 故 体系 有 多 个 电子 ,所 有 电子 自 旋 取 向 相同 的 状态 与 将 其 中 一 个 电子 反 向 

的 状态 的 能 量 差 是 二 J) Jy , 正 与 Hartree-Fock 理论 中 的 计算 相同 . 电子 间 的 交换 相互 作 
Mien 

用 可 以 用 Heisenberg 模型 的 自 旋 - 自 旋 相互 作用 予以 重 现 . 交换 积分 的 符号 是 至 关 重要 的 . 
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An J] 二 0, 平 行 自 旋 能 量 较 低 , 如 J 二 0, 则 反 平行 自 旋 有 较 低 的 能 量 . 由 于 最 近邻 间 的 交换 
相互 作用 是 主要 的 ,在 式 (7.1.1) 中 的 对 离子 对 求 和 可 以 只 在 最 近邻 间 进 行 .离子 :有 vv 个 
最 近邻 ,可 以 用 1 十 6 标志 这 些 近 邻 ,8 二 1,2,…,v. 对 简单 唱 格 ,J 了 ,4s 与 无关, 记 为 J. 
式 (7. 1. 1) 就 简化 为 


H ——J JS, * Sas (7. 1.53 
18 


设 离子 自 旋 为 \( 整 数 或 半 整 数 ,单位 问 . 考虑 状态 Bo ,所 有 离子 自 旋 的 z 分 量 都 是 最 大 值 ;. 
第 个 离子 状态 记 为 1s),, 则 有 s m 工 1s)。. 将 式 (7.1. 5) 用 自 旋 算 符 的 分 量 表示 ,有 


1 - 
— | Oy ^o Si , Ts . 
H IP |SS; $65; LE p] (7. 1. 6) 
《zj 代表 最 近邻 Ls). 将 H 作用 于 o, ,得 
Hð, =—J >) s'à, —— JuNs' à, = E,®). (7,4, 7) 
ry=rte 


在 计算 过 程 中 ,用 到 S* |s)=—0 s, 与 分 量 对 易 (: 天 )). 式 (7.1.7) 中 ， 是 最 近邻 数 ,N 是 
离子 总 数 . 从 式 (7.1.7) 可 见 ,G 是 五 的 本 征 态 , 如 果 J 二 0, 它 是 基态 ,这 是 铁 磁 基态 . E D 
的 基础 上 将 第 m 个 离子 的 自 旋 z 分 量 减 小 1 单位 ,得 到 的 状态 记 为 Dn : 

dS [T | Bs: (7.1. 8) 


将 H HEA ©,, ,得 
HO, -J | 51538; + 4(S!S;S; +SS} Sa) Je. (7.1.9) 
EE 


用 对 易 关 系 


[Ss ,91 = SB t7: 1, 1200 


Es Sr] = 2570 mm , 
[St | =— Sit. 
可 以 将 式 (7.1.9) 简 化 为 了 


H®,, = E,6, 十 2Js >) (6, — Omia). C7, L12) 
ò 


Hit .®, RE H 的 本 征 态 . H 的 本 征 态 可 由 Dn 的 线性 组 合 构成 ,而 由 平移 不 变性 要 求 出 
发 , 它 应 是 
B= Neto, (7.1.12) 


此 处 大 是 Brilloun 区 中 N 个 矢量 之 一 ,R。 是 离子 mm 的 矢 径 .用 WERT Oa 


H= E, + 2]sub,, — 2s > eh Onis 
mid (1.1.13) 


= [Es + 2J]» (1 — Y.) o, 
其 中 
y= ye. C7, 1, 14) 


(D Eo Ed. 的 本 征 值 ; 见 式 (7. 1.7) 
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式 (7.1.13) 表 明 ,@( 式 (7.1.12)) 是 电 的 本 征 态 , 相 应 的 本 征 值 是 
E, = E, -- 2]vs (1— 7). (7. 1. 15) 
激发 态 o 是 集体 激发 模式 ,一 个 原子 的 激发 能 量 可 以 通过 自 旋 - 自 旋 相 互 作用 传递 给 其 他 
原子 ,使 激发 能 量 以 波 的 形式 传播 于 整个 唱 格 . 这 类 激发 称 自 旋 波 .一 维 链 上 波 数 为 & 的 自 
旋 波 示 于 图 7.1, 其 中 (a) 是 透视 图 ,(b) 是 俯视 图 ,(c) 给 出 三 个 相 邻 格 点 处 自 旋 的 关系 . 要 
获得 低 激 发 态 的 色散 关系 ,将 式 (7.1. 15) 对 大 (小 量 ) 展 开 , 得 
E, = E,-- Js >) (k - R)’. (7. 1.16) 


^y VTVTYTTTYTY 


7.1 一 维 链 上 的 自 旋 波 


自 旋 波 激发 进行 量子 化 后 ,其 量子 称 磁 振子 (magnon). 在 基态 所 有 格 点 的 自 旋 都 是 S.— 5 
(最 大 值 ). 令 代表 第 i 个 格 点 自 旋 偏离 最 大 值 的 数量 ,mr 5 1. 在 粒子 占有 数 表示 中 , 状 
AS B nom snmmo pty) REAR. 基态 是 10,0,…，,0). 这 样 ,引信 粒子 数 产生 与 消灭 算 符 aj 
a; FA n;=ala;, WS; RMA al 联系 起 来 : HM n1 单位 即 减少 S.1 单位 . S; SERI a, 联系 
起 来 . 用 对 易 关 系 式 (7.1. 10) 可 以 得 到 自 旋 升降 算 符 的 作用 

St|n) = J/2s+l—n vn | n—1), 

S | n} = J2s—n J/n+1|n+)), (7.1. 17) 

S: | n>) = (s— n) | n}. 
与 算 符 a fla’ 的 作用 相 比 : 


also (7.1.18) 
a| n} —dn|In—1; 
就 得 到 两 组 算 符 间 的 联系 : 

St= J2s—a' aa, 

RS (7. 1. 19) 


St = s— aʻa. 


式 (7. 1. 19) 称 为 Holstein-Primakoff 变换 . 以 上 的 asat 算 符 是 定义 在 格 点 上 的 ,例如 a, sa}. 
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自 旋 波 是 集体 激发 . 定义 与 波 和 撩 有 关 的 算 符 arai 
al = n "al, 


= Teena 


a, 5j 路 是 消灭 和 产生 波 矢 为 大 的 磁 振子 的 算 符 . 它们 满足 以 下 对 易 关 系 : 
[ax ray | = One's 
Lar TM = [ai TUM = 0. 
FOR FEA I On, 小 ) 才 有 意义 . 关系 式 (7. 1. 19) 中 根 号 下 的 算 符 在 7 小 的 情况 下 可 
以 作为 小 量 展开 . 略 去 高 阶 项 后 ,S+ 含 aryarakar; S. 含 alyataxvax. 式 (7.1.6) 可 以 写成 二 
次 量子 化 形式 ， 


(7. 1. 20) 


(7. 1. 21) 


H =E; + 25 2Jus — yi alas 


*N, i Cri. 十 Xe — Yi ek 2) Gk A eA C7. 1. 82) 
wee, 
式 中 右 方 第 二 项 是 磁 振 子 激发 , 波 矢 为 大 的 磁 振 子 能 量 为 
lion = 2Jvs(1— Yı). (7.1.23) 
右 方 第 三 项 代表 一 对 磁 振子 的 相互 作用 ,在 过 程 中 有 动量 < 交换 .在 写 出 式 (7.1.22) 中 用 了 


Yk = Y-k. 
车 /二 0, 相 邻 自 旋 反 向 能 使 相互 作用 能 量 降 低 . 取 两 套 彼此 相间 的 子 唱 格 a tj b, 
个 子 格 中 的 自 旋 一 致 . 车子 格 a 各 点 自 旋 为 “= 二 s, 子 格 5 各 点 自 旋 为 “二 一 s, 且 两 套子 格 
格 点 数 相同 ,这 个 状态 称 Néel 态 @. 和 铁 磁 情况 类 比 ,会 狂想 Néel 态 是 反 铁 磁 基 态 . 但 实 
际 上 这 个 态 并 不 是 有 H( 式 (7., 1. 6) WATER. 原因 是 : i 和 j 作为 最 近邻 ,必须 分 别 属于 两 
个 不 同 的 子 格 .车 i 处 自 旋 为 “=s,j 处 则 必 为 “= 二 一 s. 算 符 作用 于 13);| 一 s); ES S 
给 出 0, 而 S; S; 给 出 const|s—1),;|—s+1),, M1 A const|s),| —s);. 以 Néel 态 作 为 参 
考 态 
| 0,0,*:**,0), (7. 1. 24) 
任意 态 是 
| my Meet stn?» (7, 1. 25) 
其 定义 是 ,在 子 格 aH n=s—s (因此 Néel 态 s; =s 相当 于 n; — 00 FH b P n;—5;—672— 
5 十 5( 因 此 Néel 态 s; — — s th 4 F n; — 00. 这 种 定义 保证 对 所 有 态 nno. 由 于 两 套子 
格 存在 ,以 及 n; n, 的 定义 ,可 以 看 到 
S; 相当 于 a;， S, L| 
Si, HFb Ss 相当 于 6。 
因此 H 中 的 S'S; mS S; 就 分 别 相当 于 a,b; 和 ala; ,前 者 减少 两 个 粒子 ,后 者 增加 两 个 粒 


(7. 1. 26) 


O RAMI Block 波 函 数 到 Wannier 波 函数 的 变换 ,可 参阅 文献 [1jp120， 
O ”究竟 哪 一 套 格 子 选 自 旋 十 ;, 那 一 套 选 一 ;, 两 种 选择 似乎 无 区 别 . 实际 上 在 反 铁 磁体 中 有 一 种 很 弱 的 内 部 场 称 
为 各 向 异性 场 ,在 两 套 格子 处 其 方向 相反 ,帮助 确定 一 种 选择 . 在 以 下 讨论 中 不 影响 结论 ,此 处 就 略 去 了 ， 
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子 . 将 它 和 铁 磁 情况 对 比 , 对 铁 磁 S S HIS; S; 分 别 相当 于 aa! lala; ,它们 不 改变 粒子 数 . 
进行 Holstein-Primakoff 变换 ,对 子 格 a 有， 
St = (2510 一)ai， 
S; = (2s)Fal(l—-+), (7. 1. 27) 
i =s—ala;; 
WH bA 
St = (20? B(1— +), 
= (2510-25, (7. 1. 28) 
S; —— s+ bjb;. 
在 展开 中 只 取 了 带头 项 ,这 是 由 以 下 推演 的 需要 而 决定 的 ， 
为 了 从 格 点 算 符 变 到 模式 算 符 ,进行 变换 


ck 一 Fpl tan 
(7.1. 29) 
d, n Fe ens. 
在 此 变换 下 ,两 个 子 格 的 自 旋 算 符 是 
2s\ f me 
St = (= WR tee), (7.1.30) 
(N) (Que ) 
S; 一 (S) (etta Js 
S: = E Ye i(k- PR oleas 
yk 
Q5\t E 
S; = (= eR gt + woe), (7.1.31) 
j (F) (die ) 
S; = (= a (D Rd, +e), 
S; =—-s+4 ew WR td, 
kek 
ME I HF AY LER PET. H 可 改写 为 
H =—2NJus + 2Jus X in Gd + cada) + (cher + didi]. (7. 1. 32) 


和 铁 磁 情况 相 比 ,此 处 互 在 粒子 数 占 有 空间 不 是 对 角 的 ,因为 它 含 有 使 粒子 数 变 化 的 
c'd' CAN —2) fll cd(AN=—2). 为 了 使 H 对 角 化 ,采用 Bogoliubov 变换 下 ,定义 准 粒 子 算 符 
ax sy R'E 3E. 、 


(7. 1. 33) 


E t d t 
Qk 一 u,Ccy — Wdis ak 一 ville 


PES + EU pus 
Bi = ud, — UC ko pi = usd, URC ko 


D 将 在 第 10 8610.4 节 中 系统 介绍 . 在 超 导 中 这 个 变换 也 用 以 使 瓦 对 角 化 .那里 算 符 是 Fermi MH. KA uf + 
ví-1. 
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uy fI 是 实数 ,并 满足 
uk — v = l, 

这 个 条 件 使 得 ,8 算 符 满足 以 下 对 易 关 系 : 

Lox say | = [Br ;Br J = On’: 

[ay yar = [B sv ] = 0, | 

Car » Bx’ | = [a Be 1 am eomm D, 
对 角 化 的 目标 是 

H= Sar Giai + Big.) + const, 


入 是 准 粒子 能 量 本 征 值 . 这 个 条 件 将 确定 ww 及 ve. 从 式 (7.1. 36) 可 得 
Lat, H] —— uai». [ar H] = Arai. 
从 式 (7.1.32) 可 以 计算 [wx H]. ic 
wo = 2]vs. an = 2Jvsyss 


则 有 


Cat, H] —— wu (ancl Hardt) — wr lwd + wct). 


将 式 (7. 1. 37088 — RATA AARO. 1. 33) 代 震 , 有 
[ww H] —— A Gaci — vid4). 
35 (7.1. 39) 5 3X C7. 1. 400 IE £ A 


Wy Uy, + a Up T Ante s Wy Uy + a» Uy 一 一 人 KZ。 
方程 组 有 解 条 件 是 
Wo — Ak Q1 ex 
w] Wo +A 


BD AR =e — wi. 取 A, TE AR CHER FR RAE DS IE TED : 
An = 2]ys (1 — 7%)". 


Y ALS H1,2F ROS fü 46 BER 18.5] [3] FE B8 A390 27 P8. 将 Mk 代入 式 47. 1. 41) 解 出 


果 是 
1 


i- Mace] dp] 
u= z|a-5*1] CU aLdg-3* OS 


将 HH( 式 (7. 1. 33)) 用 a,8 表示, 则 有 


H =—2NjJvs(s+1)+ D2Jys O — Yi Cata, + Apa + 1). 
k 


将 ALIGN hwr: 
li. = 2Jvs(1— X50"*. (RRR). 
AR RE b PAPA AE C7. 1. 23) 
li. = 2J]vs(1— y). (PRR 
相 比 ,它们 有 显著 差别 . 对 简单 立方 品格 ( 格 距 为 a) , 当 ka 小 时 有 
y(1—%) = 2(ha)’, 


1 
y(1 —95)* i 


可 见 铁 磁 自 旋 波 的 低 激 发 色散 关系 是 二 次 的 : 


(7. 1. 34) 


(7, 1. 35) 


(7. 1. 36) 


(7. 1. 3T) 


(7. 1. 38) 


(7. 1. 39) 


(7. 1. 40) 


(7. 1. 41) 


(7. 1. 42) 


(7, 1. 43) 
Ux s Uk » 2 


(7. 1. 44) 


(7. 1. 45) 


(7. 1. 46) 


(7. 1. 47) 
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liy = 4Js(ka)® (ERR). (7. 1.48) 
能 量 与 动量 平方 成 正比 ,因此 准 粒 子 是 有 质量 的 . 而 反 铁 磁 自 旋 波 的 低 激发 色散 关系 是 线性 的 ， 
fian = É Jska ( 反 铁 磁 ). (7. 1.49) 


能 量 与 动量 一 次 大 成 正比 ,因此 准 粒 子 是 无 质量 的 ， 

经 过 Bogoliubov 变换 后 的 准 粒 子 真 空 可 以 作为 Heisenberg 反 铁 磁 Hamilton A B5 3r 
WESI): 

a |) =0,;, A|) =0. 

E XE UE 38 ie MM 4E Ca —2.30 Ep e cz 2 H T RR DUE I BER YE. A A REK. 

一 维 反 铁 磁 链 有 许多 新 颖 有 趣 的 性 质 .我们 计算 量子 涨 落 对 一 个 子 格 自 旋 x 分 量 平均 
值 的 影响 . 例如 子 格 A 的 自 旋 z 分 量 是 

(Si) = s— la'a}. (7. 1. 50) 

格 点 算 符 是 模 算 符 式 (7.1. 290 B 3E : 


1 A iR 
5 =e e€ iCk’ (7. ks 51) 
因此 
ty lx A: Ti(k-kO*R. t. 7.1.52 
aia; Né e CRC y's (7. 1. 52) 
Bogoliubov 变换 的 逆 是 
ch = tte BL. (7.1. 53) 
di = usBi — war. 
代入 式 (7. 1. 52) 求 基态 的 期 望 值 : 
(aja;) = i (| urat — vili) Cuvar — vuBr ) |. 
kk 
XE GE dE A lai =0 与 a 10. 上 式 平均 值 中 只 余下 
Gy = Cr， 
因此 
t 1 2 
( i i? —À A Uks 
a,a N2 k 
Bp 
UU E, E A Mee m 1. 54 
(Sd =s N22 2 (ae 1). (7.1. 54) 


对 二 .三 维 格子 ,第 二 项 是 有 限 的 . 对 一 维 链 , 当 上 小 时 第 二 项 是 -| sf 去 ,积分 出 现 红外 发 
散 . 这 个 结果 与 s 值 无 关 . 一 维 链 的 基态 对 量子 涨 落 是 不 稳定 的 . 


7.2 0O(3) 非 线性 6 模型 ,对称 自 发 破 缺 与 Goldstone 定理 


非 线 性 a 模型 原 是 粒子 物理 中 一 个 低能 有 效 理论 . 1 十 1 维 空间 中 标量 场 n 是 N 维 内 部 
D [8] B P (ir ARE 
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m(z,)-—1, p=0,1. (7.2.1) 
满足 OCN) 对 称 ? 的 含有 两 个 微 商 因 子 的 普遍 Lagrangian 密度 是 
ge yen. (7. 2. 2) 
下 面具 体 讨 论 N=3 的 情况 . 将 n 用 分 量 表示 ,有 
nm ,nz 10). (0.2, 3) 
HE m ono 作为 二 维 矢量 的 分 量 , 即 有 r (mm ,rz ), 式 (7. 2. D ZA B 
x +o =l, 
即 
o= (l-z). (7. 2. 4) 
式 (7. 2.2) 规 定 了 n 是 单位 半径 球面 上 的 一 点 ,因此 不 论 怎样 选 真空 态 ,例如 选 
n; — (0,0,1) (7.2. 5) 


它 只 在 沿 第 3 轴 转 动 不 变 ,而 不 尊重 绕 第 1 轴 和 第 2 轴 转 动 对 称 性 . 这 种 场 的 动力 学 有 较 高 
的 对 称 O(3) 而 真空 态 只 有 较 低 对 称 O(1) 的 情况 称 为 对 称 自发 破 缺 . 从 式 (7.2.4) 有 


_ LIT. 
3,0 uq —343)4' 


5£ BN Ay S3 nx, 


Y= zt (| l + (7. 2. 6) 


这 是 把 o 场 消去 后 的 x HAR Aa 量 , 出 现 r 场 自 耦 合 , 但 没有 r 场 的 质量 项 . mor 两 
个 场 是 没有 质量 的 ,这 是 Goldstone 定理 的 一 个 特例 . 根据 这 个 定理 ,连续 对 称 自发 破 缺 会 
出 现 无 质量 粒子 (激发 ). 考虑 一 个 O(3) 对 称 理论 . 如 果真 空 态 是 (0,0,0), 则 它 尊 重 0(3) 的 
三 个 对 称 操作 . 但 若 加 上 一 个 条 件 形 王 1, 则 排除 了 这 种 真空 态 .m(0,0,1) 自 发 破 缺 了 两 个 
对 称 操作 余下 一 个 , 故 出 现 两 个 无 质量 粒子 m ey. Goldstone $E EU" BR MBE  — TA RK 
缺 的 连续 变换 ,理论 应 含 一 个 无 质量 粒子 ”. 下面 以 自 旋 为 0 的 粒子 为 例 给 出 证 明 . Lagrange 
密度 是 


(x >» Le). 


Z= L3,gü'g* — VCg), (7.2. 7) 


2 是 标量 场 ( 自 旋 为 0),a 一 1,…，,N 是 内 部 对 称 自 由 度 . 令 gs EOM LE (E VOS BUR 
小 值 : 

aV 

Ig ¢ (2) =9% 
由 于 gs 是 常数 , 它 的 “动能 ”项 (2 的 第 一 项 ) 为 0, 即 qo 就 是 体系 的 基态 (真空 ). 将 V 在 此 最 
小 值 处 展开 ,有 


Vig) = VG)  TG— ga)" (o — p) 3 


= 0. (7.2.8) 


: - m 十 …. (7. 2. 9) 
ad — $5 


式 中 没有 线性 项 ,因为 在 go 处 V ERME. MERT- moz 相 类 比 , 势 能 项 与 成 正 


O ” 即 在 六 维 空间 中 沿 任何 一 轴 转 动 都 保持 不 变 . 
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比 的 部 分 其 系数 与 质量 m 成 正比 . 因此 第 二 项 系数 


a? 
(asa) | p-p = (7. 2. 10) 
是 NXN 对 称 和 矩阵 , 它 的 本 征 值 给 出 场 的 质量 . 因 m 是 Y 的 极 小 值 , 故 本 征 值 永 不 为 负 . 需 
要 证 明 的 是 ,每 一 个 连续 对 称 , 只 要 它 是 基态 m 所 不 满足 的 ,都 给 出 一 个 ms 矩阵 的 零 本 
征 值 . 
一 般 的 连续 变换 可 用 下 式 定 义 ， 

g > e oa, (7.2.11) 
a 是 无 穷 小 参数 ,4"(p) 是 pg 所 有 分 量 的 函数 . MAH. SL RGD 0. 不 变性 要 求 V 在 此 
变换 下 不 变 ， 

Vig?) = Vg +A"), 

Bp 

Te A" Cg) = 0); (7. 2. 12) 
对 o^ 求 微 商 ,并 在 = o. 处 取 值 ,有 

ae mal tA (sag), = 0, 

上 式 左 边 第 一 项 为 0. 因 在 go 处 V 取 极 小 值 ,因此 第 二 项 必须 为 0. HF go 对 连续 变换 
( 式 (7. 2. 11)) 不 变 , 即 A* (qn ) 二 0, 则 要 求 自动 得 到 满足 .车 Ae (go) 隆 0, 即 连续 变换 式 (7. 2. 11) 
被 自发 破 缺 , 则 必定 有 


nsa"). aH, (7. 2. 13) 


即 质量 本 征 值 为 0, 定理 得 证 . 

现在 回 到 反 铁 磁 自 旋 波 理论 .由 wf 和 pf 产生 的 无 质量 粒子 相应 于 SOG) 自发 破 缺 到 绕 
z 轴 转 动 的 O(1) 的 两 个 Goldstone 模 . 有 启发 性 的 是 计算 自 旋 波 理论 中 的 长 程 关联 
(SCz)。5S(0)),Zz 一 co. 结果 是 


(Sx) 。S(0)) > afi = Ain i +0(+) |. 
此 处 a FE Sor AL. 这 表明 反 铁 磁 一 维 链 只 有 短程 序 . 在 长 度 达到 


E — ae” 
量 级 时 ,关联 就 趋 于 零 . 对 称 自发 破 缺 (长 程序 ) 要 求 关联 在 大 距离 时 趋 于 士 s*. 由 此 可 见 ,一 
维 反 铁 磁 链 的 无 质量 准 粒 子 不 可 能 是 Goldstone 玻 色 子 . 
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对 一 维 自 旋 链 的 研究 始 于 1931 年 的 “Bethe 创 议 ”(Bethe's ansatz)", 结论 是 自 旋 
1/2 一 维 链 没 有 长 程序 ,但 有 无 质量 激发 . 此 后 在 50 年 代 ,70 年 代 陆 续 有 研究 成 果 出 现 . 在 
1983 4 F. D. M. Haldane!" ”中 提出 一 维 反 铁 磁 链 的 性 质 取决 于 自 旋 是 整数 或 半 整 数 . 整数 
自 旋 的 激发 有 能 孙 , 而 半 整 数 自 旋 的 激发 是 无 质量 的 . 这 被 称 为 Haldane 猜想 (conjecture). 
和 第 6 PEA BEBE YE ORE LF AF RD HK + PAW. Lieb-Schultz-Mattis 定理 中指 
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Hi: 自 旋 奇偶 性 区 别 的 来 源 是 Wess-Zumino 拓扑 项 . 
考虑 一 维 量子 反 铁 磁 链 , 自 旋 值 为 ;, 格 距 为 a. 有 两 套子 格 ( 图 7. 2) ,在 每 套子 格 中 自 旋 
基本 上 取向 一 致 ,两 套 格子 上 自 旋 基 本 取 相 反方 向 .定义 


一 Su f+ = Sia + Soi 
2s E : 


2a 
2i-3 2i—2 2i-1 2i 2i*l 2i*2 2i*3 


(7,3. 


t ———- 
a 


图 7.2 一 维 反 铁 磁 链 
。 为 子 格 A; | 为 子 格 B; XERA ,在 两 套子 格格 点 各 定义 的 点 


格 点 2i 和 2i 十 1 分 属 不 同 子 格 ,O 和 ! 定义 在 两 套子 格 中 间 的 点 2i 十 去 .对 Néel 态 10 | 一 


1 ,1 一 0.0 就 是 Néel RKE. 从 式 (7. 3. 1), 有 


aliai sua = Suus 
(7.3, 2) 
alz} = 543 = S;;. 


格 点 上 的 自 旋 通过 式 (7. 3. 20 FE LIB] Ge E Z8 DD HO Al 表示 . 式 (7. 3.1) 给 出 


a . l = 0, 
(7.3.39 
s E+E —sGH- D. 


式 中 的 0 和 1 指 在 同一 点 定义 的 场 . ded e 
E du is 


o =1+ > A dE (7.3. 4) 
s? 


RIZE s MMF M1. AS "—— 分 量 的 对 易 关 系 . 以 a buc 代表 分 
量 ,它们 是 


[29:1 To m j= ge Be — SES — S5] 


9 85 (Shai + Si.) (7.3.5) 


1 
A jt 05/241. 
CERP e* 是 反对 称 单位 张 量 ); 
[254.1544 I= goal St + Stai 5% + Sta] 
= re By CS$, + Si.) (7. 3. 6) 
= an baling 
gm Qu j= LS + Sii »Si =r Sha] 
^ae * 5; CS = S$;) (7; 3. 7) 


= ze me Nit. 


7.3 一 维 量 子 反 铁 磁 链 ,拓扑 相 因 子 , 到 O(3) 非 线性 o 模型 的 映射 253 


取 连 续 极 限 a->0， 


oan 
Alay) (7.3.8) 


对 易 关 系 变 为 


Clr) Cy] = EQ Cr) y) 
[Q* G2 ,Q* Cy) ] = 0. 
式 (7. 3.9) 中 第 一 式 是 角 动 量 分 量 ( 转 动 的 生成 元 ) 的 对 易 关 系 , 第 二 式 表明 0 是 三 维 矢量 . 
下 面 将 Heisenberg 模型 的 Hamilton 量 用 ,1 表示 ,并 取 连 续 极 限 以 得 到 场 论 的 
Hamilton 量 . 模型 Hamilton 量 中 是 近邻 间 的 自 旋 相 互 作 用 . 对 两 套子 格 中 的 一 套子 格 求 和 
即 可 ,只 要 它 包括 进来 一 个 格 点 的 自 旋 和 它 的 左右 近邻 相互 作用 . HO IRS. 


H= J >) (Sai * Sua + Sei * Sia) 
2i 


[4 C22 ol’ Cy) ] Scie (Ce — 32, 
i (73.9) 


= LS (a* Bint xx p Dii a bai e b (7. 3. 10) 
21 


— s Mri ° Ne + asls à * 22-4 Tras: * L4). 
式 中 1，0 的 二 项 可 改写 为 
Qi — GÀ bai — bis 
sea «(See « (etd) 
另外 再 加 上 为 零 的 二 项 ( 见 式 (7. 3. DPA) 
2G N44 + a’ D —s(s+1)) tic ($i +a’, 3 3—s(s+1)); 
HH 可 写成 


H= J > | (z4' Bid + jaa 十 @ la ° La ) 
2i 
HE ke TOS — 2 Miry * ig) 


一 LUN )+ 245544 (583 zi | 

— Tos 13. 
Ro — HU C Tk. BAE EAA Ik a. 在 2i 十 去 和 2i 一 也 两 点 上 的 1 
场 的 差 与 a 成 正比 . 因此 略 去 a? 时 可 以 把 它们 视 为 相等 , 即 第 一 个 圆 括 弧 就 等 于 Hh 
第 二 个 贺 括 弧 是 ac (Sd Ook) .将 2i 十 去 点 的 坐标 定 为 =, 这 个 量 就 是 4a* 0 CO. 


撤 号 代表 对 d 的 微 商 . 花 括 弧 中 最 后 两 项 之 和 为 
—2a!'s(1«0' —n0- I) ——2«'si*Q'-0'- D, 
因为 从 Q， 1-004535 0.3. 3440 VHA’ + 1=0. 取 连 续 极 限 2a— dx, H 变 为 


H- fazane -20"7-—su.0'-0'«D). 
Hamilton 5 9E BE 光 可 以 写作 
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x- 2[e(1- 2a") +40"), (7.3.11) 


此 处 


y= ii Z =<, B cs 2x. (7. 3.12) 


在 大 的 极限 下 ,0: 一 1. 因此 可 以 用 单位 球 上 的 点 ( 球 坐 标 0. 40 ORO 的 运动 . 相应 的 广义 
动量 算 符 是 


zu RS. 

Na 一 LETA 
3 (7.3. 13) 

Ts ui 7. 


下 一 个 步 又 是 将 光 用 广义 坐标 及 广义 动量 表示 .1! 是 转动 的 生成 元 ( 角 动 量 ), 故 其 分 
量 是 


l, =— sing E. i TEA j= cosgcotd (— i nx) =— sing, — cosécotór, , 


30 3$ 
l, = coss(— i as, )— singcoté(— i 53) cosdas — singcotór, » (7. 3. 14) 
uA. 
l 一 一 1 "sz —= Qe 
Q 及 其 微 商 的 分 量 是 
(1 = (sinécos¢,sin@sing, cos) , 
a = (cosĝcosġ,cosĝsing, — sing) , 
= (— sin@sing, singcosg ,0). 
ERO 的 分 量 是 


0 = (cosbcos 册 -一 singsingg ,cosbsing + sinücosé$' , — singg’). — (7.3. 15) 
将 式 (7. 3. 14) 和 式 (7. 3.15) 代 入 式 (7. 3. 11) 就 得 到 


eo te [o grs] [eco Bron 


sin’ @ 


(7. 3. 16) 
d agi 0 +g” sin*8). 
相应 的 Lagrange 量 密度 是 
L= ge, 3,9)? + sin 82,47! ] + È sinde” 2,02,5. (7. 3. 17) 


此 处 e* 是 反对 称 单位 张 量 ,u,v 一 0,1. 光 和 2 B E XR RT LECHE E. 在 以 下 讨论 中 置 v=1. 
从 式 (7. 3.17) tH I RIE Su st fi 


Ne 一 26 x PLN a , 

* (7. 3. 18) 

ny = 2f _ A jsin'— 8 sint. 
ag g Ax 
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在 进行 量子 化 后 8 和 xo 以 及 $ Rr, EE AKA. 将 式 (7. 3. 17) 3X (07. 3. 18) 代 入 式 

= ni Té T L, 
便 可 以 得 到 式 (7. 3.16). 式 (7.3.17) 可 以 用 0 表示 . 由 于 

dQ = $d0+ Ósinód4. 
此 处 8 Ag 是 9 Ag 增加 方向 的 单位 矢量 . BA 

2,0 -FA = (9,0)° + sin*0(2,9)* , 
A. (2,0 X 9,0 ) = sin09,02,4. 

E ui. V nT ELS fe 


1 @ 
= 3N e VA + en. (9N Xan). 7.3.19 
P= ga YO Fe A+ G0 x20) (7. 3. 19) 


这 是 非 线性 o 模型 的 标准 形式 , 式 中 右边 第 二 项 称 为 Wess-Zumino W. 从 式 (7. 3. 17) 中 这 

一 项 的 形式 看 , 它 实际 上 是 二 维 散 度 , 因 为 可 以 定义 流 K”: 

K“ —— e" cos68,4 , 

立即 可 以 验证 
3,K” = e” sinĝ3,03,ġ. 

一 个 散 度 项 加 到 Lagrange 密度 中 是 不 会 影响 运动 方程 的 . 原因 是 它 的 空间 积分 可 以 通过 

Gauss 定理 换 成 表面 积分 ,最 后 归结 为 常数 . 在 对 作用 量 求 变 分 得 运动 方程 时 ,常数 是 不 起 

作用 的 .在 作 场 论 微 扰 时 它 也 不 起 作用 ,但 它 有 重要 的 非 微 扰 影响 .一 维 反 铁 磁 链 的 Hilbert 

空间 分 为 不 同 8 值 的 部 分 ,不 同 O 值 部 分 之 间 通 过 正则 变换 联系 . 指出 这 一 点 的 是 

Affleck"), 考虑 变换 


U = exp (i 2 |dzgcost)— a. (7. 3. 20) 


式 (7. 3. 19) 显示 Wess-Zumino 项 的 作用 是 重新 定义 广义 动量 . 在 变换 U 下 广义 动量 的 变 
化 是 


& MAT A, 
用 Baker-Campbell-Hausdorff 公式 
eBe^ = B-- [A.B] - g;LA-LA BT] +=» (7. 3. 21) 
首先 计算 LA ,rej: 
[Asta] =i 8 fax’ d$ Cz C cosga^) oy 
其 中 


[cosb(z') zm Cz) ] —— sing(x Olr) m Gr) ] =— sin&CGr2i8CGx — x^). 
因此 得 到 
[Aym(x)] =— 2 [az' d$ Cr singla Ea —z)-— 2 4 sind. 
此 外 有 
CA LA sm (z2)]] = 0; 
故 总 起 来 有 
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xi = ri — 2 4 sind. (7. 3. 22) 
类 似 地 有 | 
T, 一 rt D sing. (7.3. 23) 
结论 是 : 从 没有 @ 项 的 广义 动量 出 发 ,经 过 正则 变换 ( 式 (7. 3. 200 BUR NODE X T ESAT 
含 @ 的 项 . 
在 路 径 积 分 讨论 中 ,常用 欧 氏 空间 ,在 其 中 @ 项 的 贡献 是 
ie- [ea ca x a0 dx = ieQ, (7. 3. 24) 
Q 称 为 拓扑 荷 ,是 整数 @. 路 径 积 分 中 的 e 竺 因子 包含 e 7,0 就 作为 相 角 出 现 了 , 称 为 拓扑 
Fa. 从 式 (7. 3.12 85,0 是 和 格 点 上 自 旋 s 有 关 的 ,B=2xs. 作为 相 角 ,整数 自 旋 相当 于 @=0, 半 
整数 自 旋 相 当 于 8@==x. 它们 的 物理 性 质 将 很 不 同 . 拓扑 项 由 于 含有 空间 微 商 3; 0 , 它 破坏 宇 称 
守恒 .但 对 反 铁 磁 链 9—0 这 项 消失 ,对 8 二 x MA e—e ,因此 不 出 现 宇 称 破坏 情况 . 
现在 集中 考虑 整数 自 旋 @=0 的 Néel KEA 的 Lagrange 量 密度 
scl S 
oes zp 9 a ° 
假定 对 称 自 发 破 缺 ,真空 态 为 (0,0,1). 在 真空 态 附 近 的 场 的 位 形 是 (0 lL Q0 一 
Q QOO 0 ,1)， BELa» ,体系 由 两 个 Goldstone 玻 色 子 近似 , 子 格 磁化 
(0°) 7 和 自 旋 波 的 情况 一 样 , 是 红外 发 散 的 5 ,意味 着 对 称 不 会 自发 破 缺 . 


重 正 化 群 方法 的 研究 3 给 出 看 合 常 数 g HREL 的 依赖 是 
d 


2 一 


dink’ 2x’ 
Zi Fe RARR S PER BE B9 38 HK: 
g (L) = NE SONS 
1— En 
2n 


最 初 在 格 点 上 的 耦合 常数 是 t = = OUR CT 3. 12). 在 L 3858 

Ex Qiu ax um 
时 ,g? 达到 OC). 通常 有 这 类 重 正 化 群 行为 的 场 论 会 由 于 红外 涨 落 产生 能 阶 , 质 量 为 
OCs 0. 这 个 结论 对 整数 、 半 整数 自 旋 都 适用 . 一 维 反 铁 磁 链 的 特殊 性 在 于 ,对 半 整 数 自 旋 
有 =x 的 拓扑 项 , 它 的 非 微 拓 效 应 改变 了 Coleman 定理 以 及 重 正 化 群 分 析 的 推论 . Wess- 
Zumino 项 对 于 微 扰 论 没有 贡献 ,而 重 正 化 群 理论 涉及 微 扰 计算 . 


p PHR: [Arey x)= Esing. 

Q 见 式 (7.5.2) 的 讨论 ， 

中 ”此 处 重 正 化 群 相当 于 逐步 对 高 频率 模式 求 积分 以 得 到 低频 的 有 效 理 论 . 在 逐步 积分 过 程 中 耦合 "常数 " 随 之 改 
FAAUE, REAREA A.U. 
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7.4  Lieb-Schultz-Mattis 定理 


一 维 反 铁 磁 链 理论 在 大 极限 下 根据 自 旋 的 奇偶 性 分 别 映射 到 @=0 或 r 的 场 论 .关于 
半 整 数 自 旋 链 性 质 的 线索 来 自 一 个 定理 , 它 首 先 由 Lieb, Schultz 和 Mattis 对 s— 1/2 情况 
证 明 ,此 后 由 Affleck 和 Lieb“ 推广 到 任意 半 整 数 自 旋 . 这 个 定理 称 : 遵守 平移 对 称 性 和 自 
旋 空间 转动 对 称 性 的 半 整 数 自 旋 链 或 者 有 无 能 隙 的 激发 态 , 或 者 有 相反 宇 称 的 简 并 基态 . 

考 上 处 偶数 格 距 组 成 的 长 度 为 L 的 有 限 链 , 满 足 周期 条 件 0. 设 基 态 | 加 (能 量 为 E) W E 
宇 称 和 转动 不 变性 . 构造 一 个 状态 | 办 使 下 式 成 立 : 


(h | H-E |p) = 0 人 (元 )， (7.4.1) 
1) 的 具体 构造 方法 是 
| p | uo (7.4.2) 
U = exp {FG +055]. (7.4. 3) 
j=-l 


ERM j= 一 1 A j=l 的 各 格 点 的 自 旋 沿 z 轴 转 动 : 在 7 一 一 :处 转 0, 在 7 一 一 (十 1 处 转 
es FE j =O 处 转 r,…，, 在 7 一 ! 处 转 2x. 在 7= 士 外 面 的 自 旋 不 作 变 换 .! 的 值 选 为 


~|A 


OCL). Blink 21— 5 — 1 [Pas MURS JE 09 Be He E E. 下 面 要 证 明 两 件 事 : Dg) 


的 能 量 是 很 低 的 , 即 式 (7.4. 1) 中 ,当世 很 大 时 , 它 的 能 量 连 续 逼 近 基 态 . 四 | 内 ?与 | 加 ) 正 交 . 
正 交 之 所 以 必需 ,是 因为 如 果 在 工 一 co 过 程 中 | 由 ?一 | 央 ), 就 什么 也 没有 证 明 . 既然 它们 正 
交 , 就 排除 了 这 种 可 能 性 ,因此 51/2 反 铁 磁 自 旋 链 具有 无 质量 的 激发 态 . 


相 邻 两 个 格 点 上 自 旋 相对 旋转 是 小 的 ,了 1. 由 于 体系 能 量 是 由 最 近邻 自 旋 取向 决定 ， 
这 种 构造 使 得 所 费 能 量 很 小 . 确切 的 是 ， 
U'SISiU- exp(— PT Js: ss: : 


U'S Sta U = exp(i Ẹ JS: Sia; (7.4.4) 


Ss. = SSH. 
因此 
8E= (p | H—E | p) = (X | U'CH — EDU | 4? 


= 1x | (exp(— 1 xj 1)s*S;. 十 (exe (i7 )— 1s: Si | y»? 
5 L (cos 1)». | SfSii 4+ SiSia | do? 


t 
-ži sin 7- 5) (go | SS; — SiSia | go). 
fæ 


Q 对 反 忽 磁 , 只 有 侦 数 格 距 ( 奇 数 格 点 ) 才 能 满足 边界 条 件 ， 
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由 于 |y) 满 足 宇 称 不 变性 ,最 后 一 个 等 式 右 方 第 一 项 两 个 算 符 平均 值 相 等 ,第 二 项 两 个 算 符 
平均 值 相 抵消 . 故 有 
8E = J (cos F—1) Dw | StSa | 4». 


又 因 |y) 满 足 旋转 对 称 性 ,Si Sa FEAR S, + Si. FRR 2/3. A — 180 HA 2072 
对 最 近邻 . 设 一 对 最 近邻 的 耦合 能 为 se s MA 


1 
I>) (yo | StSi | Yo? = Se 2L 2, 
i-—l 
BA 


sE = 2 e, (cos $ ~1)ca+2) = o(4). 


由 于 1 选 定 为 O(L), 故 有 sE-O(z-). 这 就 是 式 (7.4. 1). 


下 面 证 明 | 内 > 与 | 如 > 宇 称 相反 , 故 它们 正 交 . 作 字 称 变换 ,并 作对 自 旋 空间 y 轴 转 x fü 

的 操作 . 它 使 Si 一 一 S:;. 在 此 对 称 操作 下 MERAC. 4. DBA 
U = exp 7248 + 1)(— S5). 
KRAMER j 换 为 一 }, 上 式 右 方 变 为 
exp| 7 216 十 DS; |exp[ 一 Zin 2381 |= exp[ — 2ix >) Si j! 
因为 在 格 点 一 1 到 i 间 共 有 2+1 个 自 旋 , 就 有 
is 5 

一 s. 
结论 是 对 半 整 数 自 旋 (y lp) = 0. 这 个 结论 有 两 种 推论 . 或 者 有 一 个 宇 称 与 基态 相反 的 无 能 
Bii Az ds ,或 者 宇 称 自 发 破 缺 ,有 两 个 宇 称 相反 的 简 并 基态 ,在 基态 上 面 的 激发 是 有 能 院 的 ， 
两 种 可 能 性 在 不 同 的 模型 中 都 有 实现 1. I. Affleck 把 上 述 的 论证 称 为 “物理 学 家 的 证 明 ”， 
很 难 把 论证 做 到 很 严格 . 我 们 得 到 的 图 画 是 : 一 维 反 铁 磁 链 因为 量子 涨 落 的 红外 发 散 而 不 
发 生 对 称 自发 破 缺 . 对 于 整数 自 旋 ,基态 是 唯一 的 ,激发 是 有 能 院 的 . 对 半 整 数 自 旋 ,或 者 基 
态 是 简 并 的 ,激发 有 能 隙 ,或 者 由 于 拓扑 项 的 非 微 扰 效 应 使 能 隙 为 零 . 

实验 结果 表明 , 准 一 维 自 旋 为 1 的 反 铁 磁 链 CsNiCl WAA TARR, HEA 1/2 的 反 
铁 磁 链 CuCl, * 2ENC HO RARER. 

Coleman ££ X8 X zz — AE pz RE BE HI £T ^| a PLR A AY Fc TBR. Affleck 和 Lieb 对 
Lieb-Schultz-Mattis 定理 的 推广 表明 , 半 整 数 自 旋 一 维 反 铁 磁 链 确 实 逃 避 了 Coleman 定理 
的 判断 ,出 现 无 质量 激发 . 而 整数 自 旋 Lieb-Schultz-Mattis 定理 论据 不 成 立 , 因 此 应 满足 
Coleman 定理 的 判断 . 二 者 的 差别 是 拓扑 的 原因 . 

本 节 内 容 推 导 源 于 文献 [3]. 


7.5 拓扑 项 的 意义 


在 欧 氏 空间 令 zx; 一 izxo Cr, 是 时 间 坐 标 ),Lagrange 量 密度 是 


fk = gig, AY" + x BY") +i gres C X 2,0). (7.5.1) 
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A (z) 是 从 二 维 欧 氏 空间 一 点 到 内 部 空间 单位 二 维 球面 S. 上 一 点 的 映射 . 要 求 作用 量 有 
Rp , Bp 


CEZA, (Cz)] = 有 限 ， 


这 个 条 件 要 求 在 欧 氏 平面 无 穷 远 处 有 
jim 0 (r) = fk: 
其 中 0。 为 常数 . 这 个 要 求 所 以 必要 ,是 因为 不 为 0 的 微 商 O 
项 在 无 限 大 的 空间 中 积分 不 能 保证 有 限 作 用 量 . 在 无 穷 
远 处 的 场 完全 相同 使 得 空间 得 以 紧 致 化 .考虑 二 维 无 限 
大 平面 E ,球面 S. 与 它 相 切 ( 见 图 7. 3). 在 法 线 的 远 端 O 
画 一 直线 与 S, 和 E: AWF PAP E, 上 的 点 PR 
影 到 S; 上 的 点 Fe 平面 E, 上 任 一 点 都 在 S; Eb8—^8R 
影 点 ,它们 是 一 一 对 应 的 . 但 E, 上 无 穷 远 处 所 有 的 点 都 
投影 到 S, 上 的 一 点 O, 此 属 例 外 . 因此 ,如 果 在 无 穷 远 处 
各 点 能 够 被 等 同 起 来 (在 那里 场 量 都 是 相同 的 ),Es 即 可 以 被 紧 致 化 为 5S. 

再 考虑 DO 的 空间 .0 是 具有 一 - 定 方向 (9,$) 的 单位 矢量 , 它 的 代表 点 也 是 在 S: E. 一 个 
具有 有 限 作 用 量 的 场 的 位 形 Q (x) 是 一 个 光滑 的 (可 微 的 ) 从 欧 氏 时 空 S; 到 序 参 量 流 形 的 
S, 的 映射 .图 7.4 画 出 一 个 自 旋 位 形 及 它 到 紧 致 化 S, 上 的 投影 ,图 7.5 通 出 映射 .定义 欧 
E Zs [8] FL IE [JE (x) HY Pontryagin 指标 (或 称 环绕 数 ,winding number), 


Gi t faret 0 - (2,0 X 2,0 D. (7.5.2) 


图 7.3 无 限 大 平面 E: 的 紧 致 化 


ZE A 
VAVA 


MDAA A 
(a) (b) 
图 7.4 欧 氏 时 空 有 限 作 用 量 的 自 旋 位 形 (a) 及 其 在 紧 致 化 空间 S; 上 的 投影 (b) 


N(x) 


图 7.5 映射 S, 一 ~~S， 
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它 表 示 当 欧 氏 时 空 代表 点 遍及 S. 后 ,Q 在 序 参 量 流 形 S: 上 缠绕 的 次 数 @. 考虑 瞬 子 所 代表 
的 位 形 Q (x) , 设 在 无 穷 远 处 场 指向 S; 的 北极 DO, (图 7.6) ,而 在 原点 处 指向 南极 一 人 2. 将 这 
个 位 形 映射 到 场 的 流 形 空间 S; ,就 成 了 磁 单 极 场 的 样子 (图 7.7). 可 以 看 到 有 瞬 子 的 Q=1, ifj 
反 瞬 子 的 0 位 形 空间 中 “磁力 线 ? 却 向 内 ,Q= 一 1. 位 形 Q (x) 可 以 用 其 环绕 数 分 类 , 即 映 射 


Q(x) 


S, —*S, 分 属 拓扑 性 质 不同 的 同 伦 类 (homotopy class) ,其 表征 是 环绕 数 Q. 


De UN 
| Mae ae orm jg 
des BS UD" 
CET u^ NR 


— 
-- 
c — — — — — — A 


Kl 7.6 RAMS PRT ie 图 7.7 在 0 流 形 空间 其 拓扑 与 
磁 单 极 相同 


回 到 Lagrangian 量 密度 (7. 5. 1) 式 . 拓扑 项 对 作用 量 的 贡献 是 相 角 ,对 路 径 积分 的 贡献 
则 是 相 因 子 
En = = (La, 
因此 ,车 :是 整数 ,这 个 因子 是 1. 对 半 整 数 ,每 个 拓扑 类 贡献 的 符号 取决 于 环绕 数 Q. Q 为 
奇 ,因子 为 负 ; Q 为 偶 , 因 子 为 正 . 它 的 物理 就 与 整数 自 旋 完 全 不 同 了 . 这 就 是 Haldane 猜想 
的 拓扑 根源 .I. Affleck! 讨论 了 一 个 质量 产生 机 制 , 它 对 O=0 成 立 ,而 对 OS x 不成立 . 


本 节 内 容 请 参阅 文献 [12]pp. 105—109. 
7.6 JE Abel 规范 场 的 @ 真空 


7.6.1 非 Abel 规 范 场 


杨振宁 和 R. L. Mills 在 1954 年 提出 了 非 Abel 规范 场 理论 中 .在 电磁 场 理论 中 , 定 域 
规范 不 变性 的 要 求 完 全 确定 了 带电 Fermi 子 和 电磁 场 的 相互 作用 . 他 们 将 这 个 范例 推广 到 
SU(2) 场 . 规范 势 A7 (xz) 具有 内 部 自由 度 a 二 1,2,3, 它 们 分 别 对 应 SU(2) 群 的 三 个 生成 元 
rr/2, 此 处 c 是 Pauli 矩阵. 和 这 个 规范 场 相 互 作用 的 Fermi 子 场 是 二 分 量 的 Dirac HER, 
Fermi 子 场 的 自由 Lagrange 量 密度 是 

Ly = px) G3, — mya), (7. 6. 1) 


Q $r: 代表 在 欧 氏 空间 S; 上 的 坐标 ,例如 ri — cosh. r= g. S; 的 面积 元 是 dzidzs ,在 此 面积 元 内 ,各 点 通过 映 
射 Q Cxri ,zs) 到 人 0 流 形 上 的 S: 占有 的 面积 是 dridzrz A * A, X2: DO HFA —1.2: 8 2: O ,都 和 球面 相 切 ), 当 (zi， 
oy) TK GT fa) CL 4x) 时 ,0 在 流 形 S; 上 扫 过 的 面积 是 


[indr a axo a) = [exe B+ (90 X90) 


而 缠绕 次 数 是 . Tide (240 Xa0 ). 
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它 对 整体 SU(2) 变 换 
plr) > JG 一 exp(— i gr) (7. 6. 2) 


是 不 变 的 ,此 处 人 F(a 二 1,2,3) 是 变换 参数 ,它们 与 时 空 坐 标 无 关 ( 故 称 整 体 变 换 ). 但 若 要 求 
理论 对 定 域 SUCZ) AE CO 是 时 空 坐标 的 函数 (xz)) 也 具有 不 变性 时 ,就 必须 引入 SU(2) 
规范 场 Az (zx), 它 和 vy 的 相互 作用 形式 完全 由 定 域 规范 不 变性 质 所 确定 : 


jo [ir (2, — ig “E )— m ly, (7.6.3) 
此 处 g 是 耦合 常数 , 在 定 域 规范 变换 
U(x) = exp(- i BEA) (7. 6.4) 
GO 5 As(Cz) 同 时 变换 , 即 
p(x) + 9G) = Ugla), (7. 6.5) 
At(x)-- A“ (xr) = Az) He~ GAS (x) 一 IM. (7.6.6) 
规范 场 强 Fi, 和 规范 势 AL 的 关系 是 
Fe, = 9,A% — 8,À; + ge' AA. (7. 6. 7) 
在 电磁 理论 (Abel 规范 场 ) 中 下 ,在 规范 变换 中 保持 不 变 , 但 在 非 Abel MYA FY, MERE 
EE eer, (7. 6. 8) 


3X C7. 6. 60 3€ Hj] ,在 规范 变换 中 除 和 电磁 理论 中 类 似 的 3.0* 项 外 ,还 因为 AZ 是 SU(2) 空 间 
的 矢量 ,而 式 (7. 6. 4) 变 换 是 这 个 空间 的 旋转 变换 ,因此 前 二 项 正 是 这 个 旋转 的 效果 ,. 同样 
Fs 也 是 这 个 空间 的 矢量 , 故 在 式 (7.6.8) 变 换 中 也 体现 了 旋转 的 效果 ., 式 (7. 6.7) 中 最 后 一 
项 的 列 人 是 关键 性 的 ,有 了 它 才 最 后 完成 了 理论 的 框架 ,高度 的 对 称 要 求 (9 是 ac I EE PRO 
导致 了 完全 确定 的 相互 作用 . 这 是 理论 极 富 吸 引力 的 特点 .从 弱电 统一 开始 的 标准 模型 就 是 以 
非 Abel 规范 场 作 其 基础 的 . 杨 -Mills 场 的 提出 是 近代 物理 学 中 影响 深远 的 葛 基 工作 . 
SU(2) 规 范 场 At 和 SU(2) 二 重 态 Fermi 子 场 的 定 域 规范 不 变 Lagrange 量 密度 是 


1 E tA 
g= LFLFe + pir (a, —ig *) m o. (7. 6.9) 
为 了 避免 重复 书写 指标 ,可 以 定义 
AG) m Aa) E, FG) = Fa (2) T. (7. 6. 10) 


现在 A, (xc) Fn (x) MBE 2X2 矩阵 . 式 (7. 6.6)、 式 (7.6.8) 可 以 写作 
Ate Alta) = UA +4273, 
g (7. 6. 11) 
F,G) > F,, (x) = UF,,U". 
7.6.2 规范 变换 的 等 价 类 
在 经 典 理论 中 ,F,, —0 就 是 真空 .但 相应 的 A, 却 不 必须 为 0, 因 为 
A, = UU (7. 6. 12) 


就 是 从 A, =0 经 规范 变换 得 来 的 .U 中 的 "(zx) 是 任意 的 , 它 同 样 描述 Fa = 二 0 的 状态 . 规范 
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势 式 (7. 6. 12) 称 为 “ 纯 规 范 ”(pure gauge). 
由 于 规范 变换 有 很 大 的 自由 ,在 讨论 具体 问题 时 往往 加 一 些 限制 . 确定 规范 势 的 时 空 0 
分 量 为 0 的 称 为 时 间 规 范 (temporal gauge) : 
A(x) = 0. (7. 6.13) 
XIX CT. 6. 13) 仍 能 进行 规范 变换 ,只 要 U 和 时 间 无 关 就 能 保证 变换 后 的 规范 势 仍 属 时 间 规 范 : 


Al = UA,U^ + UU = 0, 
AA. = 二 0, 故 第 一 个 等 号 右 侧 第 一 项 为 0; 又 因 TU 不 含 时 间 , 故 第 二 项 也 为 0. 在 时 间 规 范 内 
的 纯 规 范 势 有 空间 分 量 : 
Atay = UU (7.6.14) 


H FU 与 时 间 无 关 , 故 A; 只 和 空间 坐标 有 关 . 
考虑 SU(2) 规 范 场 ,SU(2) 群 元 素 是 


U = e, (7. 6. 15) 
Heeb & =O n* (a=1,2,3) ,hh 是 单位 矢量 .U 又 可 以 写作 
U-—b-rib*r, 
此 处 
by = cose b= fisin-Z.. (7. 6, 16) 
一 个 群 元 素 可 以 用 4 个 参数 (5b。,b) 代 表 , 它 们 之 间 有 一 个 关系 
bó +b? =l. (7. 6. 17) 


因此 ,SU(2) 的 流 形 空间 是 在 四 维 欧 氏 空间 的 单位 球面 Sa. 与 时 间 无 关 的 SU(2) 规 范 变换 
的 一 例 是 


x —2A ..2Àv*x 
UD = E IE! A20, (7.6.18) 
显然 
Use) =e GEG. CS $2336 (7. 6. 19) 
也 都 是 规范 变换 . 用 它 仿 式 (7. 6. 14) 构 造成 的 纯 规 范 势 
A® (x) = LU, G)2,0, GO (7. 6. 20) 
具有 有 趣 的 拓扑 性 质 . 定义 环绕 数 
T 2£- | dztrew AS (x) A? GO AP? (x), (7. 6. 21) 
24m 


A, (x) iE 2X 2 8B Pe tr 是 对 矩阵 求 迹 ,可 以 证 明 关 是 整数 . 如 果 三 维 空间 可 以 紧 致 化 为 四 
维 空间 的 三 维 球面 S.D ,规范 变换 式 (7. 6. 19) 就 是 从 空间 S. 上 一 点 到 SU(2) 流 形 的 S, 上 
一 点 的 映射 ,n 就 是 上 映射 缠绕 的 次 数 . 规范 变换 U, 及 其 相应 的 纯 规范 势 AP 都 是 分 为 等 价 
类 的 ,每 一 类 都 用 拓扑 指标 n 所 表征 . 从 A.(x) 通 过 变换 U, ,就 变 成 ALGO: 


D 因此 要 求 lim AíCx) —0. 
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At. (x)= OE =U IY 
s (7. 6. 22) 
一 QUU + AE. 
Alyn RRA n 类 真空 态 , 上 式 可 以 形式 上 写 为 
U, | n>) =| n+1). (7. 6. 23) 
以 上 的 讨论 基于 文献 [16 ]. 


7.6.3 日 真空 


真实 的 物理 真空 是 属 哪 一 类 的 呢 ? 真空 必须 是 规范 不 变 的 ,因此 必须 将 各 类 真空 全 加 
起 来 : 


(o= ie | n. (7. 6. 24) 


neo 


在 U 变换 下 ， 


Ui |@) = Se" | n+1) =e” |0), (7. 6. 25) 


we —oc 


它 是 规范 不 变 的 ,因为 一 个 相 因 子 不 改变 状态 18) 在 (U,)" 变换 下 也 是 不 变 的 ,|@8) 被 称 为 O 

真空 .为 了 了 解 日 的 意义 ,构成 一 个 规范 不 变 的 算 符 编 时 乘积 T(O,…0O,) ,计算 它 在 两 个 不 

同 值 的 日 真空 间 的 矩阵 元 ,结果 "中 这 个 矩阵 元 和 548 一 8B') 成 正比 . 即 在 两 个 以 不 同 O 值 作 

为 真空 的 “世界 ” 间 没 有 任何 物理 的 交流 . 在 场 论 路 径 积 分 形式 中 ,最 核心 的 是 计算 “有 外 源 

J" WAS - XCUS EK XE DR UR D , AM 三 一 的 真空 到 t= o0 B CZ HRA 
(8| 8) — S e"9e*9(m | n! 


= Se Si (ny | 2», 

此 处 用 m=n-+y ETEK. MP (ntl) EÈ t— —o938ZE3X n HAS 8I t= + CMBR nt 
真空 的 牙 迁 . MAE Abel 规范 场 的 瞬 子 解 看 ,正好 是 它们 把 不 同 环绕 数 的 真空 联系 在 一 起 的 . 
第 5 章 讨论 的 扭 折 解 ,是 从 在 c— — oo 8 S GE [UL RE E E99 SS r 一 十 ce 的 另 一 个 稳定 位 置 2， 
不 同 环绕 数 的 真空 ,拓扑 性 质 不 同 , 就 像 它 们 之 间 有 势 刍 一 样 , 靠 瞬 子 解 实现 隧 穿 . 从 t= — 0o 
8916» a :一 十 oe 的 19), 它 们 的 组 成 部 分 (不 同 环绕 数 的 真空 ), 就 是 借 瞬 子 解 实现 的 如 
式 (7.6.26) 所 示 的 跃迁 ,而 这 个 跃迁 振幅 正 包 括 了 体系 的 全 部 物理 . 体系 的 具体 性 质 是 通过 
路 径 积分 的 “被 积 函 数 "e “或 e 持 反 映 的 .但 这 里 的 ee 因子 等 于 在 作用 量 S 上 加 了 一 项 . 
具体 分 析 如 下 . 

回顾 一 维 铁 磁 链 Lagrange 量 密 度 中 的 拓扑 项 式 (7. 3. 19), 它 和 一 个 流 K^. 的 散 度 相 联 


A. 根据 Bardeen 恒等式 "9 ,规范 场 强 的 对 侦 F。, — re Ft APS 的 标量 积 一 定 是 一 个 流 
的 四 维 散 度 ， 


(7. 6. 26) 


Q 外 源 了 的 存在 是 技术 性 的 ,是 为 了 将 来 对 它 取 徽 商 得 到 Green RK. 
 Q (5:53 5.25. 
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Fr Fs, = Seam FoFY = PK, (7. 6, 27) 
而 对 SUC2), 
K, = epA: |F? = Few AGA? |, (7. 6. 28) 


此 处 a,b,c 是 SU(2) 指 标 1,2,3; papiy 是 时 空 指标 . 将 式 (7.6. 27) 作 四 维 体 积 积分 并 用 
Gauss 定理 ,有 

[ere Fy = , = |dzaK， = | dK, (7.6. 29) 
包围 四 维 空间 的 可 以 看 做 是 三 维 柱 面 ,两 端 是 = E oo AY = HES [8] ,而 柱 面 都 是 在 空间 无 穷 
远 处 . 在 无 穷 远 处 是 真空 ,F8 = 二 0, 而 在 时 间 规 范 中 AZ — 0. 因此 在 无 穷 远 处 式 (7. 6. 28) 的 
K, 只 有 0 分 量 不 为 0: 


Ky =— Éeue s ALAÍA! = Sigew trA'AIA". (7. 6. 30) 


TE TAA) XX C7. 6. 29) 中 , 柱 面 上 积分 为 0, 因 为 K, 没有 空间 分 量 , 只 有 在 t= LOMA 
为 0, 故 有 


Jatzpe F, [ez | ix 
和 和 式 (7.6.21) 定 义 的 n 比较 ,并 用 式 (7. 6. 30), 有 
2 ~ 
E [arare F = n(+00) — n(— œ) = y, (7. 6. 31) 


因此 式 (7.6. 26) PH) ee 因子 ,就 相当 于 在 路 径 积 分 的 e^ 因子 的 作用 量 S. 中 贡献 一 项 

g’ E E 

Ss, = o£ fa aF” Fn 

或 对 Lagrange 密度 贡献 一 项 

4 — 0 Fr F, (7. 6. 32) 
前 面 已 经 指出 , 它 和 3*K, 四 维 散 度 成 正比 ,因此 对 运动 方程 没有 贡献 ,也 没有 微 扰 效应 . 在 
粒子 物理 中 , 强 相 互 作用 理论 量子 色 动 力学 是 用 SU(3) 规 范 场 构成 的 , 它 的 真空 也 具有 一 
个 日 值 . 这 一 项 的 存在 赋 破 坏 P( 宇 称 )、T( 时 间 反 演 ) 又 破坏 CP(C EAT- Bobo T SERS) ,这 
称 为 强 CP 破坏 问题 .但 在 强 相 互 作用 中 CP 守恒 的 检验 是 极为 精确 的 ,因此 全 的 上 限 应 是 
th) AY. 能 否 在 理论 上 得 到 O=0 呢 ? 有 一 些 尝 试 ,但 还 没有 满意 的 解决 . 

7.6.3 节 内 容 请 参阅 文献 [16]. 


7.7 拓扑 项 与 反常 


在 量子 电动 力学 中 ,电子 质量 建立 了 理论 的 尺度 ,一 二 定义 长 度 的 尺度 ,二 -定义 时 间 的 
尺度 ,mc 和 mc 建立 了 动量 和 能 量 的 尺度 . XETUETMALDAK OCTO ACTOR ER 


加 ”夸克 质量 只 是 在 弱电 作用 中 对 称 身 发 破 缺 的 结果 ,在 强 作 用 的 量子 色 动 力学 中 ,夸克 是 无 质量 的 . 
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而 在 Lagrange 量 密度 中 ,也 没有 任何 有 量 纲 的 参数 . 这 样 的 理论 称 为 尺度 不 变 (scale 
invariant) 理 论 . 但 在 计算 量子 修正 时 需要 进行 重 正 化. 重 正 化 理论 引入 了 一 个 质量 ( 记 为 
MD ,尽管 在 理论 中 开始 时 并 没有 质量 或 其 他 有 量 纲 的 量 . 这 是 可 重 正 化 理论 的 一 个 特点 . M 
的 值 并 不 能 由 理论 给 出 ,例如 ,在 QCD 中 夸克 和 胶 子 相互 作用 的 耦合 常数 由 下 式 给 出 : 


We (7.7.1 
= (11 —£n,)in € 
a, 和 QED( 量 子 电 动力 学 ) 中 的 精细 结构 常数 a 相当 ,Q: 是 物理 过 程 中 四 维 动量 传输 的 平 
Jin 是 参与 过 程 的 夸克 味 数 . 式 中 没有 任意 参数 ,4A 就 等 效 于 重 正 化 条 件 引 入 的 参数 . 它 的 
值 必 须 由 实验 确定 ,结果 是 150 一 200MeV. 在 此 ,经 典 Lagrange 若是 尺度 不 变 的 ,只 是 计算 
量子 修正 时 通过 重 正 化 引入 了 质量 尺度 ,从 而 破坏 了 尺度 不 变性 . 这 种 现象 称 为 量 纲 奸 变 
(dimensional transmutation). 经 典 对 称 性 被 量子 处 理 ( 通 过 路 径 积分 或 场 论 微 扰 论 ) 所 破 
坏 ,对 称 性 就 被 称 为 是 反常 的 (anomalous). 
反常 的 存在 有 重要 的 物理 后 果 . 上 面 的 例子 给 出 的 是 “ 跑 动 的 耦合 常数 ”(the running 
coupling constant), 即 耦合 常数 实际 上 与 物理 过 程 的 Q: 尺度 有 关 . QCD 的 跑 动 耦合 常数 在 
Q 足够 大 时 会 变 得 较 小 ,这 称 为 “ 渐 近 自由 ”(asymptotic freedom). 因此 对 高 能 大 动量 传输 
过 程 可 以 使 用 微 扰 论 ,“ 微 扰 量 子 色 动力 学 ”已 得 到 有 力 的 实验 支持 . 另 一 个 例子 是 手 征 反 
常 , 它 导致 Wésie£unind 项 . 考虑 Dirac Fermi 子 与 电磁 场 相 互 作用 ,Lagrange 量 密度 是 
L= yy G, iA,) + im) gd. (7.7. 2) 
它 对 整体 相 变 换 (4 为 常数 ) 
yy = ey (7.7.3) 
是 不 变 的 . 在 场 论 中 ,一 个 对 称 性 相应 于 一 个 守恒 流 , 称 为 Noether 流 . 对 应 式 (7.7. 3) ER 
的 守恒 流 正 是 Fermi 子 流 


J, = iy,» (7.7.4) 
它 满足 
9], — 0. (2.3, 5) 
守恒 条 件 式 (7.7. 5) 是 一 个 连续 方程 ， 
2J.—V*J —0. (7.7.6) 
对 空间 积分 并 用 Gauss 定理 以 及 场 在 无 穷 远 处 为 0, 就 得 到 
ARET =i, (2.92.2) 
这 就 是 粒子 数 ( 电 荷 ) 守 恒 . 再 考虑 整体 手 征 变换 
pry = ey, (7. 7. 8) 
其 中 v 是 常数 (相当 于 式 (7.7.3) 中 的 1) ,ys 是 Dirac BB , ys =i y Y* Y . FAD BY it 
Ji = iy,Ys (7.7. 9) 
满足 
axJi5 一 一 2mjysq» (7. 7. 10) 


wh A m=ORR EF JS F EFEM, LAM TF BE AE RIPE. 以 上 的 对 称 性 是 经 典 
aues 量 ( 尚 未 对 y 进行 二 次 量子 化 ) 的 性 质 . Adler, Bell, Jackiw"'?""*) 用 微 扰 论 证 明 , 如 
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果 考 虑 了 二 次 量子 化 的 量子 效应 , 则 有 

9^], —0, 

9], —— Imjy p+ Fa F^. C7. 7. Ta} 
即使 在 m — O0 极限 下 , 手 征 相 变换 的 经 典 对 称 性 也 被 量子 效应 所 破坏 . BE II CK. 
Fujikawa)0”" 中 指出 ,路 径 积分 的 测度 在 手 征 相 变换 下 的 Jacobi 行列 式 与 电磁 势 A, 有关， 
不 是 规范 不 变 的 . 他 不 用 微 扰 论 而 直接 导出 了 反常 关系 式 (7.7.11). 将 以 上 QED 的 反常 推 
广 到 QCD: y 是 3 分 量 的 Dirac 自 旋 量 J^ (a—1,2,3) ,规范 势 和 规范 场 强 都 是 3X3 和 矩阵 
CA,0$ (CFn) .这 时 反常 关系 是 


à I5 = igy Ysg = gau. Fe, (7, 7.12) 
将 第 二 等 号 右 方 移 至 第 一 等 号 左 方 并 改写 ,得 
a (J1— da w, )- o. (7. 7.13) 


此 处 
W, = eartr (A9°A' + irasa"), (7. 7. 14) 
形式 上 这 可 以 定义 相应 的 守恒 荷 
ko ce ui: 
gi = [a 2(Ji iW. ). (7. 7.15) 
但 实际 上 QE 不 是 规范 不 变 的 ,因此 物理 上 不 存在 这 样 的 守恒 量 . 在 规范 变换 下 
A, ~ Al =— iU23,U'! --UA,U' (7. 7. 16) 
手 征 荷 的 变化 是 


AQ; —— pal Pen | 3t U2,U Y ULU (U2,U') 
4x 3 C7, T. 17) 


+ i2,tr(U' 3,UA,) ]. 

FHM b 85 — 3 S HAE WW Gauss 定理 转 为 在 无 穷 远 处 的 表面 积分 ,因而 对 AQ: 
没有 贡献 . 第 一 项 和 规范 势 无 关 , 而 它 正 是 Pontryagin 指数 或 环绕 数 式 (7. 6. 20) ,3X(CT. 6. 21). 
因此 荷 Qi 在 环绕 数 n=0 的 规范 变换 下 是 不 变 的 ,但 在 拓扑 非 平凡 (环绕 数 不 为 0) 的 规范 
变换 下 要 变 一 个 整数 2n. 

以 上 讨论 的 是 整体 对 称 性 的 反常 ,反常 的 存在 有 物理 后 果 . 例如 ,Abel 手 征 反常 正好 给 
出 n° > 2y 的 衰变 率 . 从 式 (7.7. 11) 可 见 , 反 常 项 正好 使 两 个 光子 (等 效 0 Alo") 耦合 起 
来 . Fermi 子 是 带电 的 夸克 . 理论 的 结果 可 以 直接 和 实验 比较 . HERE DUE TE AC SER 
Bk Cu d) ,还 要 计 人 夸克 不 同 的 色 CN.=3). 这 时 理论 和 实验 就 符合 很 好 ,这 对 和 夸克 的 色 自 由 
度 是 很 好 的 支持 .反常 尺度 对 称 性 导致 跑 动 耦合 常数 ,前 面 已 讨论 过 . | 

局 域 对 称 性 的 反常 ,例如 局 域 手 征 反常 的 存在 ,对 理论 会 带 来 危险 . 因为 它 破坏 局 域 规 
范 不 变性 ,使 理论 丧失 可 重 正 化 性 ,从 而 不 能 成 为 自 洽 的 理论 . 在 此 情况 下 ,就 必须 研究 反常 
抵消 的 可 能 性 . 这 对 于 选 什么 样 的 对 称 群 和 理论 中 Fermi 子 有 多 少 类 都 会 带 来 限制 . 这 样 ， 
反常 从 对 理论 造成 危险 变 为 建立 理论 的 一 个 积极 因素 : 不 是 任何 一 个 群 都 可 以 用 来 建立 物 
理 的 理论 ,往往 选择 是 有 限 的 . 这 在 大 统一 和 超 弦 理论 的 研究 中 都 有 应 用 . 
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2585 
腔 量 子 电 动力 学 ,van der Waals HAI Casimir 效应 


ied Fu a JUS CREE QED) 是 量子 光学 的 一 个 领域 , 它 研 究 单个 原子 和 一 些 光 
子 在 电磁 谐振 腔 中 的 相互 作用 . 近 十 几 年 来 在 原子 和 场 两 方面 都 观察 到 鼎新 的 性 质 . 在 原子 
周围 的 谐振 腔 能 改变 (抑制 或 增强 ) 原 子 的 自发 辐射 率 和 腔 的 耦合 能 移动 原子 能 级 . 与 此 相 
对 应 的 是 : 腔 中 电磁 场 ( 光 子 ) 也 由 于 和 原子 的 耦合 呈现 出 非 经 典 的 性 质 . 由 于 高 品质 因数 
腔 和 原子 束 技 术 的 发 展 ,使 得 腔 中 光子 数 的 量子 非 破 坏 性 测量 成 为 可 能 . 在 高 Q( 品 质 因 数 ) 
腔 内 能 够 产生 介 观 的 场 的 相干 (Schr6dinger 猫 ). 8. 1 一 8.6 节 讨 论 腔 量子 电动 力学 一 些 最 
基础 的 内 容 . 

因果 性 原理 在 物理 学 问题 中 都 有 体现 . 例如 介质 中 电场 E(t) 随 时 间 变 化 , 则 电位 移 矢 
量 D(z) 只 能 和 tz 时间 以 前 的 E 有 关 , 又 如 在 人 射 波 到 达 散 射 中 心 之 前 不 能 有 散射 波 存 在 
等 ,这 些 要 求 都 在 理论 中 有 所 反映 .例如 以 D(w) 及 E(w) 代表 DD 及 E 矢量 的 Fourier 分 量 ， 
则 它们 之 间 的 关系 是 D(w) 二 elw)E(w),e 为 介 电 常数 .上述 因果 关系 将 反映 在 称 为 广义 极 
化 率 alw) = 二 e(w) 一 1 的 解析 性 质 中 ,此 处 alw) ERRER w 的 函数 . 反映 解析 性 质 的 关系 称 
为 色散 关系 ,是 Kramers 和 Krónig 在 1927 年 研究 光 的 色散 因果 原理 时 得 到 的 .广义 极 化 率 
a(w) 是 表征 体系 对 外 来 扰动 响应 的 性 质 ,对 它 的 研究 导致 对 物理 体系 有 广泛 应 用 的 涨 落 - 
耗 散 定理 . 上述 内 容 在 8. 7 节 中 讨论 . 

中 性 原子 间 的 作用 力 称 van der Waals 力 . 原子 的 电 偶 极 矩 平均 值 为 0, 这 是 因为 原子 
的 定 态 具 有 确定 的 宇 称 . 但 由 于 涨 落 原 子 可 以 有 偏离 平均 值 的 自发 偶 极 矩 ,而 这 个 偶 极 矩 在 
另 一 原子 处 产生 的 电场 使 原子 极 化 ,产生 电 偶 极 矩 . 这 种 偶 极 - 偶 极 相互 作用 便 是 van der 
Waals 力 的 来 源 . 涨 落 - 耗 散 定 理 便 在 研究 电磁 场 涨 落 中 得 到 了 应 用 .研究 的 结果 是 ,这 种 力 
的 势能 在 原子 间距 R 不 太 大 时 和 R" 成 反比 ,而 当 R 大 时 需 考 虑 推迟 相互 作用 ,此 时 势能 和 
R 成 反比 . 这 种 比例 规律 和 原子 结构 无 关 ,Casimir 一 直 在 思索 规律 普遍 性 的 根源 ,在 他 向 
N. Bohr 请 教 时 Bohr 提 到 可 能 和 零点 能 有 关 . 这 里 Bohr 指 的 是 电磁 场 真 空 涨 落 的 能 量 ， 
Casimir 用 这 个 概念 果然 导出 了 R HWE. 被 这 个 结果 所 鼓舞 Casimir 进而 研究 了 两 个 不 带 
电 金 属 平板 平行 放置 时 板 间 的 作用 力 , 力 的 来 源 是 因 板 间 的 电磁 场 的 零点 振 落 和 开放 空间 
的 不 同 ,这 称 为 Casimir 效应 . 零点 振荡 在 解释 Lamb 能 移 方面 起 了 重要 作用 . 对 Casimir 效 
应 ,Lamb 能 移 和 van der Waals 力 的 诠释 问题 , 即 是 否 一 定 要 涉及 零点 振荡 ,也 是 一 个 很 有 
兴趣 的 问题 . 8. 8 一 8. 13 节 讨 论 这 些 问题 . 
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8.1 辐射 场 与 原子 相互 作用 


关于 辐射 场 与 原子 相互 作用 ;在 量子 力学 教科 书 中 都 有 系统 叙述 . 对 辐射 场 的 状态 ,多 
用 平面 波 本 征 态 展开 . 在 腔 量 子 电 动力 学 中 ,电磁 场 局 限于 一 定 边 界 条 件 , 因 此 需 作 一 定 修 
Bic. 此 处 仅 对 理论 的 主要 步骤 予以 介绍 ,以 期 在 过 渡 到 腔 量子 电动 力学 时 便于 比较 2. 中 间 


详细 推导 均 从 略 . 
8.1.1 原子 中 电子 场 的 量子 化 
原子 中 电子 的 正 交 归 一 本 征 态 y, Æ Schrödinger 方程 的 解 ,相应 本 征 值 为 E, : 


hi’ 
Hp tr) = (~ V: 十 eV )o, C) = Ey, (r). (8. 
在 二 次 量子 化 理论 中 电子 场 算 符 yy 用 y; 展开 ,系数 是 7 态 电子 的 消灭 算 符 : 
gr) = eis (CD. (8. 
È AY Jg; 985 SE He Te 
jou = 3275 (r), (8. 
此 处 ct 是 j 态 电 子 的 产生 算 符 .电子 场 的 Hamilton 量 算 符 是 
H, = [i cos gear. (8. 
将 式 (8. 1. 22 3X C8. 1. DRAHA y, 的 正 交 归 一 性 质 , 得 
Hy = Ej; (8. 
Bl cic BUF] 态 上 的 电子 数 算 符 . 电子 场 的 真空 态 10) 定 义 为 
c; |0) = 0. | (8. 
在 1 态 上 有 一 个 电子 的 状态 是 c110). Fermi 子 算 符 csd 满足 反对 易 关 系 
(cisci) = cic! + cje; = Qi s 
(8. 
lcisc;] = (cisci) = D. 
它们 导致 场 算 符 间 的 反对 易 关 系 
(9C. y = lrer), m 


(X) Xr) = 0. 
8.1.2 辐射 场 的 量子 化 


l. 


L 


X. 


ls 


E 


1. 


Ed 


1) 


2) 


3) 


. 4) 


5) 


6) 


7) 


8) 


辐射 场 一 一 真空 中 的 电磁 场 一 一 可 以 用 矢量 势 A(r,t) 描 述 . 采用 Coulomb 规范 ,辐射 


场 的 标量 势 设 定 为 0%. 因此 场 强 是 


中 ”可 参阅 Merzbacher E. Quantum Mechanics[ M]. 2nd ed, New York: John Wiley &. Sons, 1970,22 9€ LJ e XAR 


[1]. [2]. 


四 ”原子 中 电子 感受 到 的 静电 场 用 V(r) 描 述 , 它 是 “外 场 ", 与 辐射 场 无 关 .V 是 不 量子 化 的 ,而 4 是 量子 化 的 见 


X63, 1. 1D. 
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B = Vx A; 
"er (8.1.9) 
c at 
Lorentz 条 件 在 无 标量 势 情况 就 是 
V: A — 0. (8. 1. 10) 
量子 化 的 辐射 场 矢 量 势 是 
A(r,t) = 25 (EEE) "rou ene +ajus (Cr)e^' ], | CE. 1. 113 
此 处 a, ai 分 别 是 天 态 光 子 的 消灭 .产生 算 符 .由 Cr) 是 复数 矢量 模式 函数 , 它 满 足 
(v+ * Ju, Cr) = Q0, (8. 1. 12) 
并 满足 横 波 条 件 
V» u, Cr) = 0. (8. 1. 13) 


式 (8. 1.11) rp BE JC rp 8 I — 4E ESL TP EH, f asa! 成 为 无 量 纲 的 ,并 将 导致 辐射 场 光子 
图 景 的 式 (8. 1. 200 ,ui (7r) 组 成 正 交 归 一 完备 集 ， 


Ju; TOT NIS ET By: (8. 1. 14) 
模式 函数 满足 物理 系统 的 边界 条 件 . 对 边 长 为 工 的 正方 体 , 平 面 波 模式 函数 是 
ur) = DV eO etr, (8, 1. 15) 


Rope Rue dA 1.2 是 极 化 指标 ,2 eo 与 波 矢 大 互相 垂直 ,这 是 横 波 条 件 
式 (8. 1.13) 所 要 求 的 ,并 有 E^ — ui / c^ . 边界 条 件 给 出 


2vn 2xn 2xn 
kı = st > k, — = 5 k. == Sabe tai f 9 
L L (8. 1. 16) 


Neyo, =O, El 425°. 
模式 由 极 化 指标 及 波 和 撩 k RIE. aal 是 Bose 子 算 符 ,满足 对 易 关 系 
Caral] = Su, Layrav) = Lai sap —:0; (8. 1.17) 
辐射 场 的 真空 态 10) 定 义 为 al — 04 — I k AEF MAE 21100 HH. 3X C8. 1. 11) 给 出 
电场 


E(r,t) =i >) Qno)" [au Cr)e ^! — atut (re ]. (8. 1. 18) 
k 
将 式 (8. 1. 18) 及 相应 的 B 代 入 辐射 场 能 量 
Hua = | cE +B’ ër, (8. 1.19) 
8x 
就 得 到 
1 
Ha = 2 hos (ala, y). (8. 1. 20) 


8.1.3 电子 场 与 辐射 场 相互 作用 ,自发 辐射 率 


两 个 场 的 相互 作用 可 以 从 Hamilton AA (8. 1.1) 推 广 而 来 : 
ls E (p—£A) +eVir) — x ÉA > p. (8. 1. 21) 


~ 2m 
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此 处 A 就 是 辐射 场 的 矢量 势 . 在 上 式 中 用 了 V， A 二 0, 并 弃 去 了 A’ 项 ,因为 不 考虑 二 光子 的 
过 程 . 量子 化 的 辐射 场 与 原子 相互 作用 的 Hamilton 量 是 


Hs [gc (ŻA + p) dr, (8. 1. 22) 
体系 的 总 Hamilton 量 是 
Hm Hy Hee Hs (8. 1. 23) 


Hy 与 五 分 别 由 式 (8. 1. DAR. 1. 19) 给 出 .将 式 (8. 1. DARE. 1. 112 OH AORA 
式 (8. 1. 22) ,得 


Hin ae iC} (gia. + gi’ eDs (8.1.24) 
此 处 inj 是 电子 的 状态 指标 ,k RI gi TATIANA 
gi 一 一 = (xf) il lo: ü, * py;dr, (8. 1. 25) 


而 式 (8. 1. 24) 对 上 — Se Qa k MOR AM. 式 (8. 1. 25) PAY V. 是 体系 的 
体积 ,V 二 Li, 有 Hin 导致 原子 在 发 射 或 吸收 光子 同时 自 j 态 跃 迁 到 i 态 . 由 于 在 光学 区 光子 
的 波长 比 原子 的 尺度 大 很 多 (原子 线 度 广 1A ,光子 波长 二 103A) ,可 以 将 式 (8. 1. 25) 积 分 中 
的 平面 波 模式 函数 e^" FEL e*'*, 此 处 R 为 原子 质心 坐标 . 将 坐标 原点 定 在 原子 质心 ,这 个 
因子 就 是 1. 式 (8.1.25) 中 的 积分 就 变 为 


or pyid r= ml ys [35 »rlyjd'r 


ME — E» [v rp, dtr. 


h 

并 有 

Shit. «x 
gj = (>) o; €? » dy, (8. 1. 26) 
站 

此 处 
qim LE PE. (8. 1. 27) 
E s fø erp;d'r, (8. 1. 28) 


分 别 是 原子 跃迁 角 频 率 以 及 电 偶 极 和 矩阵 元 . 在 式 (8. 1. 260 PHAR o =o; (3X JE E A TE JS 
量子 电动 力学 中 将 会 有 “ 失 谐 ", 即 有 时 有 目的 地 将 腔 的 共振 频率 os. 调 到 对 wr 有 所 偏离 . 
在 自 由 空间 的 辐射 ,有 We — Qj ,此 时 有 


/2 
ey = i(2 Bn)” ap way. (8. 1. 29) 


因子 (2 Do ) 是 真空 电场 强度 的 均 方 根 值 £s. 由 于 电场 强度 算 符 ( 式 (8. 1. 18) ) 与 光子 数 


算 符 ala, 不 对 易 ,因此 对 辐射 场 的 真空 态 ( 根 据 wx 10) 一 0, 真 空 态 是 光子 数 的 本 征 态 ,本 征 
值 为 OF 的 值 是 不 确定 的 . 它 不 可 能 为 0, 但 它 的 平均 值 为 0, 通常 这 被 称 为 “真空 涨 落 ”. E 


的 各 分 量 也 不 对 易 . 从 式 (8. 1. 20) 看 ,辐射 场 每 个 模式 都 有 零点 能 去 ji. 真空 能 量 密度 中 
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LE; 占有 一 半 ,因此 
bs 


即 有 
& = (GU = (Ezten). (8. 1. 30) 
经 过 辐射 场 的 量子 化 ,自发 辐射 的 物理 过 程 就 清楚 了 . 电子 是 由 于 和 真空 场 的 涨 落 ((E) =0, 


(E 23*0) K E FEET Ae ^E EK XE AY. 自由 空间 的 辐射 的 特点 是 光子 的 波 矢 不 受 任何 局 限 . 
式 (8.1.16) 在 L 一 吕 极 限 下 上 的 分 量 成 为 连续 的 . 此 时 模式 的 态 密度 是 


ae 
mlw) = 5. (8.1.31) 
根据 Fermi 的 “黄金 规则 ”, A A Ait RLE D 是 了 
—_ 2m hay 2 AE dw 2 
n- ax (=) | d, |? & = ee lide (*. (8. 1. 32) 


这 是 熟知 的 偶 极 辐射 公式 . 
下 面 将 讨论 腔 量 子 电动 力学 . 模式 函数 记 为 /, 它 满足 腔 的 边界 条 件 . 由 于 原子 尺度 其 
小 于 光子 波长 ,在 积分 式 (8. 1. 25) 中 可 以 将 f(R) 从 积分 中 提出 . 相当 于 式 (8. 1. 29) SB 
合 是 
gb = (E) ao dj, (8. 1. 33) 
此 处 Y 是 模式 的 有 效 体 积 ， 
v= | PACH (8. 1, 34) 


式 (8.1.24) 对 自由 空间 辐射 场 和 腔 内 辐射 场 与 原子 的 相互 作用 都 适用 . 对 前 者 eh 由 
式 (8. 1. 29) 给 出 ,对 后 者 由 式 (8. 1. 33) 给 出 . 


8.2 Jaynes-Cummings 模型 


Jaynes-Cummings 模型 的 出 发 点 是 二 能 级 原子 和 腔 中 单 模 的 耦合 ,耦合 是 共振 的 或 接 
近 共 振 的 .这 个 模型 是 理想 化 的 ,但 在 实际 条 件 下 可 以 用 高 激发 态 原子 和 高 QATRA 
合 , 使 场 的 模式 和 Rydberg Æ |e)— |g) BREE VU Be ak Hz yr Vo Woo 3 Xr. 3c HL Cr HER dE 3E d 
的 原子 跃迁 和 非 共 振 场 模式 . 如 制备 一 种 “ 圆 ”Rydberg 态 , 则 近似 条 件 更 好 . 这 是 Sn] 
AY AS. 由 于 电 偶 极 辐 射 的 选择 规则 | AZ| = 二 1, 这 个 态 只 能 跃迁 到 最 邻近 的 (An 二 1) 态 , 例如 
|) A 2 一 50, /一 49, 通 过 偶 极 辐射 它 跃 迁 到 n= 二 49,1 二 48. 更 低 的 态 L 值 更 小 ,不 满足 偶 极 选 
择 规 则 . 采用 Rydberg 态 可 以 有 足够 大 的 电 偶 极 矩 (z 一 50 时 原子 "半径 ?为 基态 的 2500 倍 ) 
保证 强 的 耦合 . 


D Ep PE IET MARE. TEL gh |? PM e+ dl: 因子 对 极 化 矢量 方向 的 平均 给 出 因子 1/3. 
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对 二 能 级 原子 , 令 os — CE, — Ej) IES E, =} hus E, = — 3 hs 定义 算 符 


—|gtel, 


.2. 

b -—letgl. us a 

它们 分 别 是 |e} 一 jg) 以 及 |g) 一 1e) 的 跃迁 算 符 . 30.2.) ZH 
bb! — |g»(gl,b'b— |e) (el, 

又 因 |e》,|g) 组 成 完备 集 , 有 

bb! J- b'b = 1. (8.2.2) 
原子 - 场 体系 的 Hamilton 量 是 

He Ioh (5 — bb") + fio (a'a ++)+ AACR) Cab! + a'b), (8, 2. 3) 
此 处 
(1 (2x hot 
QD = xi .* ) f(R) * d. 


在 选择 |e) ,|g) 的 相位 时 使 0(R) 为 实数 ,这 个 模型 是 Jaynes 和 Cummings H H MH". 4 H 
( 式 (8. 2.3)) 的 前 两 项 之 和 记 为 H (原子 与 场 Hamilton 量 之 和 ) ,第 三 项 记 为 Hi (原子 与 
场 相互 作用 ) , 则 简单 的 计算 给 出 在 共振 条 件 下 oo — o 

[H,, Hi] = 0. (8. 2. 4) 


这 说 明 H 的 本 征 态 可 以 用 Ho 的 本 征 态 |e,n)7 和 |g,n 十 1) 的 线性 全 加 组 成 . 本 征 态 中 指标 n 
代表 光子 数 . 


8.2.1 宰 合 原子 - 腔 体系 的 本 征 态 
先 考虑 共振 情况 w =w. 此 时 Ho 的 本 征 态 |e,n) 和 |g,n 十 1) 是 简 并 的 ,HH 的 本 征 态 是 


[>= 7 Clem leat] (8. 2. 5) 


Hin TERI T. H。 本 征 态 的 结果 是 
Hi | esn) =N Vn 二 1 |g,n 二 1)， 


(8. 2. 6) 
Hulga t= KQ atl lesn), 
从 而 得 到 H 的 本 征 值 为 
E,— wln + 1) + fils, (8.2.7) 
其 中 
A =AVn+1, (8. 2. 8) 


称 为 真空 Rabi 频率 . 这 是 量子 力学 中 二 能 级 共振 . 如 果 腔 中 原子 在 上 一 0 时 处 于 1e) 态 , 则 在 
时 间 上 仍 处 于 此 态 的 几率 是 
P.(t) = cos! ht, (8. 2. 9) 
这 种 振荡 称 为 Rabi RA. 
如 果 有 失 谐 , 则 Hy 本 征 态 |e,n) 和 |g,n 十 1) 不 再 简 并 ., 由 于 
ab' |e,n) —0, pamet M 
a'b| en) — V/n1 |gsnt D ,a'b|g nc 1) 0, 


(8. 2. 10) 
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可 以 尝试 用 以 下 线性 组 合 满 足 Schródinger 方程 : 
|-++,n)=cos@|e,n)—sin@|g,n+1), 
|—,n)=sin@|e,n)+cosé|\g.n+1, | 

0, 是 待定 参数 . 由 式 (8. 2. 10) 可 得 


H |+,n) = (2 + tiw(n + +)- AQ Jn FT tanð cos lesn) 


- (Pe + ho(n+ $) AREL ) sing |g an +1). 


tang 
要 求 | 十 ,n) 成 为 H 的 本 征 态 ,相应 本 征 值 ES ,有 
H | 十 ,2 = E, |+n}. 
与 前 式 比 较 , 就 可 以 确定 OES n 有关: 


TT o^ + Ran + 7. )— ha Sel wb 


E 2 
EN] 3X AQ vn tl 
-— E + tale +>) tand 


8=AVn¥1 (+, — tang) = 35 A mu 


tang tan20' 
即 (将 0 记 为 0,) 
tan20, = 22 At, 0x6 «X, 
并 有 
E,— (n-- D hat 2 VA QUE FE. 
类 似 地 ,有 


H |—,n) = E_|—,n?}, 
E= (+D ho — 7 A QUE E. 
作为 特例 ， FAUT H 的 本 征 态 ， 


Eo — ies 


A + tals =e 


(8. 2. 11) 


(8. 2. 12) 


(8. 2. 13) 


(8. 2. 14) 


(8. 2. 15) 


Ks QED 的 特点 是 真空 电场 的 均 方 根 值 是 位 置 的 函数 ,在 腔 壁 上 它 是 OMAR PDE 
是 最 大 值 . 因此 原子 与 踪 的 耦合 强度 是 原子 质心 位 置 R DBR. 在 腔 外 ,耦合 为 0,|e,zy? 与 
gont DRE H 的 本 征 态 . 若 失 谐 8 是 负 值 , 则 |e,n) 能 量 大 于 |g,n 十 1), 在 腔 内 它们 变 为 
| 十 ,Rn) 和 | 一 ,n)( 见 式 (8.2.11)), 能 量 差 别 从 腔 壁 到 中 心 逐 步 增 大 . 图 8. 1(a) 画 出 一 个 图 
柱 形 腔 的 谢 面 和 在 其 中 的 一 个 正弦 模式 , 场 在 z— 0 和 x— LL 处 为 0. 在 图 8.1(b) 中 画 出 


(Sl 时 沿 腔 轴 (z ADE. 的 变化 的 情况 . 在 腔 中 心 ES 5 E- 之 差 最 大 , 达 20s nl, 


此 处 Qo 是 在 腔 中 心 处 的 2 值 . 


中 在 自由 空间 原子 与 场 相互 作用 Hamilton 量 式 (8. 1. 24) rp RERA 98 HE. ot BKM NM. HMA iC. 


AY. 
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图 8.1 原子 - 腔 体系 
(a) 膀 的 前 面 和 场 模式 ; (b) 原子 -下 体 系 能 级 ,16|<Oo 


8.2.2 非 共振 情况 下 的 原子 能 级 光 能 移 


4 5|». 时 ,原子 |e? 或 1g&) 进 入 腔 后 在 腔 内 能 量 如 何 变化 ? VA Q vatia l AA 
量 , 有 


Gp p ES A [a jt LO GO D. 


从 式 (8. 2.11) 和 和 式 (8.2. SN, qe 8 二 0, 则 | 十 ,n) 与 1e,n) 接 近 , | m) 5 lg, 
n 十 1) 接 近 . 若 8 二 0, 则 相反 . 因此 ,在 |e) 进 人 腔 |n) 后 ,体系 的 能 量变 化 为 


AE, (n) =— hR Ren 4-35. (8. 2. 17) 


对 5 正 、 负 都 一 样 ,这 可 以 从 式 (8. 2. 16) 分 别 考虑 6 三 0 情况 得 到 . 类 似 地 ,在 |g) 进 入 腔 1n) 
后 ,体系 能 量变 化 为 


(8. 2. 16) 


AQ’ CR) (8. 2. 18) 


AE, (n) — ED NES ' 


对 5 为 正 , 负 也 是 一 样 . 图 8.2 给 出 n—1 的 情况 ,z 轴 是 腔 的 轴 ,0 到 工 是 腔 的 位 置 . 图 (a)， 
(b) 分 别 给 出 5>0 和 5 二 0 时 的 能 级 移动 ,w 标 出 未 和 腔 耦 合 时 原子 |e) 和 |g) 态 能 量 差 除 
h. 在 8290 时 两 个 能 级 趋 近 ,6 一 0 时 两 个 能 级 远离 . MRA. |e,n) 和 |g,n) 能 量 差 的 改 
变 为 ( 取 式 (8. 2. 17) 与 式 (8. 2. 18) 2235 , RAD 


2 
EO == AQ A (2n + 1). (8, 2. 19) 
设 场 处 于 Glauber 相干 态 , 即 
la? 一 -lol /2 Ey cim In) à (8. 2. 20) 
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le, 1? je, 1> 
> Qu 
Ig, 1> lg, D 
(a) (b) 


图 8.2 原子 能 级 |e) 和 和 |g) 在 腑 中 (n= 二 1) 的 能 移 
Ca) 87920; (b) 8—0 


此 处 n 是 光子 数 . 求 相 干 态 的 光子 数 分 布 , 得 
P(m =| ila |? = 


| a ae 
n! A 


(8.2.21) 
IE Poisson 分 布 ,并 有 

n — (a|a‘’a| a) =| a |“ (8. 2. 22) 
Rabi 振荡 出 现 复杂 的 情况 . 由 于 与 xn AK AKAFAPAL ”的 成 分 振 葛 频率 不 同 , 会 
出 现 干涉 .对 单一 频率 , 式 (8.2.9) 给 出 


PP. (1 一 os20 一 1+ cos2Q vm 十 1 


2 
对 相干 态 应 按 Poisson 分 布 给 出 
P. = + HF A cos? Va Fie), (8. 2. 23) 
近似 计算 给 出 六 
2 52 
P.(t) = 3 1 cos2aGi + a exp[- 26-715] (8. 2. 24) 
Bl Rabi 振荡 在 Gauss 包 络 线 下 衰减 ,衰减 时 间 为 
ee zs (8. 2, 25) 
Wt bin =n +1. 和 用 相干 态 组 成 的 Kepler JE £u O [pl ,振荡 也 会 部 分 恢复 ,恢复 时 间 为 
— ae a (8. 2. 26) 


由 于 频率 是 无 理 数 ,因此 是 不 可 公 度 ,恢复 是 不 完全 的 . 这 种 衰减 和 部 分 恢复 是 相干 态 中 各 
成 分 登 加 的 结果 ,因此 ,效应 是 纯 量 子 力学 的 . 这 种 现象 已 在 微 脉 泽 中 被 观察 到 "“ . 
设 腔 中 光子 数 分 布 为 p(n), 则 激发 原子 进入 腔 中 (以 t= 二 0 作为 进入 时 间 ? 到 时 间 上 仍 处 
于 激发 态 的 几率 为 
P.G) = >) p(n)cos*(Q Jn 10. 


自发 辐射 相当 于 初始 腔 内 没有 光子 , 即 n= 0. 对 通常 原子 ,g 很 小 @ WR Rabi 振荡 是 困难 


O 参阅 第 4 章 4.3 节 . 
o PAg 代表 原子 与 腔 场 耦合 ,因此 处 不 讨论 攀 合 的 坐标 依赖 ， 


8.2 Jaynes-Cummings 模型 NE ^5! 


的 .但 对 Rydberg Æ g "I DATB-K HM n~40 可 达 105 —105s |, HEX n—0 情况 都 能 观测 到 . 

文献 [6] 在 腔 中 输入 小 的 热 场 (2. 5K). 腔调 到 21. 6GHz 谐振 条 件 , 相 当 于 “Rb 的 63P,, 55 

61D, Kit. 图 8. 3 给 出 P.(?) ,曲线 是 理论 结果 . 腔 中 光子 数 分 布 由 Boltzmann 因子 给 出 : 
p(n) E Cete) m, 


0.7 


0.3 
0 50 100 150 
腔 中 飞行 时 间 /ms 


图 8.3 谐振 腔 中 的 Rabi 振荡 . RAL] 
归 一 化 常数 C 可 以 直接 从 求 和 得 到 : 


E NE 1 
] — 2,pG0 “Got wt = Cait’ 


RI 
p(n) —(1— e AT) so n/AT. 


在 图 8. 3 中 Rabi fie js EB RT UL ,研究 组 还 观察 到 振荡 的 衰减 和 恢复 . 
8.2.3 态 随 时 间 的 演化 


处 理 演 化 问题 最 方便 的 是 用 相互 作用 绘 景 , 即 状态 的 演化 仅 由 相互 作用 Hamilton & 
决定 . 如 将 |e,n) 和 |g,n 十 1) 用 二 分 量 波 函数 表示 , 则 可 将 式 (8. 2.6) 写 作 


|e,n) 0  RANATI | lesn) 
Hel tp lt f "T (8. 2. 27) 
Bn AQ 0 En 
时 间 演 化 模 正 算 符 是 
> 0 Q n 4-1 
U= exp(— > Hwt) = exp|—i t 
Q /n4- 1 0 
= cos(Q va Fin -il 0 )sinca J/n+1t) (8. 2. 28) 


=| cosQ Fay —isinQ T 

=i i a 4 

车 在 :=0 原子 进入 腔 时 位 于 |e,n) 态 , 则 在 时 间 :时 (t 二 原子 穿越 腔 体 所 需 时 间 rt) 体系 状 
态 为 
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u[1]- po n 1t | 
0 —isinQ vn Fit 


d) — cosQ yn Fltle,n)—i sin /nt1t|gsn+1). (8. 2. 29) 
如 果 Sr, WKS. 2. 250 PH 2 3 OS e 即 可 .在 腔 出 口 后 对 原子 进行 测量 , 则 y 编 缩 为 


lesn) 或 |g,n 十 1) ,相应 几率 是 cos*Q Vn 十 lt 和 sin^Q Vn 十 1r. 


8.3 自发 辐射 的 抑制 与 加 强 


激发 原子 的 自发 辐射 率 能 否 因 原子 所 处 的 环境 而 改变 呢 ? 如 果 把 自发 辐射 仅 看 做 是 激 
发 原子 本 身 的 性 质 , 辐 射 率 就 不 会 因 环境 而 改变 .但 “和 白 发 ”辐射 是 激发 原子 和 辐射 场 真空 涨 
落 ( 或 称 零点 能 ) 相 互 作用 的 结果 ,而 真空 涨 落 是 和 环境 有 关 的 . 若 原子 位 于 两 个 镜面 之 间 ， 
或 位 于 谐振 腔 内 ,真空 场 E 是 要 满足 边界 条 件 的 . 这 将 对 辐射 率 产 生 影响 “零点 能 ?的 影响 
在 20 世纪 40 年 代 末 期 已 由 Casimir 作 过 研究 (Casimir Polder HOAR Casimir 效应 @)， 
Casimir 效应 在 1958 年 被 观测 到 . 自发 辐射 的 抑制 与 加 强 虽 在 原理 上 早已 清楚 ,但 实验 研究 
到 80 年 代 中 期 才 获 得 结果 . 在 光学 区 的 光子 ,其 波长 是 ym 量 级 的 (一 般 是 pm 的 一 个 分 
数 ) ,能 量 约 leV ,频率 为 几 售 于 10* Hz. 如 果 要 影响 辐射 ,镜面 距离 就 要 做 到 jm BR. 如 果 
用 较 宽 的 距离 , 则 要 选 波长 相应 的 跃迁 . 这 涉及 圆 Rydberg 态 原 子 的 制备 . 在 镜面 间 的 辐射 
抑制 是 由 Kleppner 研究 组 在 1985 年 完成 的 ,用 的 间距 是 0. 2mm, 在 垂直 镜面 方向 形成 
驻 波 ,波长 最 大 是 0. 4mm,Cs 原子 在 进入 镜面 间隙 以 前 ,激发 到 圆 Rydberg A, BREET 
于 镜面 ,如 图 8. 4 所 示 , 原子 发 射 波长 为 0. 4mm 的 
光子 ,调整 镜面 距离 d, A/2d>1 时 辐射 被 抑制 . 
在 原子 离开 镜面 间隙 时 用 电离 探测 器 检测 ,所 施 电 
压 刚 够 使 初始 的 Rydberg 态 原 子 电离 ,探测 到 信号 
说 明 原子 仍 存在 于 初始 状态 . 图 8. 5 表明 , 当 A/2d 
到 临界 值 时 辐射 突然 受到 抑制 .从 原子 通过 镜面 间 
孙 所 需 时 间 计 算 , 它 已 是 激发 原子 在 自由 空间 中 的 图 8.4 ”镜面 间 的 激发 态 原 子 
寿命 的 20 fi. 

辐射 率 的 抑制 可 以 通过 估计 一 维 腔 单位 体积 的 态 密度 来 计算 . Haroche 和 Raimond 给 
HEERO 


Bp 


Aw, / 2 1 

nV  (Aw./2)* + Go — a)?” 
此 处 Ac. 是 腔 的 带宽 ,和 和 品质 因子 Q WIKRE Q — w/ Aw.. 对 于 dA Bl o» wo 以 及 大 失 谐 ， 
式 (8.3. DAH D.~1/VQw. 因此 有 


(8. 3. 1) 


D, = 


D SAAR 8.9 节 . 
D 参阅 本 章 8. 11 节 . 
@ Advances in Atomic and Molecular Physics, Vol. 20. Academic Press, 1985, 
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pm a (8. 3. 2) 


A n. 
D, VQ 

在 上 面 我 们 用 了 式 (8. 1. 31) ,得 出 了 Do =p/V5 w /m c. 

Meschede 研究 组 "中 采用 Cs 原子 束 , 激 发 到 Sd dS. 5d 一 6p 跃迁 波长 为 近 红 外 的 
3. 5pm. 镜面 间距 为 1. ljxm( 切 断 波长 为 2. 2pm) ,因此 原子 保持 位 于 激发 态 . 原子 通过 镜面 
间隙 时 间 为 自由 空间 寿命 的 13 倍 . 研究 者 还 用 小 的 磁场 改变 原子 偶 极 矩 方向 . 若 磁 场 有 平 
行 于 镜面 的 分 量 , 则 偶 极 矩 会 绕 它 进 动 而 获得 垂直 分 量 , 因 而 可 以 辐射 x 极 化 的 光子 , 它 传 
播 方向 平行 于 镜面 ,不 再 受 边界 的 限制 ,因而 自发 辐射 可 以 发 生 .图 8.6 给 出 激发 态 存 活 与 
磁场 方向 的 关系 ,角度 为 磁场 与 镜面 法 线 间 的 夹 角 ,在 图 8. 6 下 方 具体 给 出 了 磁场 的 方向 . 
从 图 8.6 中 可 以 看 出 ,当然 度 从 0 增加 (或 从 zt 减少) 时 ,激发 态 存 活 率 急剧 下 降 . 


信号 (任意 单位 ) 


0.975 0.98 0.99 1.00 1.01 
原子 波长 4/2d 


8.5 在 镜面 距离 达 切 断 值 时 辐射 受到 抑制 . 取 自 [7] 


30 


信号 (每 秒 计数 ) 


oe 


90 180 
815577 N) 


图 8.6 激发 态 存活 与 磁场 方向 的 关系 . MALI 
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正 像 比 切断 波长 还 小 的 腔 ( 或 镜 的 间 辽 ?抑制 真空 涨 落 一 样 ,谐振 腔 也 能 增强 它 , 从 而 增 
加 辐射 率 . 谐振 腔 的 性 能 由 品质 因数 Q 一 入 入 决定 Ao 是 腔 的 带宽 . (Aw) “代表 原子 在 腔 


中 感受 到 的 模式 密度 ,也 是 光子 在 腔 中 的 寿命 .平行 镜面 的 结构 由 于 它 的 开放 性 Q 值 不 能 
很 高 ,在 微波 段 用 球面 镜 构成 的 腔 Q@ 值 可 以 很 高 . 超 导 腔 的 Q 值 可 达 10" ,相应 的 光子 存储 
寿命 可 达 几 分 之 一 秒 . 在 高 Q 腔 中 处 于 激发 态 的 原子 进行 Rabi 振荡 ,与 在 磁 共 振 中 的 Rabi 
振荡 有 所 不 同 的 是 ,在 磁 共 振 中 原子 与 外 场 耦合 产生 振 葛 ,而 在 腔 中 是 原子 和 它 自 己 发 出 的 
光子 耦合 . 自由 空间 中 的 自发 辐射 是 不 可 逆 的 ,而 在 腔 中 Rabi 振荡 则 是 可 逆 的 . 要 想 观察 谐 
振 腔 对 自发 辐射 的 增强 ,要 用 低 Q 腕 ,辐射 出 的 光子 很 快 被 壁 吸收 ,不 会 在 原子 于 腔 中 停留 
时 间 内 再 被 它 吸收 . 此 时 由 于 谐振 ,而 辐射 率 提 高 . 令 T 为 自由 空间 的 辐射 率 ,T. 为 在 谐振 
腔 中 的 辐射 率 ,4 为 光子 波长 ,V 为 腔 的 体积 , 则 在 共振 情况 Haroche 和 Raimond 公式 (8. 3. 1) 
给 出 


3 


rep (8. 3. 3) 


V^ 
Haroche 的 研究 组 "对 Na 原子 Rydberg 态 在 mm 量 级 的 腔 中 观察 到 增强 500 倍 的 自发 辐 
射 率 . 


8.4 微 脉 泽 


当 腔 中 光子 寿命 (Aw.) =w 大 于 原子 相继 到 达 谐 振 腔 的 间隔 时 ,前 一 个 原子 发 出 
的 光子 就 可 以 和 下 一 个 原子 相互 作用 .在 腔 中 的 场 积 累加 强 的 过 程 中 ,代表 原子 与 场 艳 合 的 
Qo =2 Vn 十 1 ( 式 (8.2.8)) 也 逐渐 增强 ,最 终 达 到 稳定 状态 . 这 个 体系 是 一 种 新 型 的 脉 泽 ， 
BRA SK PEU. 原子 流 很 弱 时 (每 秒 100 个 原子 ) 已 能 产生 脉 泽 作用 ,而 对 这 样 的 原子 流 , 腔 
中 原子 最 多 时 只 有 一 个 . 因此 光子 在 高 Q 腔 内 的 长 寿命 可 以 使 得 在 逐个 将 原子 注入 腔 内 时 
产生 具有 个 光子 的 微 脉 泽 场 . 每 个 离开 腔 的 原子 都 经 过 检验 ,看 它 是 否 处 于 激发 态 , 因 此 
腔 内 的 光子 数 就 可 确定 . 设 腔 与 原子 相互 作用 时 间 为 r, 腔 温度 为 OK,Q fü Hoo. 探测 原子 
处 于 je 或 1g) 态 的 场 电 离 探测 器 也 是 理想 的 .J. Krause, M. O. Scully 和 H. Walther? 计算 
了 在 m 个 原子 通过 后 腔 内 有 个 光子 的 几率 , 记 为 P, n). 从 式 (8.2.9) 得 知 , 当 腔 中 有 n 
个 光子 时 ,通过 一 个 原子 (处 于 |e) 态 ) 后 体系 位 于 |e,n) 态 的 几率 是 


P,,(rt) = což NQ Jn lez cin). (8. 4. 1) 
而 位 于 |g,n 十 1) 态 的 几率 是 
Pini CT) = sin*Q /n+1r= s(n). (8. 4. 2) 


4A m—1 个 原子 通过 腔 后 , 腔 内 有 n 个 光子 和 ?一 1 个 光子 的 几率 分 别 为 P. Gn — 0 
P,- (m— 1). 当下 一 个 (第 m 个 ) 原 子 通 过 后 , 腔 内 有 个 光子 的 几率 为 
P,(m) = c(n) P,Gn — 1) s(n — D) P, On — 1). (8.4.3) 
这 是 一 个 递 推 关 系 , 设 初 始 腔 内 没有 光子 , P。(0) =1. 通过 一 个 原子 后 Po (I2 —c6(0)5, 
P,(1) 二 5(0). 通 过 两 个 原子 后 
Po(2) = c(0)Po(1) = [c(0)F, 


8.4 微 脉 译 281 


P, (2) = e) P, (D) + s(0) Po(1) = s(0) (ce(0) 十 c(1))， 
P,(2) = s(1)P, (1) = s(0)s(1), 
等 等 . 文献 [10] 给 出 了 普遍 公式 (用 数学 归纳 法 ) 


对 一 ] " m~l 
P,(m) -[[so D” [ep (8. 4, 4) 
is ti Tue y T 
此 处 
n In im-2 m-l 
! >) yy D [[eG). m >n; 
n m— | u i, = i,4,;=0 人 
2; m l,m = n; 
i et) 0, m < n mM n z 0. 


图 8.7 给 出 gc— Q V/n-1c—0. 4 时 的 P.(m) 作 为 二 的 函数 对 和 为 5 一 1000 间 若 干 值 的 
曲线 . 当 腕 中 光子 数 增长 到 一 定 程度 n 时 ,如 果 no 满足 2 Vno 十 1r 为 x 的 整数 倍 时 就 达 
到 稳定 状态 . 因为 下 一 个 原子 进入 腔 内 再 离开 腔 后 ,处 于 原来 态 |e) 的 几率 Pon (2 —1 
( 见 式 (8. 2. 29)). 这 种 光子 数 完 全 确定 (相位 完全 不 确定 ) 的 状态 是 高 度 非 经 典 的 , 它 的 幅 


度 涨 落 为 0, 经 典 场 的 幅度 涨 落 是 V7 、 
Haroche 研究 组 还 创造 了 一 个 二 光子 过 程 的 微 脉 泽 59. 在 写 出 电子 与 场 相互 作用 


Hamilton 量 ( 式 (8.1.21)) 时 ,- 生 -4: 项 被 弃 去 ,原因 是 它 导 致 二 光子 过 程 . 在 单 光 子 过 程 


2mc 
能 发 生 时 ,二 光子 几率 要 小 得 多 ,因此 可 以 略 去 . 考虑 图 8. 8(a) 所 示 的 Rb 能 级 图 . Rydberg 
AS 40Sis 在 自由 空间 当然 首选 跃迁 到 39 P. 3B DC ,但 在 把 谐振 腔调 到 "一 68. 415 87GHz 时 ， 
xk AP BK XE? 80d ,此 时 二 光子 跃迁 到 39Sz 就 成 为 可 能 了 (二 能 级 的 能 量 差 正 好 相当 于 谐振 
频率 的 两 倍 ). 图 8. 8(b) 给 出 在 腔 中 出 来 的 位 于 基态 39S, 与 激发 态 40Si 的 原子 数 之 比 ， 
它 是 腔 谐振 频率 的 函数 ,可 见 在 二 光子 共振 附近 二 光子 脉 泽 状态 出 现 ， 


图 8.7 当 m 个 原子 通过 时 腔 中 光子 数 分 布 . 取 自 [11] 
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408,5 


相对 转移 


0.2 


0 
68 415.80 68 415.85 68 415.90  68415.95 
He Ft fs HT E/MHz 
(b) 


图 8.8 Rb Rydberg 能 级 图 (a) 与 二 光子 跃迁 脉 泽 (b). X 5 [12] 


8.5 pw Stern-Gerlach 效应 


在 8.2 节 中 讨论 了 原子 |e) 态 和 |g) 态 进入 腔 后 能 级 发 生 移动 ,这 个 能 量变 化 是 指 体 系 
Jaynes-Cummings Hamilton Æ (3X (8, 2. 3)) 相 应 的 能 量变 化 . 它 包括 腔 场 、 原 子 内 部 运动 和 
相互 作用 能 量 , 但 并 未 包括 原子 质心 运动 的 能 量 . 如 果 将 质心 运动 能 量 也 包括 在 内 ,总 和 应 
是 守恒 的 . 因此 体系 内 部 运动 能 量 的 变化 会 导致 质心 动能 的 改变 , 即 原 子 进入 腔 后 要 受到 力 
的 作用 . 设 原子 质心 运动 是 慢 的 ,使 其 内 部 运动 能 适应 R 的 缓慢 变化 . 这 时 就 可 以 用 绝热 近 
似 . 在 Born-Oppenheimer 近似 中 ,电子 的 内 部 运动 能 量 正 是 原子 质心 运动 所 感受 到 的 势 
能 ,这 个 势能 梯度 冠 以 负 号 正 是 腔 对 原子 的 作用 力 . 原子 进入 非 谐振 的 有 强度 梯度 的 光 场 时 
感受 到 偶 极 力 , 在 1992 年 已 有 研究 报道 (C. Cohen-Tannoudji) ,但 这 里 的 光 场 可 以 是 极 少数 
光子 的 场 .根据 式 (8. 2. 17) 、 式 (8. 2. 18) 和 图 8. 2 ,真空 对 jg) 态 原子 没有 作用 力 , 对 |e)? 态 原 
子 是 排斥 (8 二 0) 或 吸引 (6 二 0). Æ Rydberg 原子 -微波 腔 体 系 ,Rabi MA OH 10 "eV 量 
级 ,在 原子 速度 很 低 ( 约 lm/s, 相 当 志 100mK 温度 ) 时 才能 明显 感受 到 腔 中 真空 力 的 作用 . 
腔 场 的 真空 也 能 产生 能 级 移动 ,可 以 考虑 称 为 “ 腔 Lamb 能 移 ”. 

假定 腔 在 原始 时 有 一 个 大 的 正 值 失 谐 贞 . 当 |e) 态 原子 以 足够 小 的 速度 进入 腔 内 时 所 感受 
的 力 ( 与 上 成 反比 ) 不 大 . 当 它 接近 腔 中 心 时 ,改变 失 谐 ,使 它 变 为 一 个 小 的 负 值 . 此 时 “ 势 阱 ” 
加 深 以 致 可 以 将 原子 捕获 在 阱 中 ,Haroche 在 1991 年 用 动能 为 pK 量 级 的 原子 完成 了 捕获 . 

对 完全 谐振 情况 (8==0,6, 二 x/4), 式 (8.2.11) 给 出 


1 
| 十 ,my = 一 《| e,n) 一 | gon 152, 
/3 


1 
|—,n) — 一 (| e,n) +| gsn+1)), 
V2 


(8. 5.1) 
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le,n) 和 |g,n 十 1) 在 原子 进入 腔 前 是 简 并 的 . 考虑 一 个 处 于 |1e) 态 的 原子 以 很 慢 的 速度 进入 
7 为 一 定数 量 ( 可 以 是 0) 的 腔 , 体 系 状态 和 能 量 是 


j 
| esn) 二 一 (| 十 ,nn) 十 | 一 ;n))， (8.5.2 

; n ) 

Esn = (n+1) fw ti Vn +1. (8. 5. 3) 


在 原子 行进 过 程 中 | 十 ,n) 成 分 受到 排斥 . MR HEEB CICTF ROCA A EE). xe 
分 会 被 反射 回去 ,而 | 一 ,n) 部 分 被 吸引 ,最 终 通 过 腔 体 . 这 样 原子 波 函 数 的 相关 线性 至 加 就 
被 分 成 反射 和 透射 两 个 成 分 (Englert,1991). 

原子 质心 的 运动 由 Schrödinger 方程 支配 ,其 中 的 势能 就 是 原子 “内 部 运动 ”的 能 量 本 
征 值 ( 作 为 R 的 函数 ). 令 原 子 质 心 运动 波 包 为 玩 ,, ro) ,其 内 部 运动 初始 时 为 态 e, 腔 失 谐 
为 6, 含有 nn 个 光子 ,原子 质心 坐标 以 7r 表示 .方程 是 


2 
7 Vy, (ryt) + Eus D. (8. 5. 4) 


m 
设 初 始 的 波 包 宽度 远 比 腔 的 尺度 小 . 波 包 的 演化 会 没 势 能 决定 的 经 典 轨道 进行 ,同时 还 会 有 
一 定 的 展 宽 . 车 初始 原子 质心 动能 大 于 势 刍 高 度 , 波 包 穿 过 腔 的 几率 接近 于 1, 也 有 很 小 部 
分 被 反射 . 穿 过 腔 后 的 波 包 中 心 位 置 取决 于 原子 在 穿 过 腔 时 所 感受 到 的 势 : 势 是 和 光子 数 
有 关 的 . 原子 - 腔 体系 演化 是 绝热 的 ,因而 原子 仍 处 于 e 态 , 腔 光子 数 也 没有 变化 . 

在 Stern-Gerlach 实验 中 穿 过场 梯度 的 粒子 ,其 轨道 取决 于 它 的 上 自 旋 值 , 场 梯度 是 分 析 
粒子 内 部 量子 状态 的 工具 , 综 上 所 述 , 场 的 梯度 有 不 同 的 内 部 状态 (光子 数 ), 它 是 被 分 析 的 
量子 体系 ,而 原子 轨道 的 不 同 是 和 光子 数 相关 联 的 . 它 可 以 称 作 "“ 逆 Stern-Gerlach 实验 ”. # 
场 处 于 Glauber 相干 态 , 即 


la) = Dye "^ € | ny = De | m, (8. 5. 5) 


gi = 
iA Pen (rot) = 


平均 光子 数 元 = lal EF RRR AGO — In ,a 相位 #$ 的 涨 落 为 A($8) 二 1/ACn). 将 腔 连 
接 于 经 典 微波 源 , 在 原子 到 达 前 切断 电源 就 可 以 使 腔 中 产生 这 样 的 场 . 原子 波 包 相 应 的 是 
W,(r,t) = Scan rs, (8. 5. 6) 
其 中 c, 由 式 (8. 5.5) KEM Wein Crt) EAG. 5.4) 的 解 . 
相应 不 同 n 值 的 成 分 最 终 可 以 分 离 , 在 不 辣 的 位 置 上 


探测 到 原子 就 使 波 包 编 缩 ,而 将 场 的 光子 数 完 全 确定 . 
8.9 是 Stern-Gerlach 实验 示意 图 . 图 8.9 i Stern-Gerlach 实验 示意 图 
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当 失 谐 的 值 足够 大 时 ,原子 通过 腔 时 和 腔 不 交换 能 量 ,而 只 是 发 生 能 移 , ARG. 2. 17)， 
式 (8. 2. 18) 看 , 非 谐振 能 移 的 符号 都 随 $ 的 符号 改变 而 改变 ,因此 是 色散 的 . 更 重要 的 效 
应 是 , 当 原子 从 腔 中 通过 以 后 ,相互 作用 使 场 发 生 相 移 , 这 称 为 原子 的 “指标 效应?; 同 


(D “index effcct” 实 际 指 原 子 和 场 彼 此 都 相当 于 一 种 介质 , 它 有 等 效 的 折射 系数 ,产生 相应 的 相 移 , index 指 折射 系 
数 (refractive index) , 见 式 (8.6.5) 和 式 (8,6.7)， 
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时 原子 波 包 也 发 生 相 移 , 它 和 场 的 光子 数 有 关 , 即 腔 的 场 对 原子 波 包 也 是 “指标 ”介质 . 
图 8. 10 绘 出 腔 ( 含 一 定数 景 光子 ) 对 原子 波 包 的 相 移 .a,6b 分 别 表示 进入 腔 前 和 离开 腔 后 
的 波 包 ,b 处 的 虚线 代表 如 果 没 有 腔 场 时 波 包 的 位 置 . 原子 初始 时 位 于 |e) 态 和 个 光子 
腔 场 耦合 体系 的 本 征 态 是 更 .,(r). 注意 这 里 光子 数 和 原子 内 部 状态 都 不 变 , P. Cr) E 
E;,, 势 所 决定 的 原子 质心 运动 本 征 函 数 ,e 和 作为 指标 出 现 , 因 为 势 和 它们 有 关 . 本 征 
方程 是 9 

VW, (r) 十 


MM 


图 8.10 原子 波 包 由 于 腔 场 得 到 的 相 移 


PLE, x — EG) Wn) = 0, (8. 6. 1) 


它 是 和 含 时 的 Schrödinger 7r f£ (8. 5. 4) 相 应 的 . E,.x 是 能 量 本 征 值 ， 
Ri K? 
2M’ 
XX CGB8. 6. 2) 右 方 三 项 分 别 代表 了 场 的 能 量 , | e? 态 原子 能 量 和 原子 质心 运动 动能 ,其 中 ME 
原子 质量 iK 是 质心 运动 动量 . 原子 初始 位 于 |e) 态 ,进入 腔 后 当 8 一 0 时 它 成 为 | 十 ,n) 态 ， 
能 量 为 ( 据 式 (8. 2. 160) 

hi TOMED, (8.6.3) 


E,,, = (a+ 1) hw —,0—h 


由 于 5 二 0, 故 可 将 式 (8. 2. 16) 中 的 十 |6| 改 为 一 8, 当 5 二 0 时 它 成 为 | — 012 SR E 
式 (8. 2. 16) 能 量 是 


Eun (n+ =) ha + Pe + (8. 6. 2) 


2 
E, = (0+1) i — $0— pO 0D, (8. 6. 4) 


形式 与 式 (8. 6. 3) 相 同 . 由 于 65 二 0, 因 此 可 将 式 (8. 2.16) P B | 8] HRW 0. A ie o JE IE 
或 负 , 式 (8. 6. 1) 中 的 势能 都 是 式 (8. 6. 3) 或 式 (8. 6.4) 的 右 方 . Ek — Es, Cr) 直接 可 以 


得 到 
2 
(Ex —E..(r)-—K*4 2MQ"(r) (n+ 1) i) +1) 


因此 式 (8. 6.1) 可 以 写 为 


VU, Gr) + NLAK?W, Cr) = 0, (8. 6. 5) 
其 中 
2 1/2 2 
Na = [1+ 6 Seer) | ~ 1+ Gea (8. 6. 6) 


和 描述 光 场 在 具有 折射 系数 NCr) 的 透明 介质 中 传播 的 Maxwell 波动 方程 相 比 ,形式 完全 
= E 


本 节 原 子 与 腔 场 体 系 状态 用 V RTRSA w, 场 的 状态 用 O RA. 
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Vigy(rn)+ N*(r) K* g(r) = 0. (8. 6, 7) 
如 进入 腔 场 的 原子 初始 处 于 g 态 ,折射 系数 是 
a. M GG 10) 
Nix ~ 1— 26; POs (8. 6. 8) 
A 6 A BUT BC, p PT BON, C09 Ii TP UR PRÉC AE BS 48 EE e 
Anl = [EN c — dide: (8. 6. 9) 


此 处 j= Cos g) ,积分 沿 原子 在 腔 内 进行 . HRC. 6. OMG. 6. DRA HIM =L, 
原子 速度 ,得 


Ag = (a+ De, 
(8. 6. 10) 
Ag —— T€9 
此 处 
gm 1 [a code. (8.6. 11) 
vd 


考虑 一 个 准 单 色 原 子 波 包 几 ,g.w(Cryb A 更 ,的 Schrödinger 方程 的 解 到 加 而 成 ,它们 的 五 
值 仅 在 平均 值 K 附近 分 布 ,这 样 腔 场 的 指标 色散 作用 可 以 忽略 ,从 加 各 成 分 的 相 移 基本 相 
同 , 于 是 有 

JeRa D = dy rol(r tie ™. (8. 6. 12) 
右 方 的 必 ,xo 是 没有 腔 场 时 的 波 包 . 因此 在 一 级 近似 下 腔 场 的 效应 是 对 波 包 赋 予 一 个 相 移 ， 
而 波 包 的 形式 变化 不 大 .在 图 8. 10 中 5 处 的 实 线 就 相当 于 pern BRAT geko. MB 
Stern-Gerlach 实验 相 比 ,那里 对 不 同 的 n 波 包 ,中 心路 径 不 同 ,是 高 阶 效 应 . 由 于 对 不 同 路 
RE K 值 ) 的 折射 系数 不 同 (色散 ) ,探测 这 个 微小 效应 是 比较 困难 的 . 这 里 是 一 阶 效应 ， 
因此 探测 相 移 是 更 灵敏 的 . 

对 腔 场 而 言 ,原子 也 是 指标 介质 . 如 果 起 始 时 场 处 于 Glauber 相干 态 |c), 在 原子 处 于 

|g)》 态 通过 腔 体 , 体 系 的 状态 是 

[P= enh, no (rete ™ |n). (8. 6. 13) 
此 处 系数 c, 是 在 式 (8. 5. 5) 中 定义 的 . 这 个 状态 可 以 看 做 是 未 被 扰动 的 原子 波 包 和 场 的 终 
态 直 积 ,而 场 的 终 态 


Ip) = Ece "|m — lae *?, (8. 6. 14) 
是 相 移 的 Glauber A. HIRT AF 1e) ds MWA 
|b.) = De, et" | n) =e* lae), (8. 6. 15) 


Haroche 研究 组 给 出 腔 场 原 子 相 移 的 测量 5 ,图 8. 11 是 实验 装置 的 示意 图 . 圆 化 盒 
CB 制备 n=51 [Al Rydberg 态 的 Rb JRF. R'A R^ 是 组 成 Ramsey 干涉 仪 的 两 个 低 QE, 
由 微波 源 S, 馈送 , 称 为 Ramsey K. 频率 w 调节 能 包括 原子 跃迁 51c->50c(c 指 圆 , 即 /二 


"一 1 态 ) 的 谐振 频率 os 在 内 . 其 他 参数 调 到 它 正好 是 x/2 脉冲 , 即 原子 通过 时 经 历 二 Rabi 
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CB C 
R^ R' 


— 
AF. ld [e] [e] 
S2 S2 H 
S, 
8.11 Ramsey 干涉 仪 示 意图 . 取 自 [12] 


周期 ,这 样 |e) 态 通过 R Bale) —i Fad BR, 2.29)). RE C 由 微波 源 S 馈送 ,频率 


与 原子 跃迁 失 谐 .原子 通过 时 不 能 发 生 雅 迁 ,而 只 发 生 相 移 ( 见 式 (8. 6. 10)). 当 原 子 通过 
R'* 时 |e) 与 1g) 再 次 混合 ,通过 R C Rt 的 原子 由 探测 器 D 探测 . 在 低能 探测 器 g 收 到 的 
信号 给 出 |e)> 一 1g) 的 跃迁 率 . 当 调节 R^ ,R 频率 o. 时 蚂 迁 率 显 示 周 期 变化 ,这 是 原子 干涉 
效应 . SARS RR C 的 存在 . 原子 最 初 在 |e) 态 ,最 终 在 |g) 态 , 它 通 过 R 与 R' 之 间 时 可 以 
是 处 于 |e) 态 ,也 可 以 是 处 于 |g) 态 . 究竟 它 是 在 R ”中 变 为 |g) 态 的 ,还 是 在 R' 中 变 的 ,这 是 
两 种 不 同 的 道路 . 两 种 道路 在 探测 器 g 中 相合 ,就 产生 了 Ramsey 条 纹 . 图 8. 12 给 出 探测 信 
号 作为 (w, 一 wo)/2r 函数 的 这 个 “条 纹 ”, 失 谐 是 0/2 — 150kHz, 当 有 光子 的 腔 在 R 5j R* 
间 出 现时 , 它 使 原子 波 函 数 的 两 个 又 加 成 分 le,n) 与 1g,n) 各 自发 生 不 同 的 相 移 , 即 (n 十 1)e 
与 一 ne, 相 差 是 (2n 十 1)e. 这 就 使 Ramsey 条 纹 移动 , 正 像 在 Young 双 缝 中 的 一 个 后 面 放 上 
一 个 “色散 片 ”的 结果 一 样 . 图 8. 13 给 出 了 条 纹 的 移动 ,下 图 是 腔 中 没有 光子 时 的 Ramsey 
条 纹 , 上 图 是 平均 有 1 个 光子 时 的 条 纹 , 明 显 看 出 了 移动 . 测量 Ramsey 条 纹 移动 也 是 对 腔 
中 光子 数 进行 的 测量 . 由 于 腔 和 原子 是 色散 耦合 ,光子 数 不 改 变 , 它 实际 上 是 量子 非 破坏 性 
测量 . Haroche 等 还 给 出 了 用 Ramsey 干涉 仪 方法 ,通过 对 m 个 原子 的 测量 确定 腔 中 光子 数 
( 自 0 到 2" 一 1 PHF). 


Ramsey 信 和 号 


-60 —40 -20 0 20 40 60 


(@,.—@p) 
ie Iz 


图 8.12 Rb 51c->50c 的 Ramsey 2& £t. 取 自 [12] 


VA E ABER f HS QED 很 丰富 的 内 容 的 一 小 部 分 . 一 些 处 理 也 是 近似 的 ,目的 是 使 基本 
的 物理 内 容 得 以 呈现 . 文献 L2] 概 括 了 较 多 方面 的 综述 论文 ， 
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Ramsey 信 和 号 


"m a 
0 2 000 4 000 6 000 8 000 10 000 
相对 频率 /Hz 


8.13 Ramsey 条 纹 由 于 腑 中 光子 发 生 移动 . 取 自 [12j 


8.6.1 单 光 子 的 量子 非 破坏 探测 , 单 光 子 的 诞生 及 死亡 的 量子 非 破 坏 探 测 


ENS( 法 国 高 等 师范 学 院 ) 研 究 组 致力 于 发 展 实 验 设施 ,并 进行 了 更 为 深刻 现象 的 研究 . 
1999 年 研究 组 在 高 品质 腔 中 以 量子 非 破 坏 方式 探测 了 单个 的 光子 ,在 光子 存活 的 寿命 期 间 
( 约 lms) 可 以 进行 重复 多 次 的 探测 567. 探测 通过 Ramsey 干涉 仪 实现 ,装置 示 于 图 8. 14(a) , 插 
图 表示 探测 原子 的 三 个 园 Rydberg 态 e,g ,i. 原子 一 个 接 一 个 地 通过 腔 C, 待 测量 的 场 ( 信 号 
场 ) 储 于 腔 中 . 腔 与 eg 的 跃迁 频率 vw 共振 .原子 在 通过 Ramsey 区 R 和 R: 时 有 频率 为 y 
的 脉冲 作用 于 其 上 ,在 g 过 i 的 跃迁 频率 vw 附近 调谐 .下游 的 探测 器 D 测量 出 射 的 探测 原 
子 的 状态 . 

BRER C 中 有 一 个 光子 ,探测 原子 在 :一 0 进入 C 时 处 于 状态 g. 当 原 子 穿 过 C 时 原子 - 
腔 体系 经 历 了 |g;,1) 与 |e,0) 间 频率 为 0 的 Rabi 振荡 . 在 时 间 为 上 时 体系 位 于 相干 到 加 态 


és Si | g» D + sin 2, | €30). (8. 6. 16) 


如 总 的 相互 作用 时 间 为 2x/Q( 原 子 经 历 了 一 个 2n 脉冲 ) ,原子 在 经 历 了 一 个 吸收 并 再 发 射 
光子 的 完整 循环 之 后 回 到 了 g d. 光子 没有 变化 ,原子 态 得 到 了 一 个 相 移 , 变 为 e“1g，,1). 如 
果 腔 原来 是 空 的 ,体系 就 停留 在 |g,0) 态 上 . 实际 上 原子 要 先 经 过 Ramsey 区 Ri ,在 如 附近 
的 频率 为 v 的 脉冲 将 |g) 转 换 为 |g) te | 让 .在 腔 中 有 一 个 光子 时 ,原子 穿 过 腔 后 体系 的 
状态 为 
ce" | gr1) +e; | i515. (8.6.17) 
穿 过 空 腔 后 体系 的 状态 为 
c, | g10) +c: | 1,05. (8,6. 18) 
状态 的 不 同 由 Ramsey IX R: 来 分 析 , 在 区 中 脉冲 再 一 次 将 1g) 和 | 丫 混 合 . 如 果 探 测 原 子 从 
腔 中 出 射 时 状态 由 式 (8. 6. 18) 给 出 ( 腔 是 空 的 ) , 态 的 混合 示 于 图 8. 14(b). 经 过 两 次 混合 后 
出 射 的 探测 原子 可 以 位 于 g 态 或 i 态 . 今 Ps 为 探测 到 原子 位 于 g 的 几率 , 探测 到 的 g SE 
原子 通过 腔 时 位 于 g 和 i 两 种 路 径 的 量子 干涉 所 形成 的 . 当 调 谐 频 率 v 时 就 形成 了 Ramsey 
条 纹 . 当 腔 中 有 一 个 光子 时 ,原子 出 射 时 体系 的 状态 是 式 (8. 6. 17). 分 量 g REA THB r 
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如 图 8. 14(c) 所 示 , Ramsey 条 纹 有 了 相应 的 移动 . 

在 实验 中 用 了 Rb 原子 的 园 Rydberg A zx 一 49,50,51 分 别 作为 i,g,e Z5. BAM eg 的 
路 迁 频 率 51. 1G Hz 谐振 . 光子 的 寿命 是 lms, 对 于 重复 的 场 测量 是 足够 长 的 了 . Ramsey 区 
AY REA gi 的 跃迁 频率 54. 3GHz 谐振 . 装置 冷却 到 0. 6K 或 1. 2K( 相 应 的 热 光 子 的 平均 数 
相应 是 0.02 和 0. 15). 制备 和 探测 单 光 子 的 实验 结果 示 于 图 8. 15. 第 一 个 原子 制备 0 或 1 
个 光子 ,第 二 个 原子 给 出 干涉 仪 条 件 几 率 的 记录 . Pern (v)v( 图 中 记号 为 方形 ) 和 Pawi 02 
(图 中 记号 为 菱形 ?分别 代 表 第 一 个 光子 位 于 e 和 g 条 件 下 探测 到 第 二 个 光子 位 于 g 的 条 件 
几率 ,相应 地 在 腔 中 留 下 0 或 1 个 光子 . 几率 经 过 对 每 一 个 v 值 的 250 个 相关 的 光子 计数 平 
均 重 建 为 vy 的 函数 . 

对 于 1 个 或 0 个 光子 的 量子 非 破坏 测量 可 以 用 为 导致 基于 腔 量 子 电 动力 学 的 量子 逻辑 
门 , 以 及 用 于 多 原子 缠绕 . 


R, C Ry D 0 v= Vy 
(c) 


图 8.14 高 品质 腔 和 Ramsey 区 组 成 的 干涉 仪 示意 图 ,以 及 Ramsey 条 纹 . BC B [31] 


———— E 1 
0 10 20 
FAS iB /KHz 


图 8.15 制备 和 探测 单 光子 , ICE [38] 


8.6 原子- 腔 色散 相 移 效应 289 


如 果 说 光子 寿命 为 Ims 对 于 单 光 子 的 量子 非 破坏 探测 已 经 足够 ,但 要 记录 下 单 光 子 的 
产生 ,存活 以 及 死亡 的 经 历 要 求 就 要 高 多 了 . 这 个 生活 经 历 必 须 用 量子 非 破坏 体制 探测 , 因 
为 要 有 多 次 探测 的 需要 ,并 且 光 子 在 腔 中 的 寿命 要 提高 到 几 秒 的 量 级 . 为 了 满足 这 个 要 求 ， 
ENS 研究 组 将 腔 的 品质 因子 提高 了 100 倍 ,达到 了 5.62 10°. 探测 原子 仍 为 n—50 的 Rb 
Rydberg 态 . 实验 装置 示 于 图 8. 16. 腔 冷 却 到 0. 8K 并 置 于 屏蔽 盒 内 ,以 屏蔽 热 和 静 磁 场 的 
干扰 . 腔 对 于 eeg 有 跃迁 有 一 个 失 谐 , 它 用 于 确定 原子 对 于 腕 中 光子 数 的 响应 , 即 色 散 相 移 . 
对 于 相 移 的 信息 , 即 光 子 数 的 信息 , 则 用 Ramsey 干涉 仪 来 读 出 . Ramsey 区 R, 将 原子 制备 


ter 1g) 十 |ey) 上 , 它 到 腑 的 出 HA C |) te |e) ,此 处 本 为 色散 相 移 ,6 为 失 


W. 如 果 失 谐 设 定 在 使 01,00 —0(0,00 =x 的 值 , 则 Ramsey 区 R, 就 理想 地 在 n==0 时 将 原 
FR cS. HE n=l 时 将 原子 置 于 e 态 . 因此 如 果 在 下 游 的 探测 器 记录 下 。 态 , 则 腔 中 有 
一 个 光子 ,如 果 记 录 下 ug 态 , 则 腔 是 空 的 . 腔 场 处 于 10) 和 |1) 的 相干 局 加 态 , 逐 个 原子 对 场 
进行 测量 ,将 它 投影 到 |0) 或 |1; 上 . 因为 测量 是 在 量子 非 破 坏 体制 下 进行 的 ,在 腔 场 存活 的 
时 间 内 可 以 重复 多 次 .光子 产生 ,存活 和 死亡 的 结果 示 于 图 8. 17. 插图 放大 了 探测 事件 的 统 
计 突 然 变化 的 区 域 ,表现 出 腔 场 在 热 涨 落下 发 生 的 量子 跳跃 . 从 图 8.17 中 可 以 看 出 ,有 与 光 
子 数 跳跃 无 关 的 探测 事件 ,这 是 由 于 装置 中 的 缺陷 造成 的 . 为 了 减 小 它们 对 于 正确 给 出 n 值 
的 影响 ,采取 了 对 相继 8 个 原子 探测 结果 的 "多数 投 票 ” 办 法 ,图 8. 17(a) 下 面 的 线 画 出 结 
果 , 给 出 了 一 个 寿命 很 长 的 光子 的 产生 、 存 活 和 死亡 . 在 图 8. 17(b) 中 给 出 了 两 个 相继 单 光 
子 的 历史 ,中 间 相 隔 了 场 的 真空 态 . 


图 8,16 实验 装置 ,用 Ramsey 干涉 仪 读 出 光子 信息 


在 另 一 个 实验 中 ,研究 组 监察 了 在 每 一 个 测量 过 程 开 始 时 制备 的 单 光 子 Fock BH E 
变 .探测 原子 相继 进入 腔 , 给 出 单 光子 经 过 “多 数 投票 ”的 轨道 如 图 8. 18(a) 的 示 . 对 于 5 个 、 
15 个 和 904 个 相似 轨道 的 平均 示 于 图 8.18(b) 一 (d) ,显示 出 从 量子 无 规 性 逐渐 过 滤 为 光滑 
的 指数 衰变 . 点 曲线 代表 腔 中 光子 衰变 所 满足 的 场 主 方程 的 解 . 
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图 8.17 光子 的 产生 ,存活 与 死亡 . 取 自 [38] 图 8.18 ROC FAR REE. 取 自 [38] 


8.7 体系 对 外 来 扰动 的 响应 , 涨 落 - 耗 散 定理 


本 章 以 后 的 讨论 涉及 线性 响应 理论 , 涨 落 - 耗 散 定理 . 实际 上 它们 在 理论 物理 许多 方面 
也 都 有 应 用 . 以 下 根据 Landau 和 Lifshitz t 的 两 书 中 的 有 关 论 述 给 出 简单 的 介绍 . 


8.7.1 电容 率 对 频率 的 依赖 , 氏 ramers-Kr6nig 色散 关系 


在 静态 问题 中 介质 的 电容 率 s 和 磁 导 率 / 都 是 常数 . 随时 间 变 化 的 电磁 场 , 当 其 频率 和 
分 子 或 电子 振动 的 本 征 频 率 可 相 比 时 ,将 产生 介质 的 电 ( 或 磁 ) 极 化 的 起 伏 , 因 此 导致 < 及 1 
随 频 率 的 变化 (色散 ). 随时 间 变 化 的 电磁 场 通过 Maxwell 方程 必然 也 是 随 空 间 变 化 的 . 对 
频率 为 w 的 场 相应 的 空间 周期 (波长 ) 是 4 二 c/w. 如 果 频 率 高 到 使 人 过 a( 原 子 尺 度 ) BHF 
观 连续 描述 失效 . 下面 讨论 的 是 已 足够 大 ,色散 已 很 明显 ,但 还 在 场 的 宏观 描述 成 立 的 范 
围 ,这 个 范围 实际 上 是 足够 大 的 . 因为 介质 中 极 化 状态 的 变化 涉及 的 粒子 运动 速度 vc vf 
极 化 变化 的 弛 和 鸳 时 间 是 a/v, 波 长 A 过 Sac/v>a, 假定 涉及 的 场 强 并 不 过 大 ,D LE 的 关系 仍 
是 线性 的 . 随时 间 变 化 的 电场 E(t) 导致 随时 间 变 化 的 位 移 矢 量 Da). 它们 之 间 最 普遍 的 线 
性 关系 可 以 写作 
DG) = EU) 十 | fCOEG— de, (8.7.1) 


此 处 f(t) 决定 于 介质 的 性 质 . 在 式 (8.7. 1) 中 已 明显 表现 出 因果 关系 : 任何 时 间 的 D(z) 只 
和 在 此 以 前 的 巨 值 有 关 , 而 与 以 后 E 的 值 无 关 . 因此 积分 下 限 设 定 为 0, 即 五 的 宗 量 只 能 专 0. 
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场 可 以 用 Fourier 变换 展 为 单 频 分 量 : 
= = iwr dw 
E(t) | Ewe as i — 
AP ur die E 
no) = [^ Dire 2. 
分 量 E(w) 5 Dlo) HX. 7. DAR. 7. 2) 联 系 ， 
Diwe™ = E(w) e™ + b diE (o) e * ^? f(r) 
= Ewe (1 十 | fdr). 
定义 
etii — 1 十 | fdr, (8.7.3) 
就 有 
D(w) = e(w) E(w). (8. 7. 4) 
注意 DCo) E(w) ,se(ow) 都 是 复 量 ,虽然 DOO EU) ÆRE. 从 式 (8.7. 2 88 
EC-a) =E" Ca) DC-a)-D*G2) (8. 7.5) 
可 以 保证 ECO DORR. f s(o) 的 实 部 与 虚 部 分 开 , 有 
elw) = e lw) + ie" Co). (8.7.6) 
从 定义 式 (8. 7. 3) n] 48 
e(—w) — €" (o). (8. 7. 7) 
HIR 、 虚 部 表示 ,有 
e (— w) =e (o), &(—w) =— e" (lw), (8.7.8) 


即 实 部 为 偶 函 数 , 虚 部 为 奇 函 数 . 当 w>0 时 ,e (0) = 0, m e (0) —6(0) Sen, WAS HE 
量 值 . 

反映 D(z) 与 EE() 因 果 关 系 的 式 (8.7.1) 右 方 积分 下 限 为 0, 将 导致 s(o) 作 为 复 变量 w 
函数 的 解析 性 质 , 它 以 “色散 关系 ”的 形式 出 现 . 下面 的 讨论 是 就 电介质 进行 的 ,金属 将 会 有 
一 些 具体 的 不 同 . 函数 f(z) 对 所 有 的 + 值 都 是 有 限 的 . 考虑 式 (8.7.1),t 是 D(C) 与 E(t 一 7) 
宗 量 之 差 . D(z) 的 值 取决 于 E(t 一 +) 的 值 ,其 依赖 程度 应 随 t 的 增 大 而 减 小 , 即 DC) Xi TE3E 
远 的 过 去 的 EE 依赖 越 来 越 弱 , 故 在 t 值 大 于 一 定 程度 ( 比 引起 极 化 过 程 变化 的 弛 河 时 间 大 到 
一 定 程度 ) 时 f(r) 应 该 为 0. 将 w 推广 到 复 平面 ,将 复 量 的 实 部 与 虚 部 分 开 , 有 

w = w +iw. i (8.7.9) 

式 (8. 7.3) 中 的 积分 包含 因子 1. 对 v 0, EERI PET e 增 大 而 指数 误 减 的 因 
子 , 因 此 ,e(w) 应 在 复 平面 的 上 半 平 面 (w >ORAATARA. 由 于 上 述 SOONER, 
3X8. 7. 338 BH e Co) YE Sc RH - tl, EW Cregular) ih, HE o> OM BUF 19. 总 之 ,e(Cow) 在 
上 半 平 面 与 实 轴 上 是 解析 的 , 在 这 里 要 强调 一 下 因果 关系 将 r 限 为 正 值 的 作用 ,否则 e ”就 
不 成 其 为 衰减 因子 . 式 (8.7.3) 对 复 变 量 w 给 出 


e* (o) = 1 十 | fre" dr =e(—w"), (8. 7. 10) 


D HTRBAF ec “在 w->oo 的 行为 使 积分 趋 于 0. 
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这 是 对 实 变量 w 的 关系 式 (8. 7.7) 的 推广 . 对 虚 轴 上 的 w 即 iw ,有 

eliw ) = e° (iw), (8. 7. 11) 
RIZE 1E H£ ill - e 是 实 量 . 对 负 虚 轴 , 因 为 e(w) 并 不 解析 会 有 割 线 出 现 , 不 能 作出 上 述 结 论 . 以 
上 分 析 了 s(o) 在 实 轴 上 wot hF 1. 由 于 elw EBRR, E w 一 一 ce 时 也 是 一 样 .在 上 
半 平 面 各 方向 趋向 无 穷 时 由 于 因子 e “和 ex 的 作用 式 (8.7. 3) 的 积分 为 0. 考虑 回路 积分 


ip alw) dw, (8; 7.12) 


此 处 a(w) 二 el(w) 一 1, 回 路 图 示 于 图 8. 19,0, 是 在 实 轴 上 
任 一 固定 点 . 被 积分 函数 在 回路 C 及 它 所 包含 的 面 上 是 解 
析 的 ,因此 根据 Cauchy 定理 ,回路 积分 为 0, 沿 无 限 大 半圆 
上 的 积分 由 于 s(ow) 很 快 趋 于 1 也 为 0. 沿 小 半圆 上 的 积分 ， 


据 留 数 定 理 为 一 ira(owo). 因此 ,余下 的 沿 实 轴 的 积分 (在 om 一 oo O wo Too 
附近 中 有 断 ) 与 小 半圆 上 积分 之 和 为 0, 即 图 8. 19 ”积分 式 (8.7.12) 的 回路 
P| ot = ina(wo). 


P 为 取 积 分 主 值 . 将 积分 变量 改写 为 6, 将 wo 改写 为 w, 有 
inalw) = Pl eS ap 


将 a 的 实 部 与 虚 部 分 开 , 有 
"RE Lpf eX qe, 
@ 
(8. 7.13) 
a" ii) 一 一 tpl e CO) qe 


这 是 a 的 虚 部 与 实 部 的 关系 , 称 为 色散 关系 (Kramers 与 Krónig, 1927 Æ). 将 色散 关系 对 
E(w) 写 出 ,是 
d'tay-c3 s lp EO qe, 
E (8. 7. 14) 
d e — ipf CO lag 
s y NR 


以 上 推导 是 对 a(w) 进 行 的 . 具有 在 土 半 平 面 解析 ,和 且 在 ooo a FOO 的 复 变 函数 alw), H 
实 部 与 虚 部 满足 式 (8. 7. 13). 这 样 的 函数 称 为 广义 极 化 率 (generalized susceptibility) ,与 频 


率 有 关 的 电极 化 率 X(w) 和 磁化 率 X。(w) 都 属 此 例 . 


8.7.2 涨 落 的 关联 与 广义 极 化 率 


考虑 一 个 描述 处 于 热力 学 平衡 体系 (或 它 的 一 部 分 ) 的 物理 量 ,这 个 量 将 随时 间 在 其 平 
均值 附近 有 涨 落 . S zx(z) 代 表 此 物理 量 与 其 平均 值 之 差 , 因 而 有 z= 二 0. 一般 而 言 ,在 不 同时 
间 的 z(t) 间 有 一 定 的 关联 .这 意味 着 在 时 间 t 的 z 值 ,对 它 在 此 后 时 间 # 所 取 的 值 的 几率 有 


影响 .统计 平均 
g(t’ —10) = (T(r )) (8.7.15) 


是 这 种 关联 的 一 个 度量 . %(z —0 FUR t 5 C928 8 2S ,并 在 志 一 上 一 co 时 趋向 于 0. 根据 定义 
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$G — a) Xt t Bt 互 换 是 偶 孙 数 .对 量子 力学 的 变量 z(t) ,关联 函数 的 定义 是 


$a —0 = KRG) BC) HEU) £0. (8. 7. 16) 


MEANT) — MATU REGI E B. 3X (8. 7. 16) 中 平均 是 对 量子 力学 态 进行 的 ， 
关联 函数 的 谱 分 析 从 (OD AY Fourier 变换 开始 : 


rw) = a a(tye“ dt, (8. 7. 17) 
ay = r z(o)e * de. (8. 7. 18) 
一 am 2m 
HR (8, 7. 1804 A X C8, 7. 16) ,得 
, a T / —iCat-Fw't^) d d d 

$a — t) = E (2(w)x(w )e“ (D (8. 7. 19) 

要 求 式 (8.7.19) 右 方 只 和 zt — CB X Gr Ga) x Go )) 必 须 包 含 一 个 6 BHAT: 
(x Cox(u )) e 2x X Gsta+e). (8. 7. 20) 


在 此 ,X 作为 w 的 函数 , 仅 是 作为 d 函数 的 系数 通过 式 (8. 7. 20) 定 义 的 . x CO ER, Ti 
Zz(w) 是 复 量 : 

riC-— mw) = zx" lw). 
从 式 (8.7. 20) 可 知 , (x(w)z(w HE w =w BERE Gn Go) 2" (w)), 因 此 是 实 量 , 亦 即 X 是 
w I SE PROC. 3X (8. 7. 200 X. w 5j w 互 换 是 对 称 的 , 即 有 


X C— o) = X Ww). (8. 7. 21) 
将 式 (8.7.20) 代 入 式 (8. 7.19), 有 
«o 一 | roe de, (8. 7. 22) 
RB S 2E 
Kw) = | $ed. (8. 7. 23) 
从 式 (8.7.15) 知 道 ,g(0) 就 是 涨 落 变量 c 的 均 方 值 , 再 用 式 (8. 7. 21) AKC, 7. 22) A 
= f, AOF aN X a e, (8. 7. 24) 
EIX (w) 是 x 均 方 值 的 谱 密 度 . 在 以 上 讨论 中 z(#) 是 经 典 量 . 对 量子 力学 变量 ,有 
IG) Fa’) HEW) Bw) 一 2n X G8 v. (8. 7. 25) 


对 简单 体系 在 一 定 简化 假设 下 $(t) 和 X (w) 可 以 明显 写 出 0, 例 如 准 定 态 涨 落 . 在 一 般 情况 
下 ,可 以 将 涨 落 ( 经 典 的 或 量子 力学 的 ) 和 描述 体系 在 外 加 的 作用 下 响应 的 量 一 一 称 为 广 
义 极 化 率 一 联系 起 来 . 考虑 介质 在 外 加 随时 间 变 化 的 电场 作用 下 极 化 ,将 式 (8.7. 3) 改 
写作 

alae dim [fade de, (8. 7. 26) 


加 ”可 参阅 文献 [4] $122, KH PX Coo MARIAH r G0. 为 了 避免 将 2? G) REL x Co) ]? Be x? GO BS Fourier ER, 
Vt AE iO AX! Co). 实际 上 X(w) 并 不 出 现 . 
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e(w) —1 就 是 广义 极 化 率 的 一 例 . 在 体系 的 Hamilton 量 中 ,物理 量 x 和 外 加 广义 力 f OO S 
合 , 即 有 


V —— xf (t). (8. 7. 27) 
YES A V Bf 2 —0. TETERR A DIZ CO y 
x(t) = | ale) fa— ode, (8. 7. 28) 


它 只 和 扰动 力 在 上 以 前 的 值 有 关 ( 因 果 关 系 ) ,表现 在 对 HARA 0. z CO BIOS DE E 
对 外 力 扰动 的 响应 ,ax(r) 是 表现 体系 性 质 的 时 间 范 数 ,c() 的 Fourier 变换 是 


= | aterem de, (8. 7. 29) 
Tlw) = alw) fw). (8. 7. 30) 


a Co) BRAS XAR AG. x (053. f(t 一 +),T(w) 与 f(w) 间 的 线性 关系 只 在 扰动 V 不 太 强 的 情 
况 下 才能 成 立 , 相 应 的 理论 称 为 线性 响应 理论 . 将 a(w) 的 实 部 与 虚 部 分 开 , 得 


alw) = a lw) ia lw), (8.7.31) 
a(—w) = a' Co). (8. 7. 32) 

式 (8.7. 32) 保 证 aCO ASE. 此 外 ,将 式 (8.7. 32) 的 虚 部 与 实 部 分 开 ,得 
a (—w) — a lw), a" (—w) =— a" lw). (8. 7. 33) 


这 些 都 和 el(w) 的 相应 关系 相同 . 
由 于 和 外 力 耦 合 ,z 产生 了 关联 .外 力作 用 于 体系 要 做 功 , 使 体系 能 量变 化 . 对 耗 散 体系 

这 部 分 能 量 会 转化 为 热 , 体 系 能 量 的 变化 率 是 
dE. 9H ,df 


I EET (8. 7. 34) 
对 单 频 力 f(t) 可 以 写 为 
f@ = jue + fe, (8. 7. 35) 
TH V EP] x FE 
E(t) = 4G) foe™ +a(—w) fi e"), (8. 7. 36) 


此 处 用 了 式 (8. 7. 300,35 (8. 7. 32). 将 式 (8. 7. 35), 5008. 7. 3604 AR C8. 7. 34) 并 对 时 间 取 
平均 ,得 体系 在 外 力作 用 下 单位 时 间 的 能 量 耗 散 Q 为 


Q= Fiola’ —a) | fa P = pen Go) [38 j; (8. 7. 37) 


这 个 重要 关系 表明 耗 散 是 由 a(w) 虚 部 决定 的 . 对 现实 的 过 程 ,Q>>0, 因 此 对 正 实 w 值 ,ae(ow) 
的 虚 部 为 正 . 


8.7.3 涨 落 - 耗 散 定 理 


外 力 fCo) SUE RV E FRA WH zx 的 涨 落 z (w) ,它们 相互 关系 通过 广义 极 化 率 a(w) 表 示 . 外 
力也 引起 体系 内 的 耗 散 Q, 它们 间 的 关系 和 va 的 虚 部 w (w) 有 关 . 那么 , 涨 落 和 耗 散 之 间 是 否 
也 有 内 在 的 联系 呢 ? 表达 这 个 联系 的 称 涨 落 - 耗 散 定 理 . 设 体系 处 于 量子 力学 定 态 ”计算 
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涨 落 关 联 函 数 式 (8.7. 250 XJ n 态 的 平均 , 即 
3 (Ew) ££) + 8/) BC Vm = T Y UG ur Gu +260 Ye Qo). 


(8. 7. 38) 
等 号 右 方 的 求 和 遍及 体系 的 所 有 能 级 . 由 于 Z(t) 依赖 于 时 间 , 它 的 矩阵 元 应 该 用 含 时 的 波 函 
数 计算 , 即 


CECE) ) om 一 [e ^ )'r(p,e “md x 


= ilar —m,, 7 
"IN RE m y 


MA 
E E ee i CEY) e dt = jib x. nt d 
= INL mn (wm 十 o)， 
此 处 c... Fee HE 06 9 RR RE TT, 
Lun = fy: rad x, 
XH Dun Wa Dino 
(8. 7. 38) E y 


Ido) Bo) + SG) fJ. 


—2« x» | Lun |? X [Gom + o20Com. Hw) 


+ 8 Coss + ECan + 9) ]» (8. 7. 39) 
此 处 用 了 2 的 厄 密 性 , 即 zw = Erm o AI wm 二 一 wm , 式 (8.7.39) 等 号 右 方 的 方 括 弧 可 以 写作 
(wm 十 o)6(o 十 w ) + Com + 8C + e ) , 
将 结果 和 式 (8.7.25) 右 方 比较 ,得 
X (Gu) = x 9] | zw VESCO wm) Ow 二 wom ) Je (8. 7. 40) 


右 方 两 个 8 函数 分 别 对 应 跃迁 到 高 于 x 和 低 于 n 的 能 级 . 
量子 力学 变量 :的 涨 落 是 由 于 它 耦 合 于 外 力 而 发 生 的 . Hamilton 量 中 的 耦合 项 是 


d -— 4 -— ide + fg em) 2, (8. 7. 41) 
在 它 的 驱动 下 体系 发 生 n>m BY BRE , A4 BE [8] B] RE JU E 
Wan = zif | zm |? [8C wm) HOC + v ) ]. (8. 7.42) 
两 个 $ AREN A FR UR e BE Tit Fico m FA Fico. 体系 的 能 量 吸收 率 为 
Q— 2, Fico mn W mn 


T | fo 1* >) Emus EOC H ou 2 + Co ohn) 


zd f i» | zu LSC + come) — Co wm ) J. (8. 7. 43) 
HCG. 7. 43) 5338 (8. 7. 37) KBE 
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a'lo) = FD) | Em [TDC + cam) — Go + e). (8. 7. 44) 
式 (8.7.40) 和 式 (8.7.44) 分 别 反映 了 涨 落 的 关联 和 耗 散 ,它们 右 方 的 差别 仅 在 于 括 弧 内 一 
项 正 负 号 不 同 . 它们 之 间 的 密切 关系 可 以 通过 Gibbs 分 布 求 统 计 平 均 的 办 法 找到 . Gibbs 分 
布 是 

ps = exp( t). (8. 7. 45) 
下 是 自由 能 . 对 n 态 求 平均 , 式 (8.7.40) 给 出 
GG)? = x Yo. | x... | [Bw wm) + Bw + rm) J. 

由 于 |zm 1 二 |zxm 上 ,可 以 将 第 二 项 求 和 指标 x,n 交换 ,上 式 变 为 

(X Co)? x 9) o. + p.) | zu. 1*8 0 wm) 


= x Djpx(1 + emi) | zm |?26(o 十 om) 


=x e M) p, | zm |? SC + wm ) s (8. 7. 46) 
以 上 最 后 一 步 用 了 è PICO FEE. 用 同样 办 法 处 理 式 (8 7.44) ,得 
(ow) = le ) 5p, | zm lw + wm). (8. 7. 47) 


原来 式 (8. 7. 44) 第 二 个 3 函数 前 面 的 负 号 称 到 了 on 前 ,最 后 出 现 于 求 和 号 前 面 括 弧 中 第 二 
项 前 . 撤去 统计 平均 符号 ,得 


(w) = fia" (we) coth Ju. e. 2 lid! Go) | + DW |. (8. 7. 48) 


2kT ] 
对 第 一 个 等 号 两 边 作 运算 ,用 式 (8. 7. 24) ,有 


E|. fuo 
(rt) = ,* " (e) coth FET oe (8. 7. 49) 


这 就 是 涨 落 - 耗 散 定 理 (Callan 和 T 1951 Æ). Å C8. 7. 48) 43 Jr Jr EMR UA ho, 55 — X9 E 
振子 零点 能 ,第 二 项 是 振子 在 温度 T 下 的 平均 能 量 . 3X8. 7. 48) 的 低温 和 高 温 极限 分 别 是 
2 T--0 » 
X (o) ———> lia (o), 


To QkT y 
——a (w), 
a) 


X (o) 
即 在 低温 极限 涨 落 是 量子 性 质 的 ,在 高 温 极 限 是 经 典 性 质 的 . 这 个 定理 用 途 很 广 . 在 电磁 场 
涨 落 方面 , 下面 要 讨论 的 van der Waals 力 和 Casimir 效应 都 要 用 到 它 . 在 量子 流体 方面 ,对 
Bose 和 Fermi 流体 都 有 应 用 . 如 果 体系 有 多 自由 度 , 各 自 耦 合 了 不 同 的 力 ,推广 也 是 简单 
的 .考虑 多 自由 度 守 的 耦合 项 
y —— £f, (8. 7. 50) 
重复 指标 表示 求 和 . 广义 极 化 率 通过 下 列 线性 关系 定义 


四 ”在 得 到 式 (8. 7.46) 和 式 (8.7.47) 的 过 程 中 ,用 到 了 pr Lo GRECI. 7.45)) 的 关系 , 虽然 最 后 撤去 了 Gibbs 分 布 的 
平均 ,但 实际 上 Gibbs 因子 是 起 了 作用 的 : 因子 e 名 要 进 入 了 二 式 , 并 最 终 进入 了 定理 ( 式 8, 7, 49)). 


8.8 van der Waals 相互 作用 


T, lw) = an Co) fi Co). 
体系 的 能 量变 化 是 


É —— f, Z.. 

关联 的 谱 密 度 是 
IO a 
ZEX X 作为 w 函数 的 引入 是 和 式 (8. 7. 200 4B BL 89 9. 对 量子 态 n 求 平均 导致 
COX, Xn) Ce) De =e >) GO Giu BCD TE ee ) 

t+ (Th som Cr dn Ow + mn ) ]. 

对 单 频 扰动 
fü) - lose + fà e) 
体系 的 响应 是 
Zi = F ban Go) fue ™ + as Co) fae". 


MESE CB. 7. 55) St (B. 7. 50 4E AGIR CB. 7. 52) EXHI shi — RUIT Hi A 


Q = Tua — an) fa. f ok- 
Q gg" 21 «fa GO Giu Go H ae) 
— (x). Gri) Co + Wm) J. 

比较 以 上 两 式 给 出 

ai — au =— Em S Gus (4 Yam BC H om) 

— (x). Grim 8Co + Wem ) ]. 
对 Gibbs 分 布 取 平均 ,得 到 广义 的 涨 落 - 耗 散 定理 ; 
(2%) = i Cas —au)coth fe, 

左 方 是 r, 的 谱 密 度 . 
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(8, 


Ya 


[a 


eRe 


jt. 


7. 


«T. 


se 


i bs 


54) 


55) 


56) 


57) 


58) 


. 59) 


60) 


考虑 两 个 中 性 原子 (没有 电荷 ,没有 磁 矩 ) ,距离 Ra( 原 子 尺度 ). 它们 间 的 相互 作用 是 
如 何 产生 的 呢 ? 原子 1 由 于 涨 落 有 了 自发 电 偶 极 矩 , 它 在 原子 两 处 产生 的 电场 极 化 了 原子 
2, 产 生 诱 导电 侦 极 矩 . 原子 间 的 偶 极 - 侦 极 相互 作用 是 涨 落 关联 性 质 . 首先 给 出 量子 力学 推 


中 ”为 了 避免 (zi ino Cw) r (2) x (OO f) Fourier 7E 368 89 9E i b US CA 14 1 I E OG X0 (o0. EP Cri RS 


关系 是 pu (0) = Gun) = [^ rw 22 
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FHE F. London(1930 年 ) ,得 到 相互 作用 势能 V. 与 距离 关系 是 Vocl1/R'. 它 属于 长 程 力 
(有 别 于 e “型 的 短程 力 ),R“ 的 依赖 是 普 适 的 : 它 与 原子 结构 无 关 . 1940 年 Overbeek 用 
悬浮 石英 粉末 进行 van der Waals 力 的 测量 ,结果 是 在 距离 小 时 ,对 R“ 依 赖 是 对 的 . 但 在 R 
大 时 ,V 的 减 小 要 比 R“' 更 快 . Overbeek 认为 这 是 由 于 推迟 作用 引起 的 . 1948 年 ,Casimir 和 
Polder 考虑 了 推迟 作用 ,得 到 VocR™’ ,结果 仍 是 普 适 的 . 一 个 依 束 原 子 极 化 的 过 程 ,结果 却 
和 原子 壳 层 结构 无 关 , 不 论 是 否 计 人 推迟 作用 都 是 一 样 . 是 否 存在 更 深刻 的 原因 呢 ? 
Casimir 请 教 了 N. Bohr 并 受到 他 的 启发 ,从 零点 能 的 变化 推导 出 了 Casimir-Polder 力 . 

两 个 球 对 称 原 子 , 分 别 位 于 ri ,r; ,其 距离 R= |r, 一 ri | Da AFRE). 由 于 宇 称 守恒 ， 
原子 没有 电 偶 极 矩 . 但 由 于 涨 落 ,原子 1 S086" BER GUB "dy C. 它 在 原子 2 处 产生 电场 
3n(d? » n) — d? 


Biin) = =! (8.8. 1) 
此 处 n= PEE 这 个 场 使 原子 2 产生 感应 hy re (B AG s 
di^ = mE, Cri). 
Et E, 场 内 的 能 量 是 
lar ink m— Fa Ei Cr). (8. 8. 2) 


因子 去 的 出 现 是 由 于 d, 正 是 被 E, 诱导 产生 的 . 同样 原子 2 的 自发 ( 涨 落 ) 电 偶 极 矩 使 原子 


I 有 了 感应 电 偶 极 矩 ， 带 来 能 量 一 地 ai 到 (ri)， 总 相互 作用 能 是 
$a: Ei (r,) — Ta Et Gr. (8. 8. 3) 


涨 落 场 需要 进行 平均 . 从 式 (8, 8, 1) 得 
3¢ (di? * 0X» (CGIgp»» 


GG) = - (8. 8. 4) 
对 球 对 称 原子 ,其 自发 偶 极 矩 应 是 各 向 同性 的 ; 
(Cd? + n)*) = (di) = (di) = (Gt) = In. 
因此 ， 
Gt) = i gy. 
类 似 地 ， 
GG) = ga Cty. 
相互 作用 能 是 
VOR) —— d s Cd) 十 aa Cg). (8. 8. 5) 


将 它 表 示 为 谱 密度 形式 ,有 


O ”dm? 是 涨 落 场 所 感 生 的 ,因此 有 (dm 一 0, 但 出 现在 最 终结 果 的 都 是 不 为 0 的 平均 值 . 
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VOR) 二 一 a " o (a, (w) (di, (a) ) rasta Celt GaN (8. 8. 6) 


在 线性 响应 理论 中 ,响应 4& 是 由 涨 落 场 诱导 出 来 的 ,它们 由 广义 极 化 率 a 相 联 系 , 因此 根据 
涨 落 - 耗 散 定理 有 


(di;(u)) = fia", Co) coth 29. 


BRT’ 
a (8.8.7) 
(a3, (w)) = fia; Co) coth Tod 
V(R) =— he i (as Cu) ai Go) 上 Gade (woth de. (8. 8. 8) 


a 的 虚 部 是 w B At PRÉC coth 也 是 其 宗 量 的 奇 函 数 . 因此 式 (8. 8. 8) PH a 和 az 都 是 只 有 其 
实 部 ( 偶 函 数 ) 对 积分 有 贡献 . 式 (8. 8.8) 括 弧 中 的 量 可 以 改写 为 
Rea; Cw) Ima; (w) + Rea; (c) Ima; (wo) = Imla (war (92), 


即 VR) -- 3 Ap dom (a, (war Cw) ) coth Å. (8.8.9) 
对 处 于 基态 的 原子 , 极 化 率 是 
m e* fon = 
alw) = 2j AU wien” wee (8, 8. 10) 
此 处 fo ERRE 0 一 n 的 振子 强度 ， 


2 
, 


fo == Siw | BMC 


G0 — (E, — E,)/h; 
z, 是 第 1 个 电子 的 z 坐标 . 将 式 (8. 8. 10) 35 (8. 8. 11.4 AX C8. 8.9), RK T—0 并 作 回 路 积 


分 加, 最 后 得 到 
"T | 24 Cai? yu | i | Riccar 


WOO =~ R 24 EO PEP — EP — EP C 


R-* 是 普遍 的 ,其 系数 D CO 是 和 原子 壳 层 结构 有 关 的 ,这 个 结果 和 下 . London 的 相同 ,他 
采用 的 是 对 倘 极 - 偶 极 相互 作用 
d, * d; ~~ 3(d, * n)(d, * n) 
R? 
作 二 阶 微 扰 . 虽然 did; 都 是 涨 落 的 量 ,(d ) 王 人 ds ) 王 0, 但 (di di? «(duds BARA 0. 
关于 本 节 内 容 请 参阅 文献 [16]. 
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(8.8.11) 


2 


(8. 8. 12) 


8.9.1 振荡 偶 极 子 的 场 2 


当 R 和 振 葛 偶 极 子 的 辐射 波长 可 相 比 时 ,推迟 作用 就 不 能 忽略 . 作 任意 运动 电荷 的 
场 是 从 Lienard-Wichert 势 导出 的 : 


D 可 参阅 文献 [36], 
Q 请 参阅 文献 [17]8$8 63, § 72. 
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€ eo 
, ee -E E E (8.9.1) 
Roe el 


此 处 尺 是 从 电荷 到 观测 点 了 的 矢 径 ,是 电荷 速度 . 右 方 的 量 (R 与 v) 都 在 时 间 1' 取 值 ,而 1 
由 式 (8. 9.2) 决 定 : 


fe =ý (8. 9. 2) 
t 一 上 是 信号 传播 距离 R Erasmi [8]. 有 若干 电荷 组 成 的 体系 , 当 P 
观测 点 P 距 体 系 很 远 时 ,可 将 原点 O 选 在 体系 内 的 任 一 点 . 令 R 
R, 73 P fox 1$ ,r 为 菜 一 电荷 的 矢 径 , 在 R >r 条 件 下 ,有 ( 见 n 
图 8. 20) ^ 
R=|R,—r|+~R,—aner, (8.9.3) O 
此 处 图 8.20 电荷 e 和 观测 点 
Rs PRHRBER 


n= (8.9. 4) 


近似 地 , 式 (8.9.3) 给 出 偶 极 辐射 .n，r 的 高 阶 项 及 它们 的 微 商 则 给 出 高 阶 多 极 辐射 ,其 中 
最 重要 的 是 电 四 极 和 磁 偶 极 辐射 . 将 式 (8. 9.3) 代 入 式 (8. 9. 1) 的 矢 势 ,得 


(t’) 
M ee (8.9.5) 
eR, (1 e n 2) 


2ru 


当 电荷 运动 速度 v&c 时 , 式 (8. 9. 5) 分 母 上 的 一 “可 以 忽略 . 由 于 oai ,因此 ao c 


红 c 一 ,以 上 的 近似 相当 于 aKa. 于 是 有 


w) 


=i evlt ) z= Ea =. PN 
A R, R; d(t’), (8. 9. 6) 
此 处 d 是 电荷 的 偶 极 和 矩 ， 
d 一 er. (8.9.7) 
在 v&c 近似 下 , 式 (8.9.2) 变 为 
= p= Be (8.9. 8) 


标量 势 ¢ ARR d 的 关系 可 以 用 Lorentz 条 件 得 到 
v-a ++ = o. 


将 式 (8. 9.6) 代 人 ,对 上 积分 ,得 


gr (8. 9. 9) 


Rn 
要 处 理 的 具体 问题 的 条 件 是 Roa AD a fA RA, 最 后 一 个 条 件 带 来 了 复杂 性 . 因为 在 R> 
六 时 ,电荷 的 辐射 已 可 以 看 做 是 平面 波 . 只 要 用 HV XA RHH, US E-— HX n. 后面 这 个 
关系 只 对 平面 波 适 用 . 但 对 Rx4, 辐 射 还 不 能 看 做 是 平面 波 . 此 外 在 常用 的 Coulomb 规范 


V* A—O 中 ,可 以 只 用 矢量 势 4 Si WR EH—VXA,E— 一 二 4， 但 此 处 的 矢量 势 式 (8. 9. 6) 
并 不 满足 Y。 4 一 0, 因 此 4 和 Yy dde TS ERU. MAM DEH HAMEL 
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zl xx 
Hc XE. 
P (8. 9. 10) 
E = VV- R, ig e R, 
对 单 频 分 量 d(w)e "Tk r PURRE d (we SS babe Mk 9. 10) ,得 
H(o) — i 二 
(8.9.11) 
E(w) = # dw) u + (dGo) * V) ve m- 
进行 微分 ,得 到 
* ^ ik i 
H(w) =ikd Co) x file = g)e^ x 
Lid de — 1l AR 5 
E(w) —d(o) 二 tpi ae 
E um. AR, 
4 n(n* + dC) ( ER tg): (8.9. 12) 
将 式 (8. 9. 12) 用 分 量 表 示 以 显示 E(w) 和 dj;(w) 的 关系 ,并 将 R。 改 为 尺 ,得 
E; lw) = 98 (o,R)d;(o), (8. 9. 13) 
此 处 
ik 
DE Cw, R) ="|(ġ +E- 5), 一 ais D? (gs — pe mens ] (8.9. 14) 


是 电磁 场 的 推迟 传播 函数 . 和 式 (8. 9.12) 相 比 , 式 (8. 9.13) 便 是 考虑 了 推迟 作用 得 到 的 偶 极 
子 产 生 的 电场 . 


8.9.2 在 均匀 介质 中 电磁 场 的 涨 落 了 


电场 分 量 的 关联 函数 (E; Gri )E;(r,。)) 对 获得 考虑 推迟 的 van der Waals 力 的 最 终结 果 
是 重要 的 , 它 和 矢量 势 的 关联 (A;(r)A;(r;)) 有 关 . 在 Hamilton EF A 是 和 电流 密度 j BS 
的 . 在 均匀 介质 (或 真空 ) 中 ,扰动 的 产 (0 和 响应 A;( 涨 落 ) 是 通过 广义 极 化 率 on RAW. aa 
是 什么 ,可 以 通过 Maxwell 方程 找 出 , HE Coulomb 规范 $& —0, EHF BL AX RES EG) = 


一 一 A(r) ,因此 


2 
(E, Gi OE; (rz) Co) =~ (Ao YA; (rz) Co»). (8. 9. 15) 
A 5j j 的 关系 来 自 Maxwell 方程 (频率 表示 ): 
VX H(r.o) = Ej (rw) —“D(rw). (8.9. 16) 


右 方 第 二 项 是 位 移 电 流 ,在 介质 中 有 


D, (o) = Eik (w) E, (o2, 
| (8, 9, 17) 
Bi Cw) = pa Go) H; Co). 


O 请 参阅 文献 [18] $ 75~76. 
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在 均匀 .各 向 同性 非 磁 介质 中 ex (o) =e lw) Ox »pa (w) 二 64. 场 和 矢量 势 的 关系 是 
Blr,w) = VXACr, w), 
| (8. 9. 18) 


Erw) = eA (rw). 
将 以 上 两 式 连 同 ei ,ps 的 条 件 代 入 式 (8. 9. 160 ,得 到 
KZ — Qa Vv’) m 9 (wa Tm x SX; Foo. (8. 9. 19) 
C c 
要 解 这 个 方程 ,最 方便 的 是 用 Green PR 377 1. Green 函数 满足 的 方程 是 
2 
KZ — 05 Vv") = pre (mB, [Dic — li (a) D LE Kòz? Cr, = rz) , (8. 9. 20) 


Dh EfB f R 是 “推迟 "之 意 . Maxwell 方程 的 内 涵 已 经 包括 了 传播 (推迟 ). 将 Green 函数 
对 r 作 Fourier 变换 ， 


Di Gr — r: sw) = a fet? DI (w kde, (8.9.21) 
则 变换 满足 的 方程 是 
L — àjk* +8, eC) pt (ork) = 4n Bib. (8. 9. 22) 
方程 的 解 是 
R 人 NUT NER AE 7 
DÈ (wk) = 4x h^ D mm ec P (8, 9. 23) 


ere Co) —k* 
这 是 立即 可 以 验证 的 , 它 是 在 均匀 ,各 向 同性 非 磁 介 质 中 的 推迟 Green 函数 . 方程 (8. 9. 19) 
的 解 是 
A; Cro) mI [Di (ri Pj :0) J4 (m, r;)d'r,. (8. 9. 24) 
A fll j TE Hamilton 量 中 的 耦合 是 
- Lo « kiridi. (8. 9. 25) 


从 式 (8. 9. 24) 和 式 (8. 9. 25) 两 式 可 以 读 出 ,响应 A/e MR ja 通过 广义 极 化 率 wx 联系 ,而 
ai 就 是 


aa (wt) — r2) m L DRG, — rz vo). (8. 9. 26) 
根据 涨 落 - 耗 散 定 理 ,4 的 关联 函数 是 
CA, Gi Aj (2) Cw) 一 一 ImDRCoyr — r;)coth zm. (8. 9. 27) 
推迟 Green PR DS (wr; ee 9, edm Fourier 变换 得 到 . 从 


e? 


—L p inet 
T k? 4" R 


开始 , 作 置 换 X 一 二 V 一 e(w) ,就 得 到 


e? veu) R 


DE (wR) 三 一 h (8 zm 3 


将 上 式 代 人 式 (8. 9. 27) 及 式 (8. 9.15) ,得 


elw 2) ^^) 
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(E, GE; G4)? lo) 一 一 jicoth 22. 25 m| [5 oye (w) + 2,2, | 
-wa V9 1r n 
T a | (8. 9, 28) 
在 真空 中 elw) =l, y —elw =—jD, ha 
- wW 
i exp(i—R 
DÈ (w, R) 一 一 ti (8 + 52,2.) ur ) 
完成 上 式 中 的 偏 微 商 ,得 
2 . 
DC RY = h exp(i *R)[ (25 4- 3 — pr) ca. NN 
|. ko 
t2 apt) nine |. (8. 9. 29) 
比较 式 (8. 9. 29) 和 式 (8. 9. 14) ,得 知 
2 
(E; Qi) E, Gr.) > 也 可 以 写作 
(E, Gr Ej rz) (wa) —— film98 Cw R) coth Ae, (8.9.31) 


2kT 
8.9.3 Casimir-Polder 相互 作用 


当 电 磁场 的 传播 在 理论 中 得 到 反映 , 涨 落 的 自发 偶 极 子 相 互 作用 的 机 制 就 变 得 丰富 多 
了 .不 仅 有 偶 极 子 的 涨 落 关 联 , 还 有 场 的 涨 落 关 联 . 考虑 在 ri Sh BR i oe. 
dii(w) =d +a (w) E, Cri sw) + a: lw) 25 (wR) d 
+ ai Go) DE Co R)a: lw) E; (ryw) +o. (8. 9. 32) 
右 方 第 一 项 是 自发 涨 落 偶 极 矩 ， 第 二 项 是 由 涨 落 的 场所 诱导 的 偶 极 矩 ， 第 三 项 是 由 r; 处 传 
EA n (有 推迟 ) 的 电场 所 诱导 的 偶 极 和 矩 ; 第 四 项 是 在 r; 处 的 涨 落 场 诱导 产生 的 偶 极 和 矩 产 
生 的 电场 ,经 推迟 传播 到 r 处 诱导 产生 的 偶 极 矩 ,等 等 . 在 ri 处 的 电场 是 
6, Gri sw) =E(riyw) + B Cw Rd + 95 Go Roa; lw) E; (re sw) 
+ 98 Cw R)a: Co) Dw, — Rod, ++. (8. 9. 33) 
右 方 第 一 项 是 r, 处 的 涨 落 场 ; 第 二 项 是 r MAHI A RRE ^E B £8 HER fe RI r 的 
电场 ; 第 三 项 是 r 处 的 涨 落 场 诱导 产生 的 偶 极 矩 所 产生 的 电场 经 推迟 传播 到 r, 的 场 ; 第 四 
项 是 在 ri 处 的 自发 偶 极 矩 产生 的 电场 经 推迟 传播 到 r (注意 2; 的 宗 量 一 R) 时 诱导 产生 偶 极 
矩 , 偶 极 矩 的 电场 再 经 推迟 传播 到 n 的 结果 ,等 等 . 在 n 处 偶 极 矩 与 电场 的 相互 作用 是 


VCR) -—ir Seq, « : Elri )) Cw), (8. 9. 34) 


此 处 标量 积 要 对 涨 落 取 平均 . 考虑 到 以 下 几 点 : DII) —(5»—0; OM R 无 关 的 项 (例如 
只 会 nn RRE n 的 项 ) 可 以 弃 去 ; 图 因 与 果 交 叉 相 乘 所 得 的 高 阶 项 可 以 略 去 . MAR OM 


(D ji 前 的 负 号 源 于 对 介质 有 Ime>0 以 对 应 吸收 ,请 参阅 文献 [18]pp. 321—322. 
四 ”请 参阅 文献 L36]. 
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相互 作用 能 量 , 既 包含 电场 的 涨 落 关联 消 数 ,又 包含 偶 极 矩 的 涨 落 关 联 旺 数 ; 
(d, * Elri 9) =a: (wa Cw) 95 Go, R) LE, Cri ) E, (r,)) Cw) 
+ a: (wm) DP Go R)I (wR) dd) (w) 
+a lwa: Co) 25 (w,R)(E, Cr, E, Cr2) Cw) 
+ a; Ca) 28 (wR) DE Cw, — R) (ded)(w). (8. 9. 35) 
将 d* 看 做 涨 落 变 量 , 相 应 的 极 化 率 是 a,. 在 各 向 同性 介质 中 a, a 因此 涨 落 - 耗 
散 定 理 给 出 


(didu?) (w) = filma: (w)coth 517 (8.9.36) 


m 
(GE, Cr, E, (rs)) 已 由 式 (8.9.31) 给 出 ,代入 式 (8. 9. 35) 得 到 


(d, * (ri))(w) =ficoth [2a (o) az Cw) 25 C , R) Im (wR) 


+ Ca; Co) Ima; (w) + a; (w) Ima; (w) ) 95 Go , R) 95 (wR) ]. 
HAO , 13 Je; 48 IRR HE HH BE 


V(R) =~ hlm scot Jie ho (os (ew) ats (9) OE Cw RIP Cw RD). — (8.9. 37) 


2kT 
这 是 VO Ai a DONE ER. 给 出 aCoD ,在 原则 上 可 以 得 到 V(R). 下 
面 只 就 两 种 极限 情况 进行 讨论 . 
(1) HORS RR. 
E.G) = 920. Sag, 
时 , 式 (8.9.37) 给 出 静态 结果 . A E, GO) — 95 CORO do, T Eb A 
POR) = 3994 Sy 
由 此 可 得 
R x 
95 C0 .R)9 (0,R) = Er, 
而 式 (8. 9. 37) 给 出 
VR) = an Hd 242 Ima; a 
与 式 (8. 8. 9) 相 同 . 
(2) 低温 极限 
tt KT—0,coth ee Bw 61 (Ft w>0) ME DE (eu R) GR(G. 9. 29) 30 (8. 9. 30) ALA , 18:3] 
2w 
yr (TR) WX - 
VN) em ——|. Áo w w w 
jl R © c R (2R) (ZR) 


(8. 9. 38) 


E (2R y Ima; (w)a2 (9)) do. 


田 ” 请 参阅 文献 [36]. 
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HINER S R0 exp( Z ER )]-~1, 只 取 带 头 项 (ccR-“) ,得 
V(R) =— SF imf” ai PETE Ciis 


和 式 (8. 8. 12) 对 应 应 . IKER TRL, 积分 只 在 ^20 重要 , 故 可 将 wyaz 的 余 量 代为 0 并 提 
出 积分 号 外 ,此 时 积分 可 算出 : 
VE 
telet) 


SM 23 Mn Cas CO). (8. 9. 39) 
这 就 是 Casimir-Polder 7] ,对 大 距离 它 与 R. REKE MERS £e HC LER JS FU. oI 区 给 


出 主要 贡献 . 


8.10 零点 能 , 场 真 空 涨 落 与 van der Waals 相互 作用 


在 Heisenberg 求 出 一 维 谐振 子 能 量 本 征 值 以 前 10 年 ,Planck 就 给 出 频率 为 o 的 谐振 
子 在 温度 T 和 辐射 平衡 时 平均 能 量 的 表达 式 人 


fio l 
U = mr Tt to (8. 10. 1) 


“4 T>0 I Ue T fo, Plack 认为 这 零点 能 没有 意义 .但 Einstein 81H 24 kT > fio) 时 ,如 果 


保留 到 jiw/kT 一 次 项 ,就 有 


Ux. ie 


itt olen) 
即 在 AT > ho 时 ,如 果 要 U 没有 一 阶 量子 修正 ,就 需要 零点 能 . Einstein 认为 零点 能 的 存在 
是 可 能 的 59. 零点 能 不 仅 在 概念 上 是 必要 的 一 一 它 体现 了 量子 力学 不 确定 关系 ,而 且 实际 
上 它 在 固体 物理 中 是 可 以 测量 的 . 当 位 于 唱 格 上 的 原子 随机 振动 ,其 均 方 位 移 为 (过时 ,从 
品 体 上 散射 的 X 射线 强度 是 


1 m T z 


I = Lexp(- $006), (8. 10, 2) 
G 是 散射 的 动量 转移 ,I 是 从 刚性 晶 格 上 的 散射 强度 . 指数 函数 被 称 为 Debye-Waller AY. 
质量 为 M 的 经 典 谐振 子 的 热 平 均 势能 是 了 kT, 因 此 根据 
m TNR CUTE 
式 (8. 10. 2) 就 可 写作 


O HERRE. T. 48). 
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re I, exp[— MC |= I, exp| — mae |. (8. 10, 3) 
如 考虑 谐振 子 的 零点 能 , 则 在 T—0 时 
Uh, < $ fits 


因而 使 T—0 时 
(8. 10. 4) 


I= L,exp(— AC] 


3c Kr UE BA» Debye-Waller 因子 指数 上 的 量 在 T—0 时 并 不 是 线性 地 减 小 到 0( 如 式 (8. 10. 3) 
所 示 ) ,而 是 趋 近 一 个 不 为 0 的 数 , 因 而 确证 了 零点 能 的 存在 . 


在 场 论 中 的 真空 涨 落 能 处 理 起 来 更 为 复杂 ,. 由 于 场 的 每 一 个 模式 都 有 零点 能 广 jiw， 而 
在 自由 空间 中 单位 体积 内 频率 在 o~>ow 十 do 间隔 中 的 模 数 为 


dN, = do, 
因而 单位 体积 中 在 此 频率 间隔 内 的 零点 能 是 
"TE L, L ludo, (8. 10. 5) 
总 的 单位 体积 零点 能 是 
E, = | o, Go du» (8. 10. 6) 


它 是 发 散 的 .一 个 处 理 方法 是 ,因为 它 没有 物理 的 可 观测 后 果 而 把 它 丢 弃 ; 另 一 个 处 理 办 法 
是 将 上 模 的 能 量 


E, = y Nilai Heald (8. 10. 7) 


"P EO FFE Fe BUE OA IESU BUD, 


E, — i has * ala, Haja! := ħanalars (8. 10. 8) 


从 而 等 效 地 弃 去 了 零点 能 . 在 意识 到 Dirac 方程 不 能 预言 气 原子 光谱 的 Lamb 能 移 (2Si,, 与 
2Pijs 能 级 有 很 小 的 辟 裂 ) 时 ,H. A. Bethe 指出 ,这 可 能 是 源 于 原子 中 的 电子 和 真空 涨 落 场 相 
H JE Rl. 他 在 计算 中 ,将 自由 电子 与 真空 涨 落 场 相 互 作 用 的 能 量 ( 它 是 无 限 大 ) 从 原子 中 束缚 
电子 与 真空 涨 落 场 相互 作用 的 能 量 ( 它 也 是 无 限 大 ) 之 中 减 去 . 如 果 用 非 相 对 论 量子 力学 ,这 
个 差额 仍然 是 无 限 大 ,但 是 要 “缓和 ”得 多 . 它 是 对 数 发 散 , 即 与 频率 o BHARR. 当 取 积 
分 上 限 woof}, E Bi Ino X Bk. Bethe 采取 了 切断 措施 , 取 一 切断 频率 o. — mc 有 作为 积分 
LR ,结果 就 是 有 限 的 , 且 这 个 差额 (Lamh 能 移 ) 与 实验 值 甚 为 接近 . 此 外 ,这 个 值 对 积分 上 
限 取 值 的 依赖 相当 弱 . R. P. Feynman 进一步 证 明 ,如果 用 相对 论 量 子 力学 ,这 个 差额 本 身 就 
是 有 限 的 , 且 和 实验 值 一 致 . 这 个 成 功 导 致 Feynman, Schwinger, Tomonaga( 朝 永 ) 发 展 的 
重 正 化 量子 电动 力学 理论 . 


D ”正规 乘积 是 把 算 符 乘积 重新 排序 ,使 产生 算 符 位 于 消灭 算 符 左面 . 调动 一 次 次 序 ,Fermi 子 算 符 飞 以 因子 一 1， 
Bose 子 算 符 不 变 号 . 
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运用 真空 涨 落 的 另 一 个 领域 是 由 H. B. G. Casimir 开创 的 .他 和 Polder 导出 了 (CR)cc 
R-"'( 式 (8. 9. 36)) 的 结果 后 ,思考 一 个 问题 R “的 普 适 性 (原子 壳 层 结构 的 特殊 性 只 作为 
系数 出 现 ) 是 否 有 进一步 的 理由 .在 1947 年 的 一 次 散步 中 ,他 把 自己 的 结果 告诉 了 N. Bohr. 
Bohr 说 “ 那 是 新 的 结果 ,很 好 . "Casimir 接着 说 ,他 对 结果 如 此 简单 而 且 普 适 感到 困惑 . Bohr 
回答 说 可 能 与 零点 能 有 关 . 根据 Bohr 的 指点 ,Casimir 接着 计算 了 零点 能 的 变化 , 重 现 了 他 
和 Polder 原来 的 结果 区 . 这 个 成 功 使 Casimir 进一步 去 研究 真空 涨 落 其 他 的 可 观测 性 
质 , 导 出 了 Casimir 效应 . 在 讨论 这 个 效应 以 前 ,我 们 先 讨论 如 何 用 场 的 真空 涨 落得 到 
Casimir-Polder 势 站 ,推导 涉 及 的 物理 是 简单 的 ,更 精确 的 推导 可 以 参阅 文献 L22] 的 第 耳 
节 . 考虑 两 个 中 性 的 .有 内 在 自由 度 的 体系 . 令 辐 射 的 波长 其 大 于 任 一 个 体系 的 尺度 ,因而 偶 
极 近 似 适用 .但 4 可 以 和 R 相 比 ,因此 推迟 作用 是 重要 的 . 体系 2 位 于 r,s. 在 r; 处 的 电场 由 
BAKER E, Go r:2 UR Ei(w,r;) 组 成 ,后 者 是 由 ri 处 的 真空 涨 沙场 Eo Co, ri VE SET" 
HI REE d? Cw) =a Cw) Eo Cori ) 所 产生 的 电场 推迟 传播 到 r, 的 . 这 个 场 由 式 (8. 9. 132, 
式 (8. 9. 14) 给 出 .作为 数量 级 估计 ,只 取 


(w)Eo(wsti) /oR 
E, (org) ax TORT g (25), 


Cc 


(8. 10. 9) 


IA et CU. ROC RARI DEREN 28 e REED OC <1 内 数量 级 为 


0O(1), 且 g(x)/z 在 x 一 0 时 为 有 限 .以 上 涨 落 变 量 d. E 的 时 间 振 荡 因 子 都 不 明显 写 出 了 . 
上 述 两 部 分 电场 之 和 为 E BI 
E; (wr) = EsCGosr;) + Ei Cosr;), 
它 诱导 产生 的 偶 极 窍 是 
d,(w) = a; Ca) LE; Gus r2) + Ev lwr) |, 
相互 作用 能 是 


Vw,R) & Dosw) [LE Caste) +E, Gor). 


E? 项 只 与 r, 有 关 而 和 R 无 关 , 可 弃 去 ,Ei 是 高 阶 项 也 可 忽略 . 因此 
VCo,R)zz a2 (w) E; Casta) e E, Cm r2?) 


" wR 
a e 
= > (wa; Co) Ey Co ri ) . E; Co, r;) R: ‘ (8. 10. 10) 
今 系统 被 封闭 于 体积 为 Y 的 盒 内 , 涨 落 场 模式 分 布 是 
2 
N(w) = Y do, 
就 给 出 相互 作用 能 
VOR) = x | a: (wa Cw) Eo Cos) . E; Go, rg (S5 )N (wdw. 


在 «ry. HI ADR It, E, (wor) 8] Hl Es Cos re) BUR FEA 


GE Cwr)? .y- hws 
因而 有 
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——Á—— ——— 


VOD = "37 ads Cat dai, (8.10. 1D 


GR)? va. l 
对 R 大 (推迟 重要 ), 即 c/R AAT eo —c/R lo Lens RR 因此 alw) By 
用 静态 a(0) 值 取代 . 作为 数量 级 估计 ,有 


1 
VGO s €, (04, wf EET 


T i 
Rr 
~ Beas (Oa: (0), (8. 10. 12) 
此 处 积分 是 O(1) 量 级 . 式 (8. 10. 122 i tH VCR) OCR’, Bl Casimir-Polder 结果 . 
Yale 大 学 研究 组 报告 了 测量 Casimir-Polder Jj AVG R^". 他们 对 通过 平行 板 腔 的 基态 
Na 原子 的 强度 作为 板 间 距离 的 函数 进行 了 测量 . Casimir-Polder 力 的 存在 通过 基态 原子 在 
受 限 空间 的 Lamb 能 移 得 以 显示 出 来 ,因为 在 受 限 空间 中 的 电磁 场 的 真空 和 自由 空间 中 的 
不 同 . 由 于 真空 场 随 位 置 而 变化 ,Lamb 能 移 也 随 空 间 变 化 , 它 的 梯度 就 对 应 于 作用 于 原子 
的 、 朝 向 腔 壁 的 Casimir-Polder JJ. G. Bartont2 作 了 严格 的 量子 电动 力学 计算 ,得 到 理想 平 
行 镜面 间 的 球 对 称 基态 原子 和 腔 的 相互 作用 势 : 


x |da [^ dp *cosh(2zgz/L), 1 (ples 
Ulz) = 2mm i OE o tan (53). (8. 10. 13) 


此 处 z ERTA HP Be AY BS. OR LT BA SCR AS ETT LL. 是 平行 板 间 的 距离 ,d., 是 电 偶 极 
算 符 在 激发 态 和 基态 间 的 矩阵 元 ,o 是 哑 积 分 变量 . 这 个 表达 式 可 以 在 两 个 极端 情况 下 得 到 简化 . 

l. van der Waals 极限 : L<4,4 是 主要 跃迁 3s— 3p 的 波长 , 场 的 推迟 效应 可 以 忽略 . 
式 (8. 10. 13) 可 以 写作 


1 
CUN. T 2¢g | d* |g) PUT —— 

UW = in- S3 ES XM [oy Be "TES | (8. 10. 14) 
ERTS BBR EAE AEM SRA BS BE SE YE AT I] LAE. 近似 
的 成 立 可 以 估计 如 下 . 因为 原子 位 于 基态 ,跃迁 3s—3p 只 能 是 虚 过 程 ,根据 不 确定 性 原理 ， 
虚 光 子 的 寿命 是 wa 下 P .推迟 效应 可 以 忽略 的 条 件 是 Le. 


2. MF LA <- 当 原子 不 是 很 接近 一 个 板 时 推迟 效应 是 重要 的 . 式 (8. 10. 13) 可 以 用 
Casimir-Polder boris : 


3 — 2cos? TI 


4 nz 


l sx Rica (0) 


; 10. 15 
4TEo L* (3 3 


Ucp "FS 
8cos 


a(0) 的 出 现 强调 Lamb 能 移 的 修正 中 真空 谱 低 频 部 分 的 重要 性 . 比较 式 (8. 10. 140 和 
式 (8. 10. 15) 我 们 看 到 从 了 瞬时 van der Waals 势 的 工 依赖 性 改变 为 具有 推迟 效应 的 
Casimir-Polder 势 的 工 ” 依赖 性 . 这 个 势 的 梯度 给 出 原子 和 腔 壁 间 在 工大 时 的 Casimir- 
Polder 力 , 它 正 是 实验 要 测量 的 .在 这 里 需要 说 明 一 点 ,处 于 激发 态 的 原子 能 够 辐射 真实 光 
子 , 它 的 寿命 较 长 ,可 以 对 原子 有 较 强 的 影响 , 腔 对 于 激发 态 原子 的 牵引 很 大 , 它 会 掩盖 住 
Lamb 能 移 的 改变 . 因此 Casimir-Polder 力 的 精确 测量 只 能 用 基态 原子 .图 8.21 绘 出 在 厚度 
为 lym 的 平行 板 腔 中 的 Na 原子 基态 能 级 的 移动 ,作为 和 腑 中 心 线 距 离 的 沙 数 . (a) 代 表 真 
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33, (bo fU XE BEI] van der Waals 势 ,(c) 代 表 Casimir-Polder 势 . 能 移 正 是 原子 在 平行 板 腔 
中 经 受 的 势 . 图 8. 22 给 出 实验 装置 的 示意 图 . 


能 移 UkKHz 
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图 8.21. 在 厚度 为 lym II 1 4 rp Na Iib f£ A ds fie B. CELL 22] 


T 


Pea A 


35 
FAM p^ d 


i d 
图 8.22 SCPETER EE ER. 取 自 [22] 


钠 原 子 从 炉 的 垂直 狭 颖 (lcm 长 ) 扩 散 出 来 ,进入 10 torr 的 真空 . 原子 进入 槐 形 的 金 腔 ， 
金 腔 3cm 高 ,8cm 长 ,宽度 可 以 在 0.5 ~8um 间 调 节 . 它们 在 图 8. 20 中 所 示 的 势 中 被 偏转 . 打 到 
腔 壁 上 的 原子 被 吸附 的 几率 很 高 . 在 中 心 线 附近 通过 的 原子 最 终 将 从 腔 中 逸 出 . 它们 被 两 束 橙 
加 的 激光 共振 激发 到 12s 态 ,并 被 场 电离 ,被 通道 电子 倍增 器 探测 . 激光 束 是 聚焦 的 ,使 得 探测 
的 范围 约 为 2004 m 大 小 的 高 度 , 对 应 精确 确定 的 腔 的 宽度 . 透射 原子 的 强度 TOL fe D s f Es 
的 宽度 L 的 函数 被 记录 下 来 .用 I(6jym) 归 一 化 ,得 出 相对 透射 率 T(L) 二 I(L)/1T(6pm). A 
明度 (opacity) 定 义 为 1/T(L). 结果 绘 于 图 8. 23. 这 是 Monte Carlo 计算 结果 ,原子 在 炉 中 满足 
Maxwell-Boltzmann 速度 分 布 ,随机 飞 进 腔 中 ,在 给 定 的 势 作 用 下 传播 . 为 了 更 好 地 区 别 不 同 的 
势 K L HERES 0.7um, 结 果 示 于 图 8. 24. 可 以 明显 看 出 瞬时 van der Waals 势 应 被 排除 ,有 推 
迟 效应 的 Casimir-Polder 势 是 精确 QED 势 的 很 好 近似 . (图 8. 23 和 图 8. 24 中 的 曲线 (a) 相 当 
于 精确 的 QED 势 ,曲线 (b) 相 当 于 瞬时 van der Waals 势 ,曲线 (c) 相 当 于 无 相互 作用 . ) 
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T 


EHH IE 
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8.23 不 透明 度 和 腔 宽 度 的 依赖 关系 . 取 自 [22] 
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0 
0.7 0.8 0.9 1.0 1.1 1.2 
腔 宽 度 L/hm 


图 8.24 不 透明 度 和 腑 宽度 的 依赖 关系 沁 的 变化 范围 推 延 到 0. 7jm. 取 自 [22] 


8.11 Casimir 效应 


A EPA LXL 完全 导体 ,距离 为 4( 图 8.25). 以 边 长 方向 为 xz,y 轴 ,d 方向 为 z Hh. 
中 电磁 波 模式 为 
tom = xe( + r+) y (8.11.1) 
此 处 Lymn 是 正 整数 或 0. 盒 中 场 的 零点 能 是 
Ed)= 之 1 2X fite, 


= Yeh PE zm). (8. 11. 2) : 


d 
式 中 因子 2 来 源 于 每 一 个 模式 Lm,n 关 0 的 两 个 独立 偏振 态 . 求 3i 
和 号 上 的 撤 号 “” 意 为 如 果 三 个 指标 lmn 中 的 一 个 为 0 时 ,不 图 8.25 两 块 上 XL 完全 


用 因子 2, 因 为 对 这 种 模式 只 有 一 个 偏振 态 @. adL, t LAm TEENY d 
SR AN RE RT LA A AAP RS, BD Ak, 已 没有 任何 限制 , 亦 即 
Ey = Bae |. dk, [ ak, (££ +E)", (8.11.3) 
Edi x Leid Eb d M Kos 
E, free) = "eld dk. |" d, [^ di. C: HRE de kt), (8. 11. 4) 


此 处 所 有 模式 都 不 受 局 限 . E; — Eo (free) 就 代表 在 = 方向 对 模式 的 局 限 给 零点 能 带 来 的 变 
化 , 即 


2,2 \ 1/2 


2 e L 
Vid) = E, — E free) == F<] orae [^ ae, (k +45 + SF) 


: duca +? abt], 
7X JO ü 0 


变换 到 极 坐标 RHR =r, [ae dk, = E | drr, Esta 


O QR n HOM k=O. cy 平面 传播 ,偏振 矢量 只 能 在 平行 于 zy 平面 且 垂直 于 大 的 方向 . 
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L? hic , o 2.2. 1/8 
Vid) =", abs [ dr r(r +E) 


— fl" ak, f ar rlr tm | 
x Jo E 


pan p fier’ KiS T "m 
vid) = ERR (Sy [aen — Pis aee). can 


这 是 两 个 发 散 积分 之 差 . 定义 


FQ) = | dé w^, (8.11.6) 
式 (8. 11.5) 就 可 写 为 | 
X ALTI 3 -| 
Vid) = E [3 F() + 2, FG) — J. dgF Gp |. (8. 11. 7) 


Z3 5 B1 SH FA Euler-Maclaurin 公式 给 出 : 


3 FO — | dgFGp —— 5 FC) 一 
0 


n=1 


st Ag Bernoulli & B, 定义 为 


1l 


1 
gy BF (0) 一 和 BF 0 一 …， (8.11. 8) 


二 = Y5r, (8. 11.9) 
H B=}, B=- 35.948. 积分 仍 是 发 散 的 . 原因 是 /的 
对 波长 比 原子 尺度 还 小 的 模式 ,完全 导体 近似 就 不 再 
适用 了 . 因此 需要 引 人 一 个 切断 函数 fC), EE 


大 小 超过 临界 值 ( 原 子 尺度 的 倒数 )k, 时 函数 值 迅 速 å "m X 
ME O, mM bc. 时 ,函数 值 为 1( 图 8.26). 3X FE A 
分 就 可 以 写作 图 8.26 切断 函数 


Pd = | aecet+ uty? ¢( 3 VE), 
了 的 宗 量 就 是 大 ERHAN. 变换 积分 变量 为 5 一 & 十 w ,有 


Flu) = [ago p(nst), (8, 11. 10) 
此 处 下 对 zx 的 依赖 只 通过 积分 下 限 , 故 有 
F'(u) 一 一 mer). (8. 11.11) 


在 求 下 对 的 更 高 阶 微 商 时 ,注意 到 S(O —1 并 f/ O0 B8 4& Er 0 ERE XE k — 0 处 为 0. 因此 
F(0)=0,F’ (0) =0, F”(0) = —4,8 A Br Gi HE k= 0 处 都 为 0. 这 样 Euler-Maclaurin RR 
就 可 求 出 ,而 得 到 

Vid) _ her’ B __ m fic (8, 11. 12) 


M —— — — 


L? d 4| 720 d*' 
这 个 结果 与 切断 频率 无 关 , 是 个 “很 干净 ”的 结果 .平行 板 单 位 面积 上 的 力 是 


312 第 8 章 腔 量 子 电 动力 学 ,van der Waals HA Casimir 效应 


2 
F=- Rh. (8. 11. 13) 


这 是 个 很 微弱 的 力 . 如 果 d. 用 um 表示 ,这 个 力 的 大 小 是 一 M dyn/cm?, Sparnaay/ 于 
1958 年 在 实验 中 测 出 了 它 ,不 仅 测 出 力 的 大 小 ,而 且 测 出 了 力 与 距离 的 关系 . 
关于 本 节 内 容 请 参阅 文献 [L251]. 


8.12 强 耦 合 机 制 下 的 腔 量子 电动 力学 


腔 量子 电动 力学 的 要 旨 是 增强 原子 和 光子 间 的 耦合 . 在 自由 空间 ,光子 仅 在 通过 原子 时 短 
暂 相 互 作用 . 当 原 子 和 光子 都 被 捕获 在 腔 中 时 ,耦合 就 变 得 强 许多 . 在 腔 中 原子 可 以 发 射 一 个 
光子 ,然后 再 把 它 吸 收 ,这 可 以 重复 发 生 . 近年 来 物理 学 家 试图 研究 在 强 相 互 作用 体制 下 的 腔 
量子 电动 力学 ,并 取得 重要 的 进展 . 在 这 种 体制 下 ,在 原子 和 光子 逸 出 腔 之 前 会 发 生 许多 次 
Rabi 振荡 . 如 果 能 够 让 原子 在 腔 中 的 驻 波 波 腹 处 静止 ,就 得 到 最 强 的 指 合 . 这 个 想法 已 经 在 荷 
兰 的 Delft 研究 组 (I Chiorescu,J. E. Mooij 55)? 和 Yale 大 学 研究 组 (A. Wallraff 55)091 实现 . 

Delft 研究 组 研究 的 是 超 导 量 子 比 特 (“ 原 子 ”” 和 SQUID (EAR B5 18€ B FRX) Hh 
绕 , 以 及 探测 量子 比特 状态 的 探测 系统 . 缠绕 体系 的 产生 和 控制 是 通过 微波 谱 学 的 方法 以 及 
探测 耦合 系统 的 Rabi 振荡 实现 的 .图 8.27 所 示 的 装置 是 由 电子 束 刻 蚀 和 金属 蒸发 镀膜 制 
造 的 . SQUID 是 一 个 大 环 用 两 个 Josephson 结 隔断 , 它 和 右面 的 小 环 ( 由 三 个 串联 的 
Josephson 结 组 成 ,这 就 是 通 量 量子 比特 ) 融 合 在 一 起 . 外 加 的 垂直 磁场 将 量子 比特 置 于 半 
个 磁 通 量子 ©, /2 附近 . 通 量 量子 比特 就 成 为 有 两 个 “ 自 旋 向 上 ?| 个) 和 “ 自 旋 癌 下 ”| VM 
态 的 可 控 二 能 级 系统 ,相应 于 持续 电流 “ 顺 时 针 方 向 ”和 “ 逆 时 针 方 向 ”流动 了 ,二 者 间 通 过 了 
SHA. 微波 场 由 同 平面 的 波导 (图 中 标明 微波 线 ) 提 供 , 它 和 量子 比特 通过 电感 看 合 . 电流 
线 (了 ) 送 出 读 出 的 脉冲 ,而 体制 改变 由 电压 线 (V) 探 测 %. 量子 比特 和 SQUID [8] RFRA f 
得 量子 比特 和 谐振 子 体系 的 耦合 动力 学 研究 成 为 可 能 . 

量子 比特 环 的 动力 学 由 耦合 能 量 e 和 隧 穿 辟 裂 A 决定 . 当 超导体 跨越 三 个 结 的 相位 差 
y, 等 于 x 时 , 环 是 一 个 对 称 双 阱 ,状态 | 和) 和 | y > 是 简 并 的 ,在 此 对 称 点 co = 0. 隧 穿 解除 了 
简 并 ,现在 线性 组 合 | 士 ) 成 为 能 量 本 征 态 , 它 们 的 能 量 差 是 A. SQUID 偏 置 电流 的 改变 ( 相 


应 通 量 偏离 8。/2) 导 致 能 量 本 征 态 的 能 量 差 变 为 Ve FAT. 量子 比特 系统 的 Hamilton BS 


H, =_e E (8. 12. 1) 
SQUID 系统 由 以 下 Hamilton RR: 
1 
= t 
H. = Ro, (a'a- 5). (8. 12, 2) 


Hab o. —1/ VLC, L fI C 是 SQUID 电路 的 有 效 电 感 和 电容 ,a'a 是 光子 数 算 符 , 量子 比特 - 
SQUID 耦合 源 于 共享 电路 的 电流 分 布 , 由 相互 作用 Hamilton 基 描 述 : 

Hp, = Jo. (a +a’), (8. 12. 3) 
此 处 A 是 耦合 强度 . II ZR BE RS | Bn) ,8 代表 量子 比特 的 状态 (8=0 代表 基态 ,8=1 


O 见 6.3 节 和 图 6.8. 近 期 的 发 展 可 参阅 文献 [35]. 
O SQUID 转换 到 有 限 电压 体制 的 几率 与 激发 态 布局 数 有 关 , 当 Rabi 振荡 发 生 时 增 大 或 碱 小 . 
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代表 激发 态 ) n 代表 谐振 子 的 状态 ,n 二 0,1,2,…. 能 级 绘 于 图 8. 27(b) 的 插图 中 . 系统 从 状 
态 100) 开 始 . 通过 持续 的 共振 脉冲 可 以 达到 不 同 的 |Bn) 秋 加 态 . 施加 不 同 频率 的 长 微波 脉冲 
可 以 测量 SQUID 转换 到 有 限 电 压 体 制 的 几率 ,后 者 与 激发 态 布 居 成 正比 . 施加 一 个 短 的 电 
流 脉冲 ( ,监测 SQUID 是 否 转 换 到 有 限 电 压 体 制 . 结果 绘 于 图 8. 28. 上 面 的 扫描 曲线 (在 
x 脉冲 后 ) 表 示 系 统 首先 被 激发 到 |10) ,并 从 此 衰变 到 |01)( 红 边 带 ) 或 100)(Larmor ME). 
下 面 的 扫描 曲线 (在 2x 脉冲 后 ) 系 统 被 转动 回 100) ,并 从 此 被 激发 到 |10) 或 |11;( 蓝 边 带 ). 
共 观 察 到 三 个 共振 频率 (图 8. 27(b)). RTE REF LR AY | 00) <> | 10) fA] BY Rabi 振荡 频率 外 ， 
还 观察 到 相应 于 |10*>|01) 的 红 边 带 和 相当 于 |00*>|11) 的 蓝 边 带 . 这 给 出 了 量子 比特 和 
SQUID 间 强 耦合 的 明证 ， 
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(b) 
图 8.27 量子 比特 -SQUID 装置 和 能 谱 . 取 自 L32] 
(a) 系统 的 原子 力 显 微 图 ; 图 中 大 环 是 SQUID, 右 方 通过 三 个 结 的 小 环 是 通 最 量 子 比特 ， 
小 环 与 大 环 的 面积 比 是 0. 37. 左 方 的 微波 线 是 波导 的 一 部 分 ,通过 它 提供 微波 场 . 
图 中 的 长 度 标 度 表示 lum. (b) 共振 频率 和 AD=O— Oo /2 的 关系 ， 
(b) 中 插图 ; 给 定 偏 置 下 的 能 级 图 . 


4 在 x 脉冲 后 |00) 一 |10) 
40 aS nita Cadi ol ana’ fitnt Moe. 
^I ` : 
ze V gy ib at Í F, =6.48GHz 
E. 3 3.58GHz E 
EZ 30 H | — 
25 FA 948GHz ~ 
在 2x 采 部 后 100) 一 |00) ail l +13dB s 
20 - ^ Lou Mere havea enya gm ARRA Tn 
3 4 5 6 7 8 9 10 


MW $i #2/GHz 
8.28 能 级 的 谱 学 表征 . 取 自 [32] 
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Yale 大 学 的 研究 组 使 用 了 芯片 上 的 腔 和 一 个 Cooper 对 盒 , 示 于 图 8. 29. 一 维 传输 线 共 
振 腔 是 刻 蚀 制造 的 ,有 超 导 平 面 波导 的 全 波段 . Cooper 对 盒 ( 量 子 比 特 ) 放 置 在 超 导 线 之 间 
并 与 中 心 线 电压 驻 波 波 腹 处 电容 耦合 ,由 此 产生 量子 比特 与 腔 中 光子 间 的 强 电 候 极 相互 作 
FH. Cooper 对 盒 是 一 对 小 的 Josephson 结 联 在 一 个 环 中 ,可 以 通过 外 加 磁 通 调节 有 效 
Josephson fiÉ it ^" . 输入 和 输出 信号 通过 中 心 线 与 传输 线 的 电容 隙 与 共振 腔 相 耦合 . 这 样 就 
能 够 对 腔 的 振幅 和 相位 状态 进行 测量 并 通过 直流 或 射频 脉冲 操控 量子 比特 状态 . 腔 的 
Hamilton 量 仍 由 式 (8. 12. 2) 给 出 . 在 操作 温度 T<100nK 时 共振 腔 几 乎 处 于 基态 , 热 布 居 
(ata) «0. 06. 腔 中 平均 光子 寿命 超过 100ns. 共振 腔 的 真空 涨 落 给 出 中 心性 体 和 接地 平面 
间 的 电场 为 EA0.2V/m, 比 通常 的 三 维 共 振 腔 要 大 几 百 倍 . 耦合 量子 比特 -共振 腔 体系 的 
等 效 电路 示 于 图 8. 30. 


图 8.29 ! 合 基 子 比特 -共振 腔 体 系 示 意图 .有 取 和 [35] 


A PE hel (C C 
n cnt 


图 8.30 ”耦合 量子 比特 -共振 腔 体 系 的 等 效 电路 图 . 取 自 [33] 


输入 门 电压 V, 感应 门 电 蓓 n, EH Cooper 对 盒 的 静电 能 量 Ey 一 4Ec (1 一 nn.) ,此 处 
E. 是 电容 能 量 . Josephson 能 量 是 Ey 二 Ew cosa 2 如 在 文献 [35] 中 指出 的 ,相关 的 自由 度 是 


在 岛 (Cooper 对 盒 ) 上 的 Cooper 对 数目 . 在 电荷 体制 下 4 > E, ; 将 门 电荷 限制 在 [0,1] 区 间 ， 
岛 上 只 有 一 对 相 邻 的 电荷 态 是 相关 的 . 这 样 Hamilton 量 就 约 化 为 二 能 级 系统 的 


H, =— E; gos 2 (8. 12. 4) 
此 处 基态 和 激发 态 由 Pauli 自 旋 量 | y ) 和 | AAR. 它们 的 能 量 差 iiw, 可 以 通过 改变 外 加 通 
量 和 门 电压 调节 . Cooper X1 f MISE He rn Ze t 5 JE TOR HER Gr A C, HABA. Stik ES BC 
空 电 压 涨 落 V。。.. 改 变 Cooper 对 的 能 量 BICI reg — dE. ,此 处 d 是 电 偶 极 矩 . BAK 
系 由 Jaynes-Cummings Hamilton 量 描述 51 . 


MM —————————— 
See 
一 -一 


Hic =f H, +H, 十 g(atg +ac*). (8. 12. 5) 
记 共 振 腔 的 裸 共振 频率 为 TELA Aw, an HSM LIE 3 up ESERE 


Ido, A) 1, 4D ,相应 的 能 量 为 Es —hG, tg) ,此 处 0.1 指 共 振 腔 状态 ,人 ,+ 
指 量子 比特 状态 . 在 大 失 谐 情况 下 Hamilton E XJ ffi 4e 2997 

H ~ h(w +e. ata + 4 nfn +E os. (8.12.6) 
3t d Hes 5) EK E A RERET ERE SR AS, Ae 1 t EK ke E C B8 13 ORR 


态 . 类 似 地 ,量子 比特 的 能 级 间距 与 共振 腔 中 的 光子 数 有 关 . 
测量 作为 频率 ver 函数 的 微波 探测 束 的 传输 ,将 大 失 谐 条 件 下 的 归 一 的 传输 谱 示 于 


8. 31(a). 观察 到 相应 |0, + )-11, V) BREE AY BRIE BR o, — 5. 在 共振 情况 下 A 二 0 和 
n,—1 时 图 8. 31(b) 给 出 相应 于 |0, 09 | EERE Rabi 频率 的 劈 裂 ， 


tT Ta 


传输 T7378 


6.02 6.03 6.04 6.05 6.06 6.07 
Fii Ed Vp/ GL iz 
(b) 


图 8.31 取 自 [33] 
(a) 大 失 谐 透射 谱 ; Cb) 共振 透射 谱 , 显 示 Rabi MPS. 虚线 表示 g=0 0, PL I ) 简 并 ) 情 况 的 计算 结果 


这 些 实验 证 明 在 Josephson 电路 中 高 水 平 的 相干 性 和 可 控 性 是 可 能 的 ,这 对 量子 通信 
和 量子 计算 是 很 重要 的 . 
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第 9 章 
量子 Hall 效应 


在 量子 Hall 效应 研究 的 20 年 期 间 已 经 授予 过 两 次 Nobel 物理 奖 . 在 整数 量子 Hall 效 
应 的 研究 中 发 现 Hall 电阻 的 量子 化 值 完 全 由 基本 常数 表达 . 在 凝聚 态 物理 的 研究 中 所 测 的 
数值 与 固体 材料 的 特性 无 关 , 这 属于 例外 情况 . 这 个 现象 反映 了 物理 学 中 基础 的 规律 性 . 在 
9.2,9.3 节 中 我 们 给 出 为 理解 量子 Hall 效应 所 必需 的 一 些 理论 基础 , 即 Landau 能 级 和 磁 
通 量子 化 .在 9.4 节 中 介绍 整数 量子 Hall 效应 的 实验 结果 和 理论 诠释 ,包括 对 于 这 个 现象 
反映 基础 规律 的 Laughlin 的 规范 不 变性 论据 . 

分 数量 子 Hall 效应 对 实验 物理 学 家 的 经 验 和 造 证 要 求 很 高 ,而 其 理论 诠释 更 富 挑 战 
TE. 在 整数 量子 Hall 效应 中 量子 化 Hall 电阻 对 应 被 填 满 的 Landau 能 级 数 ,那么 在 分 数量 
F Hall 效应 中 一 个 Landau 能 级 填充 1/3,2/5 等 又 有 何 特殊 之 处 呢 ? 想 要 写 出 这 样 状态 的 
近似 波 函 数 不 仅 要 求 物理 的 洞察 力 , 即 理解 到 这 样 的 状态 是 电子 间 相 互 作用 形成 的 强 关联 
的 集体 态 ,而 且 要 求 辛勤 地 去 设想 波 函 数 的 形式 并 一 步 一 步 使 用 试探 波 郴 数 以 验证 其 正确 
性 ,结果 产生 的 Laughlin 波 函 数 比 人 们 所 能 期 望 的 还 要 准确 得 多 . 除 基 态 外 ,也 获得 了 原 激 
发 (分 数 电荷 的 准 粒 子 和 准 空 穴 ) 的 波 函 数 .大 量 高 质量 的 研究 成 果 使 人 们 认识 到 分 数量 子 
Hall 态 是 一 种 新 型 量子 流体 的 状态 .在 9.5 节 中 介绍 这 些 发 展 . . 

其 他 各 节 讨 论 理论 概念 的 进一步 发 展 . 例如 ,整数 和 分 数量 子 Hall 效应 可 以 在 复合 
Bose 子 图 画 基 础 上 达到 统一 的 理解 ,复合 Bose 子 是 电子 和 奇数 磁 通 量子 束缚 在 一 起 形成 
的 . 此 外 ,还 讨论 了 量子 Hall 物质 的 整体 相 图 . 

在 这 个 方向 上 已 经 有 了 许多 新 的 .概念 性 的 进展 . 我 们 的 重点 仍 是 和 量子 力学 基本 原理 
有 密切 联系 的 进展 ,其 他 方面 许多 前 沿 的 进展 读者 可 以 阅读 有 关 的 参考 文献 . 


9.1 经 典 Hall 效应 


将 长 方 条 形 导 体 沿 其 长 度 (z 轴 ) 加 一 电场 E. CPE B5 e Dic 86 RE ON 
je = net, (9. 1. 1) 


此 处 是 载 流 子 密度 ,e oo 分 别 为 其 电荷 及 速度 . 在 = 方向 加 均匀 磁场 也 ,电流 即 发 生 信 
转 ,在 垂直 于 y 轴 的 两 个 侧面 上 积累 异 号 电荷 ,这 些 电荷 产生 横向 电场 已. 当 忆 一 一 vB 时 
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Cc 为 光速 ) ,电流 在 y 方 向 就 不 再 受 力 . 当 电 流 稳定 后 测 出 j;,E, AB. 它们 之 间 的 关系 是 


E, = jes a 
定义 电阻 率 ps 为 
oa = 2, (9.1.2) 
据 E, 5 B 的 关系 可 得 
me, (9.1.3) 


通过 测量 各 量 能 推出 载 流 子 浓度 . 如 载 流 子 为 电子 , 则 E, 沿 一 y 方 vu, 
[g; 载 流 子 为 空 穴 ,E, i y Jm. 
在 》 轴 方向 的 电热 差 称 为 Hall 电压 Uu, CA E, 的 关系 是 
Un 一 巨 上 L，,，, 此 处 工 , 是 导体 横向 宽度 . 从 式 (9. 1.2) 可 知 Un 和 B 成 
正比 ,这 个 线性 关系 示 于 图 9. 1. O B 
这 个 效应 是 1879 年 Edwin H. Hall A 3089. 发 现 后 约 100 Æ, o 1 经 典 Hall 效 应 
Klaus von Klitzing 和 Dorda, Pepper 发 现 了 量子 Hall Mw. 由 
于 这 项 发 现 ,Klitzing 获得 了 1985 年 诺 贝 尔 物理 学 奖 . 1982 年 崔 琦 、H. L. Stormer 和 A. 
Gossard"! 发现 了 分 数量 子 Hall 效应 , 4E E. H. L. Stormer 和 R. Laughlin 获 1998 4E p Ul 
尔 物 理学 奖 . 


9.2 电子 在 均匀 磁场 中 的 运动 ,Landau 能 级 


带电 粒子 在 均匀 磁场 中 运动 的 量子 力学 人 问题 是 L. D. Landau 在 1930 年 解决 的 . 沿 z 77 
向 均匀 磁场 B 的 矢量 势 选 为 


a a Jac, cd (9.2.1) 
Schrödinger 能 量 本 征 方 程 是 i 
5E á H ^s eB y ^2 ^2 "3 = 
Bp = =| (B. =y) + Bi + BE |p ps ,By = Ey. (9. 2. 2) 


AH s, 是 电子 自 旋 z h, uB 是 电子 自 旋 磁 矩 在 磁场 B 中 的 能 量 . 由 于 Hamilton 量 
中 不 含 坐 标 zx 和 z, 因 此 p, RI p. 都 是 运动 常数 ,求解 时 可 将 p 写作 


Segoe) = exp| Gs + pez) [op (9, 2. 3) 
HACO. 2. 3) 代 回 式 (9. 2. 2) 即 得 X(y) 所 满足 的 方程 : 
Xo) + Se] (E+ us.B - Be) _ mo! Cy = y)? xo» =0, (9. 2. 4) 
式 中 
yo =— Ee, (9.2.5) 


u— 5 (9. 2. 6) 
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o, 是 电子 在 磁场 B 中 的 进 动 频率 . 式 (9. 2. 4) 正 是 一 维 谐振 子 所 满足 的 方程. 因此 式 中 
E+ ps B- 2 ie ete AEH (n+ +) hon. 故 有 


T 1 p. 
E, = (n+ 2 ) fax. + e ps.B, (9. 2, 7) 
相应 的 本 征 函 数 是 
= a Se 3 — Yo 
X, Cy) nta? mr 2a* |x. ( a ) (9. 2. 8) 


RH H, 是 Hermite 多 项 式 ,a 一 V/ h/mo.. AMM p. 并 不 进入 能 量 的 表达 式 , 而 是 通过 
式 (9. 2.5) 确 定 谐振 子 的 平衡 位 置 . 若 粒 子 在 工 方向 的 运动 不 受 局 限 , 则 p. 可 以 连续 取 值 . 
若 工 方向 的 范围 由 长 工 - 所 局 限 , 则 p. 值 是 分 立 的 , 即 


p, = EH, (9.2.9) 
此 处 1=0,+1,+2.°. 相应 的 平衡 位 置 也 是 分 立 的 ;其 间隔 为 
_ € 2xh 
Ay =- ; (9, 2. 10) 
fr L, 长 度 内 能 排 下 的 平衡 位 置 数目 为 
Ly sBLIE, 
As he * 
而 在 xy 平面 单位 面积 内 的 平衡 位 置 数目 , 亦 即 单位 面积 内 态 的 数目 为 
eB 
"p = =, (9. 2,11) 


hc 
为 了 对 于 Landau 能 级 的 简 并 度 有 一 个 概念 ,考虑 在 一 个 Landau 能 级 被 完全 填充 的 样 


品 的 单位 面积 能 级 数 n = B= Cua) ,此 处 ao = (BE) 被 称 为 “ 磁 长 度 ”, 是 量子 Hall 


效应 中 长 度 的 常用 标准 . 在 典型 的 量子 Hall 效应 实验 中 as 约 为 50 一 100A, 即 na 的 量 级 为 
10! cm ^. . 典型 样品 的 面积 为 10 * cm’ ,因此 Landau 能 级 简 并 度 的 量 级 是 10 . 

若 电子 被 局 限于 二 维 空间 (zy 平面 ) 中 运动 , 即 没有 = 方向 的 自由 度 , 且 磁场 足够 强 以 
使 电子 完全 极 化 (一 us:B 为 常数 ) ,能 量 本 征 值 即 可 简单 地 写作 


E, = (n+ 5 ) ha. (9, 2. 12) 


能 级 是 分 立 的 ,它们 称 为 Landau 能 级 . 对 于 某 一 个 Landau 能 级 ， unb ae 
式 (9.2.11) 给 出 ,因此 Landau 能 级 的 简 并 度 也 就 是 ne. 
沿 一 z 轴 的 均匀 磁场 B 也 可 以 选用 矢量 势 的 对 称 规 范 : 


A, = Ay. A, 一 一 ox, A, = 0. (9, 2. 13) 


Hamilton $ Æ 

^ -L[(&-9») (5, 85) ]. (9. 2. 14) 
此 处 完全 极 化 的 电子 自 旋 在 磁场 中 的 能 量 作为 一 个 常数 就 不 再 列 人 了 . 以 式 (9. 2. 8) 中 的 
a; 作为 长 度 单位 ， 
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ES ze lic 1/2 
a= (sac) =f | ' 
并 用 复 坐标 z Kz’ 作为 独立 变量 取代 工 及 y: 
EN ie -— .2—19 


2as 


A XO. 2. 16018 


a B od a Ü 158 
et ti 


az 9y dz" 
可 以 简单 地 从 式 (9. 2.16) R09. 2. 17) 得 出 以 下 几 个 关系 : 


: 1 
z’ z= ga +9"): 


""— A 
2 dz“ X Jr Sy) 
9 9 (E a? 
az 99 EU AI 
dz dz az 35) 


WER C9. 2. 140 HH z HE z^ XB 


H= i ho. [ — a3 (27 es) Lat iod 

dedere d] 

= bale -Aet 
定义 算 符 a Ala’ 为 

iih e-i 
就 得 到 
H- fio [a'a-- ] 

a Ma’ 满足 对 易 关 系 


Fara VEN 
在 a'a 对 角 化 的 表示 中 ,能 量 本 征 态 是 
E = hw. (n - 5. ). 


(9, 2. 15) 


(9. 2. 16) 


(9. 2. 17) 


(9. 2. 18) 


(9.2. 19) 


(9. 2. 20) 


(9. 2. 21) 


(9. 2. 22) 


这 正 是 二 次 量子 化 的 谐振 子 问题 . 由 式 (9. 2. 14) Br xg LUA KAO, Rr ALIE — A 
自由 度 和 相应 的 量子 数 , 就 像 百 ( 式 (9. 2. 2)) 中 的 $B. 一 样 . 它 不 进入 能 量 本 征 值 的 表达 式 ， 


但 决定 谐振 子 的 平衡 位 置 . 和 式 (9. 2. 19) 相 比 , 可 类 似 地 定义 为 
人 a A o3 
b= Fle ud b = (z z Je 
它们 也 满足 


[ba] = [5,2] = 0; 


[5.5 ] = 1, | 
[bta] = [5,2] = 0. 


(9. 2. 23) 


(9. 2. 24) 
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因此 ,及 的 本 征 态 也 可 以 同时 是 515 的 本 征 态 , 即 有 
^ 1 
Hj, = ha (n +> ) dem ° 
b' by, = nu. 
广 的 本 征 态 ww 满足 
Ah om = 0, 
BJ 
9 
(2+ 5-5 ) dom = 0. 
它 的 解 可 以 从 一 个 最 低 解 we 生成 ,此 处 
Yoo = const EE, 
将 b 作用 于 Jv。 上 mm 次 ,有 
do» = const(b! )” poo = const ze" , m=0,1,2,.,M. 


对 最 低 Landau 能 级 而 言 ,m 就 是 角 动 量 量子 数 . 将 角 动 量 算 符 的 = 分 量 


L min(e ra) (ras ar) 
作用 在 ww 上 ,并 用 
L.z" = hmz", Le™ =0, 
就 得 到 


Lepom = Ampoms 
证 明了 上 面 的 陈述 . m 的 上 限 M 如 下 可 以 确定 . 对 m—M SR GC + y): 


* M.—2x"z,, * + 
E WE: (z' z)"e z“ zdzdz MEL 
人 oc > 
4a | (z'z)"e * *dezdz" 2 
0 
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(9. 2. 25) 


(9. 2. 26) 


(9. 2. 27) 


(9. 2. 28) 


在 积分 中 dzdz* 可 以 用 平面 极 坐标 面积 元 2ardr 代替 ,z* < 二”, 取 积分 即 得 结果 . 若 二 维 平 


面 面 积 为 A, 则 有 
A = n(az* + y!) = 2xai (M + 1). 


当 M 很 大 时 ,单位 面积 上 态 的 数目 ns 是 


=M _ «B 
" A c^ 
即 
=B — © 
EE = o. 


此 处 更 为 通过 平面 的 磁 通 量 . 结果 和 式 (9. 2. 11) 相 同 . 
从 式 (9.2. 197 和 式 (9. 2. 23) 可 得 


btb = ata + EL. 
用 此 关系 得 到 
b' Eb wn irs UD ron =" TUP mm + Lm , 


(9. 2. 29) 
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即 
Lp» = Cm — ns. (9. 2. 30) 
dus he L. 的 本 征 函 数 ,对 Landan 能 级 n0, ff zl E E] ZI (E (E de Om n). 从 式 (9. 2. 28) 
可 得 
[L..b] —— hib, [L.,5'] = ho’. (9. 2. 31) 
这 个 结果 意味 着 ,5 RID! EHF L: 的 本 征 态 时 ,分 别 降 低 和 升 高 工 - AERA. 由 于 5 和 5" 
不 改变 量子 数 ”它们 所 降低 和 升 高 的 是 量子 数 m. 
M bb 的 本 征 函 数 是 
d» = const(5' )" Ca )" gio 


ee const(z— 52) (= -a)€*. (9. 2. 32) 


dz 
第 一 Landau 能 级 上 的 各 态 是 
dw. = const ze *, m = 1,2,-,M. (9. 2. 33) 


9.3 磁 通 量子 化 


在 本 书 3.1 节 中 讨论 了 磁 通 量子 化 . 在 空心 的 超 导 圆 柱 环 内 通过 的 磁 通 是 量子 化 的 ,是 
hc/2e 的 整数 倍 . 杨振宁 和 N. Byers 指出 ,这 并 非 电磁 场 新 的 物理 原理 . Ao 是 带电 粒子 的 
电荷 , 则 磁 通 量子 @ = hc/q 的 存在 是 规范 不 变性 以 及 波 防 数 单 值 性 的 结果 . 在 超导体 中 存 
在 Cooper 对 ,9q 王 2e, 因 此 实验 中 测 出 的 磁 通 量子 是 hc/2e. 在 3. 1 节 讨 论 的 Aharonov- 
Bohm 效应 表明 延展 态 电子 在 B= 0 的 区 域内 可 以 感知 磁 通 更 的 存在 ,但 在 更 的 值 相 差 一 
个 磁 通 量子 O —hc/e 时 ,干涉 条 纹 是 没有 区 别 的 .在 量子 Hall 效应 的 物理 中 , 磁 通 量子 化 
也 是 重要 的 ， 

设 在 zy 平面 原点 处 有 沿 z 轴 的 磁 通 更 通过. 在 整个 平面 ( 除 原 点 外 ) 上 B —0. 因此 ,可 
以 选 矢 量 势 


A= VX. (9. 3. 1) 
上 式 在 除 原 点 以 外 的 各 处 成 立 . 这 样 就 有 B=VXA=0, ARS. A 应 满足 
fA ates f (9. 3. 2) 


Vt Ab Pr 2 DR X YE V. 为 了 明确 地 写 出 Xx 的 形式 , 设 路 径 是 以 尺 为 半径 以 原点 为 贺 
心 的 圆 ,并 选 X 为 仅 依 赖 方位 角 的 函数 ,这 样 


pA + di = $ le 2rR = e. (9. 3. 3) 
因此 ， 


此 处 p 是 方位 角 . 在 规范 变换 中 


(9. 3. 4) 
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此 处 a 是 任意 空间 坐标 的 函数 . 由 于 不 涉及 标量 势 , 故 wx 可 以 与 时 间 无 关 . HE eo = — X , WA 
A’ 一 0 


y= exp(— £x)y = exp(—i 4p. (9. 3. 5) 
在 变换 中 OMA 中 转 到 少 中 了 . 如 果 波 函数 是 描述 延展 态 的 ,坐标 $ 可 以 取 任 何 值 . 如 果 令 


p 连续 变化 ,从 $$ 变 到 8 十 2x, 则 波 函 数 的 单 值 性 要 求 


o = I [IIl 
D, Ms m 0, Æ I er . 


整数 倍 磁 通 量子 可 以 用 规范 变换 把 它 除 掉 , 即 md, 不 会 改变 物理 , 它 不 改变 能 量 状 态 , 仅 在 
波 函 数 前 乘 一 个 相 因子 . 

考虑 第 一 Landau 能 级 上 的 状态 式 (9. 2. 33) 5X m 最 大 值 M 由 式 (9. 2. 29) 给 出 .将 
磁 通 更 绝热 地 变化 为 下 士 @ ,变化 后 的 M 值 为 M 士 1. 在 磁 通 变化 过 程 中 Hamilton BEAT 


[8] B& BC ET Ce). 根据 绝热 近似 的 原理 了 , 态 式 (9. 2. 33) 在 演化 中 一 直 保 持 为 户 (i) 的 “瞬时 定 
态 ”. 在 磁 通 变化 完成 后 ,Hamilton 量 实际 上 与 以 前 没有 区 别 ,因为 一 个 磁 通 量子 可 以 用 规 


范 变换 除去 ,因此 变化 后 的 态 仍 是 原来 互 的 本 征 态 . 原 有 的 pon BATE EW pomii. 角 动 量 的 变 
化 是 由 于 磁 通 变化 感应 电动 势 ,在 方位 角 减 小 (增加 ) 方 向 , 它 加 速 (减速 ) 电 子 , 增 加 (减少 ) 
角 动 量 . 一 般 情况 下 m—m-c1 仍 留 在 第 一 Landau 能 级 内 . 
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实现 量子 Hall 效应 ,首先 要 获得 “二 维 电子 气 ”, 即 电子 被 约束 在 二 维 平面 上 运动 . 这 能 
使 它们 的 能 量 状态 成 为 式 (9. 2. 12) 所 示 的 分 立 的 Landau 能 级 . 可 以 用 电场 使 电子 局 限 在 
半导体 表面 . 这 可 以 采用 硅 金 属 氧化 物 场 效 应 管 (MOSFET) 或 GaAs-Al,Ga;_,As 异 质 结 
构 实现 1, 测量 示意 图 9. 2 Pi ab 间 是 纵向 电压 Ui Sit ac 间 是 Hall 电压 Un ,磁场 BE 
直 于 平面 .电流 工 流 过 长 工 :, 宽 工 , 的 二 维 导体 , 测 出 B.UL MUn. 实验 是 在 低温 (K MR) 
及 强 磁场 (所 10T) 下 进行 的 . 这 时 电子 是 完全 极 化 的 , 自 旋 能 量 项 是 常数 ,可 以 略 去 , 在 样品 


方面 要 求 成 分 控制 很 严 . 从 测量 中 可 以 导出 纵向 电阻 R, = CE (文献 中 有 时 称 为 对 角 电阻 ) 


9.2 量子 Hall 效 应 测量 示意 图 


D 请 参阅 本 书 第 3 章 3. 5 节 . 
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和 Hall 电阻 Ra — 72. 图 9. 3 给 出 它们 随 磁场 B 变化 的 关系 ,图 中 夯 出 的 p, 就 是 纵向 电阻 


X ps + pay BIE Hall 电阻 率 pu. 另外 对 于 二 维 情况 ,Hall 电阻 Ry 与 Hall 电阻 率 pu 相同 , 因 
为 二 维 情况 的 电流 密度 定义 是 单位 长 度 上 通过 的 电流 , 即 有 


_ Uy _. BL, E, 
Ry I IIT š (9.4. 1) 


的 差别 在 于 : 这 里 ps 和 B 不 再 呈 线 性 关系 . von Klitzing 发 现 , 二 维 电 子 气 的 Hall 电阻 Ry 
与 B 的 关系 是 在 总 的 直线 趋势 上 出 现 一 系列 平台 ( 称 为 量子 化 Hall 电阻 ) ,它们 出 现在 


Re e, smd Bae (9. 4. 2) 


i€ 
对 应 平台 的 B 值 处 ,对 角 电 阻 R; 为 0. 出 人 意料 之 外 的 是 ,量子 Hall 电阻 的 值 与 具体 材料 
无 关 , 仅 依赖 于 普遍 常数 和 e. 在 理想 条 件 下 能 测 得 十 分 精确 (误差 百 万 分 之 一 ) , 即 有 
BR 25 812.8 
n= us ee (9. 4. 3) 


由 于 i 为 整数 ,此 效应 被 称 为 整数 量子 Hall 效应 . 它 已 经 用 于 计量 学 ,作为 电阻 标准 . 


图 9.3 整数 量子 Hall 效应 


对 整数 量子 Hall 效应 ,可 以 从 单 电 子 性 质 出 发 加 以 理解 . 从 式 (9. 2. 11) 和 式 (9. 2. 12) 
可 知 , 样 品 上 Landau 能 级 简 并 度 是 
- ow EE A 
Ng = gbl; — peopel» heje’ (9. 4.4) 
此 处 更 是 通过 样品 的 磁 通 量 , 分 母 上 的 he/e 正 是 磁 通 量子 OD, , 即 
©, = t, (9.4.5) 
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MA 
Na = = (9.4. 6) 
这 个 关系 的 意义 是 ,如 果 一 个 Landau 能 级 被 十 满 , 则 每 个 电子 能 分 捧 到 一 个 磁 通 量子 . 如 
有 i 个 Landau 能 级 刚好 填 满 , 则 电子 总 数 N(N==iNg) 与 总 磁 通 量 o 的 关系 是 N—10/9,. 
一 个 Landau 能 级 刚好 被 填 满 时 ,电子 的 表面 密度 是 


(9.4. 7) 
而 Hall 电阻 就 是 
(9. 4. 8) 
若 有 i 个 Landau 能 级 被 完全 填充 , 则 应 有 

Ra = 


łe 
至 此 ,我 们 确立 了 量子 化 Hall 电阻 的 值 与 Landau 能 级 填充 数 的 关系 .定义 Landau 能 级 的 
填充 因子 


TUM (9. 4, 9) 


p= 一 一 一 (9. 4. 10) 


它 是 电子 数目 与 一 个 Landau 能 级 简 并 度 之 比 ,表明 Landau 能 级 被 填充 的 程度 . "一 区 整数 ) 
时 ,就 给 出 量子 化 的 Hall 电阻 值 . 在 此 处 的 平台 反映 出 填充 态 的 一 种 稳定 性 . 实验 给 出 ,在 
v= 时 横向 电阻 为 h/(ie*) ,纵向 电阻 为 0. 车 将 电阻 率 、 电 流 密度 、 电 场 关系 写作 


"i seis (9.4.11) 


E, — DJ + T p») y* 
并 将 p 写成 矩阵 形式 , 则 有 
h 
ie! 


p= "e (9, 4. 12) 
1€ 
这 里 ,电流 方向 与 电场 方向 垂直 . 电导 率 o E o 的 倒数 ,在 矩阵 形式 下 它 是 
BO a 


h 
6 一 3 (9,4. 13) 


»— i 的 量子 Hall 状态 是 以 pa — 0.0, —0 为 表征 的 ,在 9.6 节 中 讨论 整体 相 图 时 还 会 用 到 
这 些 关系 . 

既然 量子 化 Hall 电阻 是 由 能 级 填充 决定 的 ,那么 为 什么 不 反映 固体 材料 的 性 质 呢 ? 固 
体内 的 周期 势 会 使 电子 的 有 效 质量 m 有 所 不 同 , 但 它 不 影响 Landau 能 级 的 填充 . 考虑 样 
品 有 限 大 小 .有 限 温度 .电子 -电子 相互 作用 、 杂 质 影响 等 ,大 量 的 理论 工作 导致 同样 的 结 
R, AZs, 一 0, 这 些 效 应 都 不 会 给 量子 化 的 Hall 电阻 值 带 来 修正 与. 若 于 年 来 在 凝聚 态 物 
理 方 面 的 研究 还 没有 出 现 过 如 此 “基本 ?的 规律 性 ， 

在 以 上 的 讨论 中 我 们 没有 考虑 晶体 的 周期 场 . 在 简单 的 处 理 中 ,周期 场 可 以 看 作 会 导致 
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有 效 质量 和 有 效 介 电 常 数 .在 此 情况 下 Landau 问题 的 解 可 以 看 作 是 Wannier UE HAH £u 
络 函数 了. 更 深入 的 处 理 导致 磁 位 移 和 拓扑 考虑 (9.4. 1 节 ). 

Landau 能 级 的 简 并 会 被 外 场 解除 . 在 量子 Hall 效应 中 , 它 会 被 Hall 电压 解除 ,也 会 被 
杂质 势 解除 . Hall 电压 是 EL, CE 是 电场 强度 ). EAO. 2. 2) 中 应 该 为 此 加 上 一 项 静电 势 
—eE,. 这 一 项 可 以 并 入 原点 yo. 的 移动 中 , 它 现 在 变 为 

P ou 


yo eB eB? (9. 4. 14) 


相应 于 Hall 电压 的 附加 能 量 是 


2 
Be =— Edy = EP: Eme ; (9. 4. 15) 


ES p AK. MAO. 2. 125 4H EE ,在 该 式 中 p. 并 不 进入 能 量 本 征 值 ,但 现在 它 进 入 了 . 因为 


Os y, «CL, 意味 着 0<<| 思 .| 福生 ice Landau 能 级 简 并 就 解除 了 . 对 p, 依赖 导致 群 速度 


or 一 和 一 登 , 它 正 是 电子 在 交叉 电磁 场 中 的 漂移 速度 2. 杂质 问题 在 文献 [5] 中 有 系统 介 


绍 . 简单 地 考虑 杂质 势 


Vi = Ar —2x,98Cy — yo). (9. 4. 16) 

HA+V, 的 本 征 态 用 站 的 本 征 态 展开 ,有 
palt y) = LD te oy (y—yo)s (9. 4. 17) 
此 处 我 们 用 上 & 置换 了 p.h. 微 扰 论 给 出 了 能 量 本 征 值 瑟 , 它 是 下 列 方程 的 解 : 
- | du (Xo » yo) |? 

1 2» =e (9. 4. 18) 
Prange MAR C9. 4. 18) 的 每 一 个 解 都 在 未 微 扰 的 两 个 能 级 之 间 ， 

NEM fi (n + )+ EM, (9. 4. 19) 


除非 在 人 一 0( 吸 引 杂 质 势 ) 情 况 下 可 能 有 一 个 能 级 位 于 所 有 未 微 扰 能 级 之 下 . 每 一 个 Landau 
能 级 都 有 一 个 完全 局 域 化 的 状态 . 在 漂移 速度 小 的 情况 下 , 它 的 能 量 远 低 于 原来 Landau 能 
H nw. ,相差 大 小 为 4 量 级 .对 r= y =0 最 低 局 域 化 态 可 以 近似 为 

dis, OC e ty ap ely/200. (9. 4, 20) 
这 类 状态 的 能 量 从 原 有 的 nhw. 向 上 (4 二 0) 或 向 下 (4 二 0) 推 移 . 其 他 的 式 (9.4. 18) 的 解 如 
都 在 未 微 扰 能 级 附近 ,也 都 是 延展 态 . 每 个 Landau 能 级 有 N —1 个 延展 态 , N = ngL.L,. 
Prange 还 给 出 延展 态 携带 电流 的 表达 式 : 


二 (9.4. 21) 
有 一 个 巧妙 的 细微 之 处 : 既然 杂质 减少 了 载 流 的 状态 数目 ,电流 就 应 该 减 小 ,Hal 电导 也 随 


之 减 小 ,为 什么 还 能 保持 普 适 的 值 ,而 与 杂质 无 关 ? 实际 情况 是 : 通过 杂质 附近 的 电子 得 到 
加 速 , 这 部 分 电流 的 增加 正好 补偿 由 于 减少 载 流 态 而 减少 的 电流 . 图 9. 4 给 出 能 级 的 态 密 


© W P.Y. Yu, M. Cardona. Fundamentals of Semiconductors, Berlin; Springer 1996, 
四” 电子 在 相互 垂直 的 五 和 如 场 中 的 运动 在 电动 力学 书 中 都 有 介绍 , 令 B 垂直 于 运动 平面 而 在 平面 内 , 电子 运动 
包含 回旋 加 速 器 运动 ,频率 为 we 一 eB/mc, 以 及 引导 中 心 的 漂移 ,漂移 速度 为 wu = eE X B/B. 
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HE. 每 个 延展 态 的 Landau 能 级 臂 裂 为 延展 态 的 能 带 , 局 域 态 则 布局 在 延展 带 之 间 . 

当 一 个 Landau 能 带 被 充满 时 ,传导 电子 提供 Hall 电阻 A/e’. 设 此 时 磁场 B 减 小 ,根据 
式 (9. 2. 11) Landau 能 带 所 能 容 下 的 电子 数 减少 .由 于 Pauli 不 相 容 原理 ,多 余 的 电子 就 应 排 
到 下 一 个 Landau 能 带 上 去 . 这 本 来 会 带 来 Hall 电阻 的 连续 变化 ,但 由 于 在 Landau 能 带 之 间 
有 局 域 能 级 的 存在 ,多 余 的 电子 首先 会 排 在 这 些 局 域 态 上 . 它们 不 参与 传导 过 程 , 因 此 并 不 导 
致 Hall 电阻 的 变化 ,这 就 是 平台 . 磁场 继续 减 小 ,直到 Fermi 能 量 Er 达到 下 一 个 Landau 能 
带 . 电子 继续 布局 在 Landau 能 带 的 延展 态 中 ,此 时 平台 结束 ,Hall 电阻 继续 连续 变化 ， 


hey, 


图 9.4 强 磁 场 下 二 维 电子 气 能 级 密度 示意 图 图 9.5 环形 金属 带 模 型 用 以 证 明 
itrik Hall 电阻 


量子 化 Hall 电阻 的 普遍 性 是 个 富有 挑战 性 的 问题 ,Robert Laughlin 在 1981 年 从 规范 
不 变性 这 个 基本 的 物理 学 原理 说 明了 这 个 问题 中 .考虑 一 个 周 长 为 L; 的 带 状 样品 形成 的 闭 
合 环 ( 见 图 9. 5). 处 处 有 垂直 于 带 的 磁场 B 穿 过 (x 轴 方 向 ) , 带 的 上 下 侧 (y 轴 方 向 ) 有 电压 
WE Un UTE Cr 轴 方 向 ) 有 电流 工 流 过 , 它 产生 通 量 从 环 中 穿 过 . 由 于 pw 一 0, 没 有 耗 散 , 因 
此 能 量 守恒 .电流 、 磁 通 与 能 量 之 间 的 关系 是 


[ = cz. (9. 4. 22) 


此 式 可 以 简单 推导 如 下 . 环 上 电流 使 环 具有 磁 矩 p= L5 S 是 环 的 面积 . 令 磁 通 有 一 微小 


变化 sp, 相应 磁场 变化 是 00/5, VOR p 在 其 中 的 能 量变 化 是 BE =p ÙF = Laos 


式 (9.4. 22). 电子 的 波 函 数 是 (参见 式 (9. 2. 3)) 
Wary) = exp (万 psx x», (9. 4. 23) 


它 的 单 值 性 要 求 p, 一 下 h(n WERL, 为 环 周 长 ). SEAR ps 值 与 不 同 的 y 方向 


的 平衡 位 置 yo 相对 应 ( 见 式 (9.3.5)). 设 磁 通 D 变化 一 个 磁 通 量子 0. hc/e, MKC. 4. 4) 
可 知 , 磁 通 一 个 单位 的 变化 就 相当 于 在 波 函 数 上 乘 以 一 个 相 因 子 ey ,方位 角 e FER 9.5 上 
就 是 2xz/L,. 在 波 函数 ( 式 (9. 4. 23)) 引 起 的 变化 是 pepe tn 万/L:, 这 相当 于 各 电子 的 
p. 值 都 改变 2x 天/ 工 -, 即 取代 其 前 面 一 个 电子 的 原 有 p. 时 才 有 可 能 实现 , 每 个 电子 都 向 上 
移 一 步 , 其 结果 就 相当 于 具有 最 小 p. 值 的 电子 移 到 具有 最 大 pe 值 的 地 位 . 相应 地 ,就 相当 
于 方向 平衡 位 置 从 带 的 一 端 换 到 另 一 端 . 磁 通 变 化 导致 + 方向 的 感应 电场 ,由 于 Hall 流 
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体 的 电导 只 有 反对 角 元 ( 见 式 (9. 4. 1320 , AP BC y Z7 18] BS i feris BY. 两 端 电 势 差 是 Uns 
因此 能 基 变 化 是 eUn. HA i 个 Landau 能 级 被 充满 , 则 总 能 量变 化 是 


AE = ieUn. (9. 4, 24) 
根据 式 (9. 4. 220,48 
^ + 2 
I= co = c KUn =" Un, (9, 4.25) 
这 正好 给 出 


Ry = A (9. 4. 26) 
1€ 


由 此 可 见 Hall 电阻 的 普遍 性 是 基于 规范 不 变性 这 一 物理 学 基 
础 原理 之 上 的 . Laughlin 认为 ,整数 量子 Hall 效应 的 平台 实际 
上 是 对 基本 电荷 e 的 量度 . 因此 , 当 分 数量 子 Hall 效应 发 现 后 Pe 
^A , Laughlin 便 作 出 了 判断 ,在 那里 准 粒子 激发 带 有 分 数 
电荷 . 
B. Halperin'" 仿照 Laughlin/* 的 做 法 ,证 明了 在 环 状 薄膜 
样品 的 物理 边缘 存在 连续 的 “边缘 态 ”. 在 图 9.6 中 环 状 样品 位 
Frn<r<r, 区 域 ,有 均匀 磁场 BEAT OREM, ih oO 


r<r 区 域内 通过 环 洞 . 在 环 外 边界 附近 的 波 函数 ww 满足 一 图 9.6 样品 的 几何 
维 谐振 子 的 Schrodinger 方程 , 波 函 数 径 向 的 平衡 位 置 rn 由 下 式 决 定 : 
Bar = m®, —6, (9.4, 27) 


此 处 > 是 磁 通 量子 ,mm 是 角 动 量 量 子 数 ,是 径 向 波 函 数 的 节点 数 . 波 函 数 在 外 边缘 为 零 实 
际 上 是 个 很 强 的 要 求 . 当 rm 增加 趋向 外 边缘 时 ,能 量 En Bir, 单调 增加 ,对 任何 y 值 都 是 如 
此 . Halperin 并 指出 ,外 边缘 和 内 边缘 所 携带 的 电流 方向 相反 . 这 点 可 以 从 半 经 典 的 图 画 看 
H. B 垂直 于 纸 面 从 内 向 外 ,因此 电子 的 回旋 加 速 器 运动 是 逆 时 针 方 向 的 . 接近 外 边缘 时 电 
子 会 和 它 碰 撞 FRB SR. 为 了 继续 它 的 回旋 加 速 器 运动 , 它 的 引导 中 心 就 要 沿边 缘 顺 
时 针 方 向 运动 . 因此 就 如 图 中 IS 所 示 ,外 边缘 电流 是 道 时 针 方 向 的 . 类 似 的 分 析 得 出 沿 内 边 
缘 的 电流 I, 是 硕 时 针 方向 的 . 边缘 电流 因此 是 手 征 的 . 

Prange 指出 9 在 式 (9. 2.2) 可 以 加 上 只 依赖 HH. 在 边缘 处 的 势 急 剧 增 大 , 解 就 相当 
于 边缘 态 . 这 些 态 具有 准 连续 谱 , 他 把 样品 内 部 的 Landau 能 级 和 势 阱 顶部 的 能 级 连接 起 
来 ,和 Halperin 的 结果 一 致 . 

Prange 还 指出 ,强调 边缘 态 可 能 令 有 些 人 认为 量子 Hall 效应 必须 有 边缘 态 才能 存在 ， 
或 电流 大 部 甚至 全 部 由 边缘 态 携带 . 实际 上 样品 体内 的 量子 Hall 效应 保证 了 边缘 态 的 存在 ， 
而 不 是 相反 . 对 某 些 几何 ,例如 环 面 (torus) ,量子 Hall 效应 在 没有 边缘 态 的 情况 下 照样 存在 . 

在 von Klitzing 发 现 整数 量子 Hall 效应 的 同时 ,关于 Anderson 局 域 化 的 研究 也 有 了 
HRO 解释 量子 Hall 效应 的 平台 ,必须 考虑 局 域 态 , 但 根据 Anderson 局 域 化 的 概念 ,二 维 
电子 运动 受 无 序 的 影响 很 大 ,以 至 于 所 有 电子 状态 都 是 局 域 的 . 这 个 结论 明显 地 和 量子 


O WRI 1 章 注 8, 以 及 习题 4. 
© W Callaway J. Quantam Theory of the Solid State. 2 edition. Academic Press 1991. 
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Hall 效应 的 实验 现象 矛盾 ,因为 Hall 电流 需要 延展 态 电子 载 带 . R. Prange 在 理论 上 给 出 ， 
在 Landau 能 级 处 延展 态 必 然 存 在 ,如 图 9.4 所 示 , 且 Hall 电流 值 并 不 因 局 域 态 的 存在 而 改 
480, 上 述 的 Halperin 工作 也 给 出 在 无 序 存在 情况 下 延展 态 必 然 存 在 的 结论 . Anderson 局 
域 化 理论 是 基于 重 正 化 群 方法 之 上 的 ,A. Pruisken 指出 了 @ 如 果 在 这 个 方法 中 包括 进来 瞬 
子 的 非 微 扰 效应 将 会 改变 其 结论 . 


9.4.1 F, Hall 电 寻 的 拓扑 意义 


Laughlin 关于 整数 量子 Hall 效应 的 诠释 并 未 利用 Hamilton 量 的 具体 形式 就 得 出 结 
论 ,很 像 是 拓扑 论据 . D.J. Thoulessc 习 进行 了 一 系列 研究 ,给 出 Hall 电导 的 拓扑 意义 .考虑 
二 维 无 限 大 体系 周期 势 中 的 电子 气 ,在 垂直 方向 有 均匀 磁场 存在 . 在 此 前 有 不 少 作者 研究 过 
xx 4r [8] Ej 70710, 最 主要 的 结果 是 磁 平 移 . 磁场 由 Landau 规范 的 矢量 势 给 出 : 


A. = 0, A, 5 Bx, (9, 4. 28a) 
单 粒 子 Hamilton 量 是 (电子 电荷 是 一 e) 
下 
H- pa in) 十 去 人 L Bz ) UG»), (9. 4. 28b) 
UK(z 十 ay) = U(z,y+ 6) = U(r,y). (9. 4, 29) 


在 无 磁场 情况 下 , 单 粒子 波 函 数 由 Bloch 定理 给 出 
y», sky (x,y) = erty, k, (xy), (9. 4, 30) 


此 处 (& ,ks) 是 倒 格子 的 矢量 ,wi 满足 晶 格 平 移 对 称 性 


Use, Cr Hary) = Une, Gro y +6) = uuu Gy). (9.4. 31) 

XTUE BEC y A 
Tap = ey, (9. 4. 32) 
Tid = "h, (9, 4. 33) 


此 处 T, — ex. T, = ett ERREKAR. 当 磁 场 ( 矢 量 势 ) 存 在 时 ,T, ST, 不 再 是 对 称 操 
作 , 应 该 寻找 适合 当前 情况 的 新 的 对 称 操 作 ,这 就 是 磁 平 移 算 符 . 下面 根据 文献 L[13] 介 绍 这 
个 概念 . 


采用 对 称 规 范 
- A, 
A. 33 2 By , A, 2 Br 
在 此 规范 下 定义 磁 平 移 生 成 元 
II; = p — £A, — heus, = prt A, (9, 4, 34) 
从 此 可 以 得 到 


[Wn £4, |- v. 


由 于 选 定 的 规范 ,这 个 关系 对 于 相同 的 或 不 同 的 i 与 7 都 成 立 。 因 此 有 
[II QHile; (9, 4, 35) 


OD MRCS lA. 
Q BW XHRLSUSS 5 x. 
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此 处 
oe OE ee 
H, I zl z hN A) 
磁 平 移 算 符 是 
T= exp( att. ). (9. 4. 36) 
T= exp( +m, ). 
EXE II 832r RATS: 
Ir, I, =— i i$e;2A, =— i ne, (9. 4. 37) 
FFF T, AT, 4L AR XE : 
1,1,— exp(— itn =) TT.» (9. 4. 38) 


Ab e FE Rab 的 磁 通 . 当 为 磁 通 量子 0. 的 整数 倍 时 ,五 和 五 对 易 . 磁 平 移 算 符 具 
有 与 单 粒 子 Hamilton 量 对 易 的 重要 性 质 : 

H= zz | (7 ind — ta) 4 (inis — fA.) Hue), (9. 4. 39) 

C.H] = [2,4 H) = 0. (9. 4. 40) 

矢量 势 如 何 与 周期 场 的 唱 格 平移 不 变性 相 恰 和 呢 ?” 答 案 是 把 规范 变换 包括 进来 . 在 整个 空 

间 中 矢量 势 的 变化 可 以 被 它 在 一 个 元 胞 中 的 变化 所 取代 ,以 便 周 期 条 件 得 到 满足 . 我 们 将 在 


此 后 回 到 这 个 问题 . 下面 用 具体 的 矢量 势 


A = 0, A, fie, (9.4.41) 
磁 平 移 算 符 生 成 元 就 是 
9 
TE =] hl 
Il, =— i h -- Bz 
dy 
定义 互 为 质数 的 整数 户 和 9q: 
Du asas P, (9. 4. 42) 
Ac q 
我 们 看 到 虽然 工 和 所 不 对 易 ,但 有 
LEZ % ] 2 0, (9. 4. 43) 


BD SF Ot 35183] T — AEK (gab). RT AAD RE H CT 和 和 五 对 角 化 . 和 磁 平移 不 变 
性 相对 应 ,我们 看 到 Bloch 条 件 也 可 以 推广 . 替代 式 (9.4. 31), REA 
us (x + ga 32e 7^ — y, , (£y HD) = ug, (toy); (9.4. 44) 

而 替代 式 (9. 4. 32078 

Ty= eury, 

Tip = esiy. (9. 4. 45) 
从 周期 边界 条 件 可 以 看 到 磁 Brillouin 区 是 

2 


och 
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0 « E, <% (9. 4. 46) 


Us, ky (Tz，y) 是 依赖 k 的 下 列 Hamilton 量 的 本 征 pa : 


If ago fd o Hu : 
H’ (hy ska) = g-( i his + Mika ) +5-( LR eBz ) SUG). 


(9. 4. 47) 
在 下 面 我 们 给 出 Thouless 等 人 中 和 的 结果 , 略 去 详细 推导 . 这 两 篇 文献 在 计算 Hall 电导 


(1,)/Vn 时 利用 Kubo AR. 它 在 本 质 上 是 速度 -速度 关联 . at BE (p+ £A,) M 


工 { 包 十 和 4，) 可 以 从 式 (9.4. 47) 分 别 取 微 商 3 号 和 3 得 到 .结果 是 


a | du,\du,\ sau, | du, 
és 35x] | ntm? Ka T) at des. (9. 4. 48) 
e? 9 | 
= £4 (u, ax |? «d (9. 4, 49) 


此 处 a 代表 (如 ke) ,回路 积分 环绕 磁 Brillouin 区 边缘 . 它 代表 环绕 一 周 后 相位 的 变化 . 由 于 
波 函 数 的 单 值 性 , 它 只 能 是 2x 的 整数 倍 , 即 cs 一 ne*/h. 作为 拓扑 不 变量 , 它 必须 和 周期 势 
的 特定 结构 无 关 . 为 了 更 清楚 地 理解 周期 性 条 件 如 何 导 致 拓扑 ,我 们 从 尺度 为 (IL, ,L,) 的 样 
品 开 始 ?, 无 磁场 时 周期 性 条 件 是 
Lry) = 40,320, prL) = gKG,0) 

有 了 矢量 势 A,=0,4,=Bz 就 要 进行 规范 变换 . 将 样品 z 方向 的 两 端 黏合 在 一 起 ,就 得 到 
如 图 9.5 一 样 的 闭合 的 带 ,再 将 两 个 开放 的 y 边界 黏合 在 一 起 ,最 后 形成 一 个 环 面 . 当 粒 子 
从 矩形 的 右边 界 移出 时 , 它 就 从 左边 界 再 进入 . 坐标 的 差别 相当 于 一 个 相 因 子 

J(L, ry) = et 9(0,52, dO L,) = yx,0). (9. 4. 50) 
依赖 于 y 的 相 因 子 将 A, 在 右边 界 的 值 重新 置 回 它 在 左边 界 的 值 .但 这 里 要 有 一 个 自 恰 条 
fF. M 40,00 8] pL L AARE. 用 第 一 式 从 %(0,0) 到 y(L:,0), 再 用 第 二 式 从 
(CL, ,0) 到 KLL); 或 者 颠倒 次 序 完 成 900009 9L) 9L, L). 这 两 种 办 法 会 给 
出 不 同 结果 ,除非 


exp(i FL,L, )— i, 


即 

Ws E EA MEN Ni. 
空 际 上 从 讨论 和 矩形 样品 一 开始 ,要 求 矢量 势 满 足 周期 边界 条 件 , 就 等 价 于 把 矩形 黏合 成 环 面 . 
一 日 环 面 出 现 , 拓 扑 就 是 必然 的 了 . 拓扑 不 变量 定义 了 从 Brillouin [X CH ti) BRAT 91 UE eS AE u, 
(zr,y) 的 复 投 影 空间 的 第 一 陈 类 (first Chern class). 用 纤维 从 语言 , Hall 电导 是 基态 波 函 数 在 


环 面 底 流 形 上 的 U(1) 从 的 第 一 陈 类 . 底 流 形 是 Brillouin 区 ,纤维 就 是 单 粒 子 Bloch W. 
记 环 面 上 的 波 函数 为 wx(g%,9). 环 面 上 的 局 域 曲 率 K(9,8) 定 义 为 沿 环 面 上 封闭 回路 绕 


© 参阅 文献 [151p. 9. 
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行 一 圈 平 行 输 运 的 失 匹 配 与 回路 所 围 的 面积 之 比 . Gauss-Bonnet-Chern 定理 给 出 
à | KdS.— Chern number: 


torus 


考虑 环 面 上 的 一 个 封闭 回路 ,计算 绕 行 一 周 的 平行 输 运 失 匹 配 . 根据 曲率 的 定义 , 它 就 等 于 
在 回路 围 成 的 表面 上 的 面积 分 | KAS. 但 在 环 面 上 一 个 封闭 回路 所 围 成 的 表面 可 以 是 “里 
面 ”的 ,也 可 以 是 “外 面 "的 . 令 回 路 不 断 缩小 而 趋 于 零 ,里 面 和 外 面 表面 上 面积 分 之 差 就 等 于 
| KdS, 根据 Gauss-Bonnet-Chern 定理 它 就 是 2x 乘 以 陈 数 . 假设 Hamilton 量 有 微小 的 变 


化 , 波 函 数 和 曲率 相应 有 微小 变化 . 但 作为 整数 , 陈 数 不 能 连续 变化 . 因此 整数 量子 Hall 效 
应 的 平台 是 与 拓扑 有 关 的 . 在 平台 之 间 , 由 于 Hamilton 量 的 大 变化 导致 能 级 交叉 ,在 此 处 
曲率 发 散 , 陈 数 没有 定义 . 这 个 情况 使 得 Hall 电导 在 平台 间 连 续 变化 . 
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当 二 维 电 子 气 处 在 更 强 的 磁场 和 更 低温 度 ( 例 如 20T 和 0. 1K) 并 在 最 纯净 的 样品 中 ,新 
的 规律 又 出 现 了 喇 , AEH Stormer 和 Gossard 发 现 ,在 分 数 填充 数 y= 二 1/3,2/3,2/5,3/5,… 数 
值 时 ,也 出 现 了 量子 化 的 Hall 电阻 平台 ( 见 图 9.7). 图 的 上 部 夯 出 Hall 电阻 pv , 它 的 单位 
是 h/e*. 这 是 为 了 显示 出 它 的 量子 化 性 质 , 即 在 h/ (ie ) 处 (i 一 整数 是 整数 量子 Hall 效应 ， 
i 二 1/3,2/3,2/5,3/5,… 是 分 数量 子 Hall 效应 ) 出 现 量子 化 的 平台 . 为 了 表示 出 po 的 数值 ， 
5/3 4/5 T nel 
2 4/3 1 2/3 2/5 13 


P.M hie) 


(b) e 


"-—— A — — — — — —— ee 
100 130 200 
B/kGs 


图 9.7 分 数 重 子 Hall 效应 
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在 这 部 分 图 上 标 出 了 10kQ 的 大 小 .图 的 下 部 是 纵向 电阻 o- ,由 于 它 没 有 量子 化 的 问题 ,就 
以 0 为 单位 ,图 上 给 出 1kQ 的 大 小 . 对 应 ou 的 量子 化 平台 有 ps 的 极 小 值 出 现 . 如 何 理解 分 
数量 子 Hall 效应 曾 是 个 难题 . 对 整数 量子 Hall 效应 ,填充 数 为 整数 的 状态 是 稳定 的 ,因为 
再 加 一 个 电子 就 需要 把 它 放 在 下 一 个 Landau 能 级 ,需要 超越 一 个 能 隙 jw. 现在 并 没有 填 


满 Landau 能 级 ,例如 ,一 村 表示 第 一 个 Landau 能 级 只 填 了 1/3. 是 什么 原因 使 这 个 填充 状 


态 稳定 呢 ? 整数 量子 Hall 效应 是 基于 单 电子 图 画 基础 上 的 ,和 多 电子 原子 结构 的 考虑 类 
似 . Laughlin 意识 到 分 数 填充 数 状 态 是 一 个 多 粒子 集体 的 凝聚 体 , 电 子 - 电 子 间 的 相互 作用 
十 分 重要 ,它们 导致 强 的 关联 . Laughlin 从 包含 电子 -电子 相互 作用 的 多 电子 Hamilton fit 
出 发 ,借助 于 液 氮 理论 中 的 模型 波 函 数 , 猜 测 ,试验 究竟 如 何 能 得 到 描述 这 种 体系 的 波 函 数 . 
对 于 填充 数 v= 1/m On 为 奇数 ) ,他 得 到 

d» Gi tm) = {I (z; — zı)" exp |— 12 lx |? J- 


此 处 z= 2, iy, 代表 第 i 个 电子 的 坐标 (zi,y%). RE iB D T ie s PRACT 
(z 一 必 ) 王 代表 了 电子 1 与 上 间 的 强 关 联 , 同 时 又 给 出 了 波 函 数 对 z) Ge, 交换 的 反对 称 性 
(注意 m 是 奇数 ). 反对 称 性 是 Pauli 不 相 容 原理 的 要 求 . 这 个 因子 使 两 个 电子 互相 躲避 : 当 
任 一 对 z, — 2, 时 波 函 数 为 0. 在 写 出 这 个 波 函 数 之 前 Laughlin 作 了 许多 论证 工作 ,在 文 
献 [5] 第 16 章 中 有 描述 ,下 面 作 简单 介绍 ， 

多 体系 统 的 Hamilton HSE 


H= Dll vt £a)' «veo 3irztT (9. 5. 1) 
Job V Ce, ) 35] 5] 1E Bp T CAE TRI Hl e s HE ON. o0 j^ ^k 09035 
= 2 d? z' 
VG) — wt | = D (9. 5. 2) 
矢量 势 4 仍 是 
A= 于 (3 中 一 工作 )， (9. 5.3) 


Laughlin 的 努力 并 非 要 从 多 体 Hamilton 量 ( 式 (9. 5. 10) ÉL He" HE SF H1", — l/m HE RK R 
数 . 和 整数 量子 Hall 效应 很 不 相同 ,分 数量 子 Hal 效应 是 许多 电子 集体 效应 的 后 果 . 在 写 
下 填充 因子 v—1/m 多 电子 波 函 数 以 前 , 先 从 研究 少数 电子 的 量子 化 运动 开始 ,从 此 得 到 向 
多 电子 情况 推广 所 需 的 物理 直观 概念 . 


9.5.1 少数 电子 的 量子 化 运动 


从 二 电子 问题 开始 . 假设 电子 间 的 库伦 势能 比 回旋 加 速 器 能 量 知 . 小 得 很 多 . 这 就 可 以 
要 求 二 体 波 函数 仅 由 单 粒子 最 低 Landau 能 级 波 函 数组 成 


l = 1 2 
Qr nnl E ep (一 地 | z | )， 


此 处 长 度 单位 是 磁场 度 as = (fic eB)? zx, iy, 是 电子 i 的 复 坐标 2. 因为 Hamilton fit 


| m) = 


D 2 的 定义 和 9,2 节 相 比 差 一 个 因子 2. 
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是 轴 向 对 称 的 ,状态 应 该 是 相对 角 动 量 的 本 征 状 态 . 波 函 数 应 该 在 交换 zx, 和 zp 时 反对 称 . 
波 函 数 的 形式 是 

da = Czy — wa) enn ta, (9. 5. 4) 
为 了 满足 Pauli 不 相 容 原 理 , 因 子 (z — 20 BERE CE KE a. 电子 的 相对 角 动 量 应 是 2k 十 1. 
为 了 验证 一 下 这 个 波 函 数 是 不 是 好 的 近似 ,将 上 有 ==0 K hw =e? /a, (相当 于 磁场 强度 6T) 条 
件 下 的 波 隐 数 和 精确 波 函 数 进行 比较 ,结果 示 于 图 9. 8. GeAs 实验 用 的 磁场 是 15T, 符 合 的 
程度 应 该 更 好 . 


0.10 


0 2 4 6 EN 
Iz, -22| (8k 45 FE) 
图 9.8 rip iE PR SCC EO S f e p CC HR £O BE. 取 自 [4] 


考虑 三 电子 问题 . 从 这 个 问题 Laughlin 引出 了 他 解决 问题 想法 . Hamilton 量 是 


1 3 3 2 2 
H = 5->)[-iavit+ fA] +24 £45 (9. 5. 8) 


2m 全 | ri Ye; ra 
定义 体系 的 质心 和 相对 坐标 
一 、 之 ] Tz. + 23 
m c SS A ` 
3 

= 2 之 ] 十 之。 
Ra 3 | 2 z |, 
a= le z. (9.5.6) 


将 质心 自由 度 去 除 ,内 部 运动 的 Hamilton 其 是 


H=] 1 


2 2 
& i AV. ta. | FS 去 [一 i hV,-- £4, | 
E: c 


2m 2m 
él 3 1 1 
| (9, 5. 7) 
"alet |” onal | 
-wo ee 


Pauli 原理 要 求 波 函 数 对 任何 一 对 电子 交换 都 是 反对 称 的 . 交换 zz, 导致 
Zi Zh (9, 5. 8) 
za + iz, > z, F iz. 


式 (9. 5. 60 fg Ae He 
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no zh gata 


xd. E e 
Zo z 十 6 Za JEU 


1 
Za 一 一 一 Zu 一 一 2 


2 2 
V3 


RW i "9 Xe + Is. 


因此 对 2,2, 有 


ds : 
Za t+ iz, > e 3 (z, — iz), 


Za — iz, - e (x, + iz) (9.5.9) 
对 zzz: 有 


z, tiz, 一 > e? (2, — iz)» 
之 .一 dz, eF (z, + iz,) (9.5. 10) 
我 们 还 看 到 23 tHe 对 于 任何 交换 都 是 不 变 的 . 如 果 波 函数 对 z 是 奇 宕 次 的 ,并 对 在 ab 平面 转 
动 士 2x/3 是 对 称 的 ,就 能 满足 Pauli 不 相 容 原理 . 在 式 (9. 5. 9) 和 式 (9. 5. 10) 中 转动 已 经 是 明显 
的 了 . 为 了 得 到 波 函 数 的 具体 形式 ,Laughjin 要 求 它 必 须 从 最 低 Landau 能 级 的 单 粒 子 波 函数 
构成 ,满足 Pauli 原理 ,并 且 是 角 动 量 算 符 的 本 征 态 . Laughlin 选择 了 下 面 的 正 交 归 一 基 郴 数 ， 
FT 1 [Gris T LG RT 
SI 3m + n) In! Zi 
e Cet zt re tel tig!) (9. 5. 11) 
这 些 波 函数 张 成 最 低 Landau 能 级 ,满足 Pauli RH. f fa 5f fT E AEM, A GE (ELE 
M=2n+3m. 问题 是 : 这 些 波 函 数 作为 能 量 本 征 函 数 究竟 有 多 好 ?两 个 态 |m 二 3,n 二 0) 和 
Im 二 1,n 二 3) 具 有 相间 的 角 动 量 M 9. 它们 的 Ho 的 期 望 值 分 别 是 0. 7226" /a。 和 0. 867e / 
ay. IX BIT A BIBRA. EAE MT A E ETE 
| 43,0 | Ho | 1,3? |= 0.0277£, 


比 对 角 元 要 小 得 多 . 两 个 能 量 本 征 态 的 精确 本 征 值 是 O0. 7170? /ao 和 0. 872e /ao. 这 两 个 数 
值 也 可 以 通过 将 能 量 和 矩阵 对 角 化 得 来 . 

可 以 这 样 继续 下 去 考 虚 越 来 越 多 的 电子 吗 ? 显然 这 不 是 正确 的 路 . 要 从 三 个 电子 的 情 
况 尽 可 能 抽出 有 用 的 概念 . Laughlin 注意 到 的 是 三 电子 状态 |m,0) 非 同 寻 常 的 稳定 性 . 这 正 
E v—1/3 分 数量 子 Hall 效应 所 需要 的 . 要 研究 稳定 性 ,Laughlin 加 上 了 一 个 势 


(9. 5. 12) 
LEHE 2, H 26 I2 
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它 相 当 于 作用 在 三 个 电子 团 簇 上 的 压力 ,来 考验 系统 的 稳定 性 .上面 的 函数 形式 是 为 了 方便 


选择 的 ,并 非 有 绝对 的 必要 人 性. 我 们 有 


(myn | s za |? +] zy |?) | msn’) = Swen’ Om’ CM + 2)a. (9.5.13) 
三 电子 团 的 最 低能 量 态 的 M 与 1/a 的 关系 绘 于 图 9. 90). 用 式 (9.5. 13) 可 以 计算 出 在 外 在 


压力 下 有 具有 角 动 量 M 的 三 电子 团 秘 的 总 能 量 : 


Eœ CM) = Ey + (M+ 22a. 


考虑 一 个 小 一 些 的 M’, 


Ev (M’) = Ew + (M + 2)a. 


Var BEE)" 


0 10 20 30 40 
(a) "Pe 


1S 


一 
~ 
~ 


Un 


0 I0 20 30 40 


(b) eta 


图 9.9 SFE AT A 42 ff 2 dk C0 35] Zr TR DR ER CO ,作为 压力 参数 a 的 函数 , 取 自 [4] 


FE AS M 中 电子 相距 较 远 ,内 能 较 小 ,但 第 二 项 的 斜 度 较 大 . 当 在 态 M 中 增加 a 时 ,压力 能 增 
加 较 快 . 在 达到 一 点 E (M) 二 Eo.《M ) 以 后 ,再 增加 就 发 现 团 簇 位 于 M T. 这 解释 了 图 


中 的 阶 牙 行为 , 重要 之 点 是 : 在 一 定 的 1/a 值 范围 
H.M 的 值 在 3 的 倍数 上 稳定 着 ,直到 达到 1/a 的 
一 些 特定 值 时 ,M RERE. X XE BRE EUR | m, 0) 
态 才 是 稳定 的 . 外 加 的 压力 只 能 把 - -个 |m,0) 态 变 
成 男 一 个 具有 不 同 m 值 的 |m,0) 态 . 具有 ?天 0 的 
Im,n) 态 根本 没有 机 会 参与 . 对 于 任何 a 值 ,最 低能 
量 态 永远 是 n=0 态 .图 9. 94b) 给 由 三 电子 团 能 所 
占 面积 和 压力 参数 的 关系 . 面积 算 符 是 


A= in| (2 uE 一 本 jz — z)" ] 
ute: ar ary. (9. 5. 14) 


4i 
它 的 期 望 值 是 
(msn | A? | m nY 
— RE 4+(M+2)]. (9.5.15) 


FEY ERAT A th BL. 图 9. 10 给 出 在 电子 3 位 于 
X 处 .质心 位 于 A 处 条 件 下 找到 电子 1 或 2 的 几率 


图 9. 10 在 质心 和 一 个 电子 分 别 固定 在 
AAR X fi EE FILAR 
Elma) eid rr EE. 取 自 [4] 
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分 布 . 具有 n—0 的 态 有 最 紧 致 的 结构 . 三 个 电子 和 披 此“ 避免" 如同 晶体 结构 一 般 . 这 些 态 是 在 
外 来 压力 之 下 最 为 稳定 的 . 


9. 5.2 yv=1/m Æ Laughlin $ i& XX 


从 上 面 的 讨论 可 以 看 到 |m,0) 的 独特 特征 就 是 将 电子 密度 几率 从 rj —0 的 区 域 排除 出 
去 .好 的 近似 波 函 数 应 该 有 很 深 的 节点 . 液体 *He 的 近似 波 函 数 用 一 个 Slater 行列 式 乘 以 因 


Y Ilt; 一 zx)， 当 宗 量 趋 于 零 时 函数 f 也 趋 于 零 . Slater 行列 式 的 作用 是 减 小 体系 的 动 
能 . 因为 强 磁场 在 这 里 已 经 起 了 这 个 作用 ,就 不 需要 Slater 行列 式 了 . 因此 波 函 数 就 可 以 写 
作 反 对 称 函 数 f 的 Jastrow 乘积 形式 ?， 
dns Zr TN) = A —z)exp(— LM | zı Pi (9. 5. 16) 

可 以 用 有 力 的 论据 使 得 Jastrow 乘积 的 形式 最 后 确定 下 来 .加 上 的 约束 和 三 电子 问题 的 
相同 : 

CD 多 体 波 函数 仅 由 最 低 Landau 能 级 单 粒 子 波 函 数 构 成 . 这 要 求 /(z) 必 须 是 解 
prag. 

(2) 波 函 数 是 完全 反对 称 的 , 即 £O Jp HR. 


(3) 波 函 数 是 总 角 动 量 的 本 征 晴 数 . 这 意味 着 Urez) 必须 是 粒子 坐标 Z£)522 9 ”9 


zy 的 M 阶 多 项 式 ， 


M= NO Da, (9.5.17) 


此 处 M 是 总 角 动 量 . 状态 |m) 的 混合 是 不 允许 的 . 满足 上 述 各 要 求 的 唯一 的 函数 是 fO) — 
z”" ,而 m 是 奇数 . 这 样 波 函 数 就 完全 确定 为 Jastrow BA: 


N N 
| m? zu zi zi stt zNÓ = JI cz; — «Y'exp(— 2) | Zi » (9. 5. 18) 
Pe i 


为 了 验证 波 函 数 的 形式 ,Laughlin 1-48. f HPF HIER SAK BE. 
取 了 三 种 相互 作用 ,1/r, 一 lnr,e““,m 取 值 从 1 到 13. 重合 度 都 是 近 于 1 的 . 参数 m 的 物 
理 意义 可 以 从 波 函 数 的 适当 诠释 得 到 . 波 函数 模 的 平方 可 以 诠释 为 一 种 经 典 几 率 分 布 函数 

| dm (xr ve peeve) |* = emm, (9. 5, 19) 


此 处 是 经 典 势 能 ,1/8 是 假想 的 温度 . RO. 5. 19) 左 方 是 


D 在 液体 He 理论 中 波 函 数 的 Jastrow 形式 是 用 来 描述 原子 之 间 的 关联 的 . 引 和 人 人 指数 函数 不 会 损失 一 般 性 ,因为 它 
能 够 被 因子 化 为 1z; 一 zi1? 的 指数 和 另 一 个 质心 坐标 的 指数 ， 
© Girvin 和 Jach] 证 明 ,Hamilton Jt 


可 = 一 全 wyz 十 本 ee 
m 2 


的 最 低 Landau 能 级 的 空间 和 全 纯 函 数 空 间 相同 . 实际 上 V= yz z)—O 推断 出 Hy Aes 前 一 式 是 Cauchy-Riemann 
方程 . 以 上 各 方程 的 解 是 
ez) fGexp( -£8141). 
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II!z-2 ime PES em 
J i< 
je 
4 B=1/m, AG 1H 
Dozz) cci Yin | y =a iE. 0.5.20 


这 是 二 维 单 组 分 等 离子 体 的 势能 : 电荷 为 m REO ne 维 的 Coulomb 相互 
作用 ) 相 互 排斥 ,它们 也 被 电荷 密度 为 o 二 1/2xa? 的 均匀 中 和 背景 电荷 所 吸引 .在 等 离子 体 
中 的 电 中 性 要 求 状 态 |m) 的 单 粒 子 几 率 密度 是 


N| | du Cz) 9 22 5*** ety) | d zd’ zy 
—HID EE , (9. 5.21) 


gna = (m | m? 


它 必 须 等 于 等 价 等 离子 体 “ 电 和 荷 > 密度 的 1/m, Bn 
m: p 
x 2xma; 
[E] Bi — F 3& C9. 4. 7) 给 出 的 满 Landau 能 级 的 表面 电荷 密度 是 1/2rai ,就 知道 m !' 正 是 
Landau 能 级 的 填充 因子 : 


-— ie 
等 离子 体 模拟 在 物理 上 是 有 趣 的 ,我 们 将 在 9. 5. ga 要 想 确定 
m 还 有 一 个 简单 的 办 法 . 选择 一 个 坐标 zi ERR I 一 z)" AH z, 的 最 高 寡 次 为 


m(N — 1). fll Landau BE Zt UE PROB | m) TH EE m 的 最 大 值 为 M== P/b, —nsA , 当 N 值 大 时 有 
mN = M = ngA; 
即 


Rl 


N/A w' 

分 数量 子 Hall 态 是 由 不 可 压缩 量子 流体 所 表征 的 . 这 和 单 组 分 等 离子 体 模拟 相 恰 合 
吗 ? 实际 上 电 中 性 要 求 只 保证 在 平均 粒子 间距 之 外 的 均匀 性 . 对 于 更 小 的 距离 尺度 (例如 
as 的 几 倍 ) 我 们 先 要 搞 清 楚 等 离子 体 是 否 真 是 液体 . 电荷 Q 和 温度 1/8 等 离子 体 的 无 量 纲 
特征 参数 是 十 二 28Q. 对 于 当前 情况 ,8 二 1/m,;Q 二 m, 因 此 本 二 2m. 广泛 的 Monte Carlo 二 维 
等 离子 体 研究 表明 ,对 于 丁 宇 140 等 离子 体 是 固体 ,否则 它 是 液体 . 对 于 分 数量 子 Hall 态 

二 1,1/3,1/5,*…, 厂 一 2,6.10,… ,等 价 的 等 离子 体 无 疑 是 液体 . 

对 其 他 的 近似 波 函 数 也 进行 了 验证 . 一般 来 说 ,由 于 相互 排斥 电子 趋向 于 彼此 远离 , 保 
持 一 定 的 距离 . 图 9. 10 给 出 大 致 的 概念 . 那么 分 数量 子 Hall 态 是 Wigner HAUG? 看 来 几 
乎 可 以 断定 , 它 不 是 ,因为 有 Hall 电流 存在 .图 9. 11 给 出 m—1.3,5 态 的 径 向 分 布 


gl | 2, — 22 |) LL ramen | dui 9Z29°* * EN) | d’ z; d! zy (9. 5. 22) 


sm | m? 
它们 表现 出 液体 行为 : 在 原点 处 有 大 小 约 为 we 的 洞 ,在 此 区 域外 面 迅 速 愈合 并 收敛 到 1. 在 
图 9.12 中 给 出 波 函 数 和 与 同 密度 的 Hartree-Fock Wigner 品 体 波 函 数 的 比较 . 在 小 的 x 
值 处 的 比较 看 出 , 要 比 Wigner 晶体 波 函 数 在 能 量 上 要 有 利得 多 . 
Laughlin 波 函 数 是 从 物理 论据 出 发 “ 写 ” 出 来 的 . 但 它 比 想象 中 的 要 精确 得 多 . 对 于 
Coulomb 相互 作用 , 它 是 很 好 的 近似 ,而 对 于 一 类 短 力 程 的 排斥 磋 势 (pseudo potential) 


m 一 
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而 言 , 它 是 精确 的 基态 . 


0.5 10 15 20 2.5 3.0 3.5 40 4.5 5.0 
x 


图 9.11 作为 约 化 变量 r= |z 2 |//2m HH ou. 的 
径 向 分 布 函数 . 取 自 [4] 


05 L0 15 20 25 30 3.5 40 45 5.0 
x 


图 9.12 内 的 径 向 分 布 函 数 (虚线 ) 和 同 密 度 的 Wigner dh (e DE PR C 
向 分 布 ( 实 线 ) 的 比较 ,作为 变量 r 的 函数 . 取 自 [4 


9.5.3 ETHE 


考虑 一 个 非常 细 的 螺 线 管 带 有 一 个 磁 通 量子 ,被 绝热 地 引进 系统 ,在 一 0 处 刺 穿 样品 平 
面 . 在 通 量变 化 过 程 中 Laughlin 波 函 数 会 怎样 变化 ? 将 如 中 的 (zi 一 z)” 因子 展开 ,得 到 


ds zi 522" (ZEN) = 2 Cy, 4, £T^ "ZN NE Flay? ' (9. 5. 23) 
{ky nk, 
整数 {&;} 从 0 到 NN ,满足 约束 条 件 
N 
Y = ANO OD. (9. 5. 24) 


p=} 


在 通 量变 化 中 , 单 粒 子 态 由 re AL P RARE 如 我 们 忽略 系数 C 的 变化 , 通 量变 化 
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导致 在 Laughlin W A g LRA AF I z. 这 个 观察 启发 了 Laughlin 选择 波 函 数 
Wo Goin PEA ESEA. CHADERA M4 =Ma HN: 
d (zo Zi stn) = exp(— LY ) II & e zo) [Į c; —z,)". (9.5.25) 
当 任 何 一 个 电子 的 坐标 z 趋 近 z。 时 ,波幅 趋 于 零 , 效 应 使 在 此 处 的 电荷 密度 贫 化 .因此 这 
个 态 是 准 空 穴 , 
准 粒 子 可 以 通过 引入 一 个 使 磁场 减弱 的 带 有 一 单位 磁 通 量子 的 螺旋 管 而 构成 . 准 粒 子 
激发 态 的 角 动 量 是 M = M, 一 N. Laughlin 波 函 数 的 相应 改变 通过 微 商 算 符 得 到 
Js? (zo ase) = exp (一 + Der 2.) Lii (2 T PIES = E". 
(9. 5. 26) 
在 基态 0. 上 面 的 元 激发 ( 准 粒 子 ) 有 着 极为 特殊 的 性 质 : 它们 有 分 数 电 荷 .图 9.13 给 
出 说 明 . 一 个 垂直 于 样品 平面 带 有 通 量 的 螺旋 管 通过 一 点 ,这 一 点 就 是 准 粒 子 的 位 置 . 假定 
通 量 绝热 增加 从 0 到 一 个 磁 通 量子 ,根据 绝热 定理 , 波 函 数 仍 然 是 百 (z) 的 本 征 态 . 当 磁 通 变 
化 完成 ,这 个 本 征 态 和 原来 的 如 已 经 很 不 一 样 了 . 因为 一 个 磁 通 量子 可 以 用 规范 变换 “ 除 
去 ”,Hamilton 量 站 在 变化 后 仍 和 以 前 的 相同 . 变化 后 的 本 征 态 就 是 一 个 元 激发 . 为 了 判断 
元 激发 的 性 质 ,围绕 螺 线 管 为 轴 画 一 个 圆柱 面 . 在 通 量 变化 后 状态 由 es FEW Pomii. PE 
化 导致 单 粒子 态 r 期 望 值 的 改变 : 
(7:) = 2a (m + 1). 
这 意味 着 一 个 单 粒 子 态 已 经 进入 或 离开 了 圆柱 面 . 填充 率 »— 1/3 意味 着 每 个 态 分 有 电荷 
e/3. 因此 准 粒子 和 淮 空 穴 的 电荷 是 士 e/3. D. Haldane+ 下 证 明了 在 填充 率 为 v 二 pp/g 的 基态 
上 的 准 粒 子 激发 的 电荷 是 士 e/a. 
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图 9.13 淮 粒 子 激 发 分 数 电 荷 的 说 明 


也 可 以 计算 二 维 单 组 分 等 离子 体 的 经 典 分 布 得 出 准 粒子 电荷 . 假定 有 一 个 准 空 穴位 于 
zo. 从 波 函 数 式 (9. 5. 25) 得 到 


e = | ws? (zs 92) +2 yy Zn) [^ , 
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此 处 


N N 
o —— 2m? Sn | z; — e, +25 | z |* — 2m9) ln | z, — zo |. 
L i 


pk 2 
TE z 处 有 一 个 “幽灵 ”电荷 . 因为 等 效 等 离子 体 有 完全 屏 项 作用 ,围绕 ms 处 应 该 有 电荷 
— l/m 单位 , 即 一 e/m,e 是 电子 电荷 ， 
在 图 9. 13 中 我 们 把 一 个 螺 线 管 放 在 准 粒子 所 在 的 地 方 . 下 面 小 节 将 介绍 另 一 种 用 涡 旋 
的 描述 方法 . 


9.5.4 不 可 压缩 量子 流体 的 集体 模式 


许多 凝聚 态 体 系 都 有 集体 激发 模式 . 声波 是 液体 和 气体 中 的 相干 振荡 ,密度 涨 落 诱发 的 
压力 变化 起 回复 力作 用 . 声波 的 波长 远 比 粒 子 间 平 均 距 离 要 大 ,在 一 个 振荡 周期 内 会 发 生 许 
多 粒子 间 的 碰撞 以 维持 局 域 平衡 . 这 种 激发 模式 被 称 为 流体 动力 学 . 

闫 体 中 的 声 子 性 质 与 此 不 同 . 它们 是 量子 化 的 晶 格 振动 ,是 体系 中 的 真实 元 激发 ,意思 
是 它们 是 体系 Hamilton 量 的 本 征 态 .可 以 构成 声 子 的 相干 态 , 它 的 表现 非常 像 密度 振荡 ， 
即 介质 中 的 声波 ; 类 似 于 Schrödinger 的 谐振 子 相 干 态 表现 得 和 经 典 谐振 子 一 样 . 因为 固体 
可 以 支持 切 应 力 , 所 以 有 纵 声 子 和 横 声 子 . 

在 讨论 分 数量 子 Hall 态 低 能 激发 态 之 前 , 先 介绍 一 些 关于 液态 氨 的 研究 . BRRA 
(Hell ) 是 具有 许多 特殊 性 质 的 量子 液体 .在 Hel 中 也 有 声 子 激发 .L. D. Landau 是 指出 作 
为 元 激发 的 声 子 和 声波 区 别 的 第 一 人 . 在 液 氨 中 有 声波 ,但 没有 声 子 存在 . 根据 Feynman 理 
ib , 当 液 氨 中 的 声 子 波长 趋 于 粒子 平均 间距 时 仍然 有 清楚 的 定义 . 因为 没有 低能 单 粒 子 激 
发 , 声 子 是 无 碰撞 体制 (collisionless regime) 下 的 元 激发 ,以 区 别 于 由 碰撞 控制 的 声波 . 

在 分 数量 子 Hall 液体 中 ,粒子 是 带电 的 ,并 处 于 强 磁 场 中 . 垂直 于 电子 速度 的 Lorentz 
力 可 以 提供 横向 的 回复 力 . 等 离子 体 物理 学 家 称 纵 声 子 模 为 ”上 杂 化 模 ”(upper hybrid 
mode) , 横 声 子 模 为 “下 杂 化 模 ”. 实际 上 磁场 会 混合 纵向 和 横向 运动 . 

从 D. Pines 的 “中 文章 中 可 以 看 到 ,根据 1953 年 以 前 关于 液 氨 的 研究 情况 就 能 理解 
Feynman 对 液 氨 理论 贡献 的 重要 性 0, Feynman 决定 从 第 一 原理 开始 全 面 研究 液 氨 ,以 期 得 
到 对 重要 问题 的 回答 ,我们 当前 讨论 的 问题 涉及 He 了 芽 的 低能 激发 态 . 固体 中 的 电子 可 以 给 
出 低能 单 粒 子 激发 态 , 例 如 在 Fermi 海 下 的 空 穴 和 上 面 的 粒子 . Landau 发 展 了 量子 流体 动 
力学 理论 ,从 分 析 此 前 的 关于 质量 热 容 和 He 二 第 二 声 的 实验 得 到 了 低能 激发 态 ( 声 子 和 转 
子 ) 能 量 E 和 动量 g 之 间 的 色散 关系 . Landau 认为 色散 关系 只 能 由 实验 来 确定 . Feynman 
所 作 的 是 “* 波 函数 的 直观 推导 ?”@. 他 用 了 一 系列 彼此 相 恰 的 论据 得 到 : 液体 "He 由 于 Bose 
统计 的 原因 除了 声 子 以 外 没有 其 他 低能 激发 . 他 还 给 出 论据 *" ,在 Hel 中 代表 激发 的 波 函 
数 必 须 有 以 下 形式 

Ws = NF y (9. 5. 27) 


此 处 p 是 基态 波 函 数 . 函数 Fr) 的 形式 和 激发 态 能 量 用 变 分 原理 来 确定 . 他 找到 FC) = 
sw ,因此 动量 为 4 的 激发 态 的 波 函 数 是 


”在 这 篇 文章 中 可 以 找到 Feynman 对 于 以 前 工作 (London, Tisza, Landau) 的 看 法 . 
四 ”这 是 Feynman 所 著 的 Statistical Mechanics (W, A. Benjamin, l 972) 书 中 关于 超 流体 一 章 的 标题 
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dy = 2,6 s = ppo» (9. 5. 28) 
相应 的 能 量 是 
PERE. Aa 
m o (9. 5. 29) 
上 式 被 称 为 Bijl-Feynman AR. 这 里 o, 是 密度 p(r) ff] Fourier 变换 ,S, 是 二 粒子 关联 函数 
S = Lg, Lata, d (9. 5. 30) 


的 Fourier 变换 ,其 中 Æ He 原子 的 数目 . S, 被 称 为 液体 的 静态 结构 因子 , 它 决 定 中 子 或 和 
射线 的 弹性 散射 ,可 以 通过 实验 确定 . 对 大 的 q 值 , 它 趋 近 于 1, 对 于 小 的 g 值 , 它 的 形式 为 


S m od 是 声速 . 色散 关系 此 时 为 E, — sg. 它 的 引 人 注 意 的 特点 是 : 集体 激发 的 激发 能 量 


是 由 基态 的 静态 性 质 确定 , 即 S, 是 plo, 对 基态 yo 的 期 待 值 . 我 们 将 看 到 ,这 个 特点 也 为 分 
数 Hall 态 以 及 气态 原子 的 Bose-Einstein 凝聚 体 的 集体 激发 所 具有 . 
Feynman 进一步 作为 整体 考虑 流体 的 运动 . SRO HRB 


y= je), (9. 5.31) 
此 处 p Ji Eds CSE) UR PRÉC, S FES [8] Al b P Sic RC. wr AT ON 
v= ej ouo y, : 
pr) SEK 65 BES} AiO. 注意 这 个 形式 的 相 因子 现在 是 一 个 向 径 的 函数 . 基态 的 归 一 化 
是 po * gh 二 nn, 液 体 的 数 密度 . 波 函 数 的 流 密度 了 可 以 算出 , 超 流体 速度 w.=7/iz 有 以 下 形式 


e) = VS(r). (9. 5. 32) 
稳定 流 满 足 连续 方程 V。 v.(r) —0, S X 
ViS(r) = 0, (9. 5. 33) 
从 式 (9. 5. 32) 也 得 到 无 旋 流 条 件 
VX v, = 0. (9.5.34) 
考虑 环流 
r-ó$w-dr-[ VX v, » dS, (9,5. 35) 


由 于 式 (9. 5.34), 对 单 联 通 区 域 环 流 为 零 . 用 上 面 的 结果 ,Feynman 解决 了 一 个 超 流 现象 的 
FE. 假定 把 在 超 流转 变温 度 以 下 的 液 氨 放 在 一 个 桶 中 ,正常 氨 与 超 流 氨 共 存 , 桶 以 角速度 
w 转动 . 令 互 与 互 分 别 为 实验 室 系 与 和 桶 共同 转动 的 坐标 系 中 的 Hamilton 量 . 它们 的 关 
系 为 

H'—-H-—o*L, 
此 处 

L 一 yr: X Pi. 


平衡 状态 可 以 对 H' 极 小 化 得 到 . 要 注意 只 有 在 转动 系 中 桶 壁 才 不 能 对 体系 供应 能 量 . 在 这 


D Morn = D ar-r) 时 ,更 就 恢复 式 (9. 5. 31) 的 样子 . 
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个 坐标 系 中 液体 受到 Coriolis 力 , 它 起 着 在 体系 上 的 一 个 横向 探 针 的 作用 .正常 流体 对 探 针 
的 响应 是 被 桶 壁 拖 动 并 以 相同 的 角速度 转动 . 人 们 会 期 待 超 流体 将 不 会 对 横向 探 针 作出 响 
应 并 处 于 静止 状态 ,因为 它 没有 黏 滞 性. 但 实际 上 超 流 体 的 流动 方式 和 正常 流体 十 分 相像 ! 
答案 是 超 流体 发 展 了 点 缺陷 , 即 涡 旋 ,在 涡 旋 中 心 波 函数 为 零 , 周 围 区 域 变 为 多 联通 的 . 除去 
在 这 些 点 缺陷 处 ,v, 的 旋 度 处 处 为 零 . 环流 变 为 


r= $v, “dr = Ë$ vs. dr = B ons (9. 5, 36) 
m m 


因为 波 函 数 是 单 值 的 ,S 只 能 以 2x 的 整数 倍 变化 . RIN TUR S(r) Sip, e 是 辐 角 ,因此 
就 有 


二 
v, = — Ags (9. 5. 37) 


此 处 8 EE gp 角 增 加 方向 的 单位 矢量 . 涡 旋 携带 量子 化 的 角 动 量 . 因为 有 携带 角 动 量 的 涡 旋 
存在 ,五 "就 因 产 生 旋 转 液 氨 的 稳定 状态 而 最 小 化 ,这 个 状态 看 起 来 就 像 正 常 转动 流体 . 点 缺 
陷 是 奇 点 ,在 此 处 超 流 速度 发 散 , 波 函数 为 零 . 
我 们 最 后 回 到 分 数量 子 Hall 流体 的 集体 激发 态 c. 这 个 体系 与 超 流 氨 有 很 强 的 相似 
性 ,二 者 都 是 量子 流体 ,显示 无 损耗 超 流 . 虽然 电子 是 Fermi 子 , 但 也 没有 低能 单 粒子 激发 . 
这 是 因为 强 磁场 把 Landau 能 级 用 较 大 的 能 隙 分 开 , 能 级 间 的 跃迁 相应 于 等 离子 体 物 理 的 
上 洒 化 模 . Landau 能 级 内 部 的 激发 能 量 要 低 得 多 ,是 Coulomb 能 量 e^ /uai BR. 忽略 零点 
能 时 最 低 Landau 能 级 态 的 动能 为 零 . 仿照 上 述 的 Feynman 理论 考虑 两 个 模 
V, = Pip (9. 5. 38) 
©, = Pops (9. 5. 39) 
此 处 P, 是 投影 到 第 ”个 Landau 能 级 的 算 符 ,y 是 体系 的 精确 基态 . 由 于 电子 间 的 相互 作 
用 ,y 已 经 不 完全 在 最 低 Landau 能 级 ,但 还 是 基本 上 在 那里 . 从 w, MO, 构成 的 定义 看 出 ， 
它们 是 动能 算 符 T HEES: 
To, = 0O,, (9. 5. 40) 
TW, = wY. (9. 5. 41) 
P, 对 应 上 杂 化 磁 等 离子 体 子 模 ,@ 对 应 下 杂 化 等 离子 体 子 模 . 为 了 保证 能 够 用 来 表征 量 
子 状态 ,我 们 用 Landau 规范 ,在 边界 条 件 上 包括 了 规范 变换 . 
对 于 磁 声 子 ( 磁 转 子 ) 激 发 模 能 量 A(&) : 


_ fa 
ACR) p, (9. 5. 42) 
此 处 
FQ) = Lg) | ALCH— EA. | Y) (9. 5. 43) 
是 投影 后 的 振子 强度 ， 
Stk) = Lj | AtA: | g) (9. 5, 44) 
是 投影 后 的 静态 结构 因子 ， 
A; = Poa Po (9. 9. 45) 


是 投影 后 的 密度 算 符 . 用 最 低 Landau 能 级 单 粒子 波 函 数 ,Girvin FOG TAL, HE eH 
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ee EO EO EA ABB.BB8Ó|oo————— 


$85] f (0 ,SOO ,结果 如 下 : 


- 2 

fX) -z[ du farigo) — 1e "^. (6) 
[ef^ Celt” rh 9/2 — 1 4 git*e*r (ole — e €), (9. 5. 46) 

Stk) =S(k) —(1—e 1), (9. 5, 47) 


此 处 g Mk 是 矢量 g 和 大 的 复数 表示 ,g(r) 是 与 基态 的 静态 结构 因子 的 Fourier BM SCE) 
(未 投影 ) 有 关 的 二 点 关联 函数 ,v(q) 是 库伦 相互 作用 的 Fourier 变换 . 集体 激发 能 基 尺 度 , 即 


f(k) 的 尺度 ,完全 由 v(q) 的 尺度 决定 ,因为 动能 被 冻结 了 . 和 液 氮 理论 一 样 ,在 这 里 激发 能 
也 由 基态 的 静态 性 质 所 决定 . 但 和 He 了 情况 不 同 ,这 里 S(%) 不 能 被 测量 . Laughlin 波 函 数 
被 用 来 计算 SC). 图 9. 14 给 出 v=1/3,1/5,1/7 的 集体 激发 能 量 ( 实 线 ). 引 人 注 目的 是 , 集 
体 激 发 模式 并 非 无 质量 模 , 即 EGO YE k> 时 并 不 是 线性 地 趋 于 零 . 原因 是 在 填充 因子 为 有 
理 数 情况 下 体系 具有 不 可 压缩 性 . ACb) 的 深度 极 小 和 HeI 的 转子 极 小 类 似 , 相 应 于 SOO TE 
和 粒子 平均 间距 相关 的 波 矢 处 的 峰值 . 质量 隙 随 vy 的 减 小 而 减 小 ,这 是 被 预言 在 v= 二 1/7 到 
1/10 时 会 发 生 的 Wigner 晶体 不 稳定 性 的 先兆 . 
上 杂 化 模 也 在 文献 [22] 中 有 简单 的 讨论 . 


图 9.14 y==1/3,1/5,1/7( 实 线 ) 的 集体 激发 能 最 . 取 自 [4j] 
和 小 体系 的 数值 计算 相 比 较 : 又 号 表示 N= 二 7,y 二 1/3, 球 系统 ， 
三 角 号 表示 N= 二 6,y 二 1/3, 六 角 元 胞 ; 点 号 表示 N= 二 9w 一 1/3 及 N=7,y=1/3 


最 后 考虑 量子 Hall 流体 中 的 涡 旋 . 在 He Il 和 Bose-Einstein 凝聚 体 中 , 涡 旋 是 一 种 超 
WAH. 在 量子 Hall 流体 中 电子 的 状态 是 和 磁场 密切 关联 的 . 这 些 量子 化 的 涡 旋 实际 上 就 
是 Laughlin 的 分 数 电荷 粒子 .可 以 将 这 些 激 发 态 的 波 函 数 写作 了 


N 
o= exp[ Sigs, + In | r; — Po Jn (9. 5. 48) 
j=l 
此 处 如 是 Laughlin W AAA (O. 5. 18). 用 复数 表示 
Zj a =| F; — F^» | ent 


U BB BC AE AY 


D 此 处 ro 是 奇 点 位 置 ( 涡 旋 中 心 ) ,在 这 里 波 函 数 为 零 为 了 反映 这 个 要 求 , 在 指数 上 包括 一 项 In|rj 一 ro | 它 相 当 于 
HBF ir rl ER 如. 它 的 效应 是 使 波 孙 数 在 ro 为 苓 ,线性 增长 到 中 心 区 的 边缘 . 在 远 处 这 个 因子 的 作用 是 被 压制 的 . 
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= IItz ^20». 
这 正 是 准 空 穴 的 波 函 数 式 (9. 5. 25). 
关于 准 粒子 的 分 数 电 荷 有 实验 演示 颇 20. 文献 [25] 给 出 在 v* 一 2/3,4/3,5/3 附近 Hall 
态 的 纵向 电导 ,结果 示 于 图 9. 15. 纵向 电导 cz 与 准 粒 子 数 成 正比 ,因此 依赖 于 温度 : 
pa CT) = p, lope, 


107 


Pa KA 
Pa kW 


10 ' 107 


d aeri nd 
0 4 8 12 16 
TIKS? 
(a) (b) 
B] 9.15 不 同 温度 下 分 数量 子 Hall 态 的 纵向 电导 5 . 取 自 [25] 
(a) vol; (b) v>1 


此 处 A 是 激发 一 个 准 粒子 所 需 的 能 量 ,ce = CAD -是 直线 会 聚 之 处 . 这 还 不 是 直接 测量 , 在 


19 世纪 80 年 代 中 崔 琦 建议 通过 量 测 流 的 热 噪声 来 确定 准 粒子 电荷 . 如 果 载 流 子 在 流动 中 
是 不 相关 联 的 ,在 零 温 下 的 热 噪声 应 由 Schottky 公式 给 出 S= 2aT,d 是 载 流 子 电荷 ,1 是 “ 背 
散射 "电流 . 得 到 准 粒 子 电流 的 困难 在 于 它们 经 常 要 被 杂质 所 俘获 ,在 样品 的 整体 中 形 不 成 
电流 . 文 小 刚 c 指 出 ,在 体系 的 边界 准 粒子 能 形成 边缘 态 , 因 此 可 以 沿边 缘 单 向 自由 流动 ， 
提供 了 一 维 通道 .C. L. Kane 和 M. P. A. Fisher" i JH P8] 9. 16 所 示 的 量子 点 接触 实现 准 
粒子 流 . 量子 点 接触 是 在 分 数量 子 Hall 流体 中 的 一 个 罕 通 道 . 

准 粒子 沿边 缘 根 据 标 出 的 方向 流动 . 在 窗 隙 处 准 粒子 能 隧 穿 一 e 2 

维 通道 之 间 的 海峡 . 在 连续 的 流动 中 如 何 能 区 别 电荷 为 e 的 粒 Cer 

子 和 数量 为 三 倍 的 但 电荷 为 三 分 之 一 的 粒子 ? 最 好 的 办 法 就 [N 

是 测量 流 的 涨 落 , 即 噪声 , Kane 和 Fisher 指出 时 间 涨 落 容易 区 

别 打 在 铅 屋 顶 上 的 小 冰雹 和 质量 为 三 倍 但 降下 频率 为 三 分 之 ”图 9 16 二 维 电 子 气 的 
WYK UKE. 因为 准 粒子 的 数目 不 多 ,它们 的 流动 可 以 认为 是 量子 点 接触 

不 相关 联 的 . 
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Weizmann EA Pr FEA qmi AS — A OT tS Gc EC RO 
得 到 v= 1/3 量子 Hall 态 准 粒 子 电 荷 e/3 的 直接 测定 . 实验 技术 包括 制备 点 接触 的 刻 蚀 工 
艺 和 对 外 电路 噪声 的 过 滤 . 文献 [31] 报 告 了 二 维 电子 气 的 安排 ,以 保证 隧 穿 只 对 准 粒 子 发 
生 , 而 不 是 其 他 偶然 原因 . 文献 L32] 报 告 了 对 "一 2/5 分 数量 子 Hall 态 热 噪声 的 测量 ,确定 
准 粒 子 电荷 e/5. 


9.5.5 分 数量 子 Hall 流体 的 无 能 陈 边 缘 态 


在 9.4 节 中 我 们 讨论 过 整数 量子 Hall 态 的 边缘 激发 . Halperin 的 理论 可 以 表征 为 一 维 
手 征 Fermi 液体 理论 . 文 小 刚 汪 指出 ,分 数量 子 Hall 态 也 支持 无 能 隙 激发 ,实际 上 分 数量 
T Hall 态 的 输 运 也 是 由 边缘 激发 所 控制 ,拓扑 序 的 极 丰富 的 结构 通过 边缘 态 而 显示 出 
XU. 因为 分 数量 子 Hall 态 本 质 上 是 多 体 状 态 , 它 的 边缘 激发 就 不 能 从 单 粒子 波 函 数 构 造 
出 来 , 即 Fermi 液体 理论 从 一 开始 就 不 能 应 用 了 ,更 重要 的 , 它 的 
最 终结 果 和 Fermi 液体 理论 完全 不 同 . 下 面 我 们 考虑 最 简单 的 
y —1/m 分 数量 子 Hall 态 , 并 仿照 文献 [35] 用 流体 动力 学 的 方 
法 . 出 发 点 是 ,这 些 状 态 是 不 可 压缩 流体 ,因此 没有 低能 的 整体 
激发 . 低能 激发 的 唯一 模式 是 在 液 滴 表面 的 表面 波 . 考虑 填充 因 
子 " 的 一 滴 Hall 液体 ,由 光滑 的 势 阱 所 环绕 ,如 图 9. 17 所 示 . 势 
的 电场 (在 径 向 ) 产 生 沿 边缘 的 持续 流 


图 9.17 f Hall 流体 
的 一 个 液 滴 


j =y EXE, (9. 5. 49) 
此 处 cv 是 Hall 电导 
— yt, (9. 5. 50) 


TE3E X. B E A B 场 中 的 电子 漂移 速度 是 


v=, (9. 5. 51) 


相应 的 电流 密度 是 ; nev. 用 填充 因子 =n 2naj n 25 ,正好 得 到 式 (9， 5. 50). $ h Cx) Bg 


边缘 的 位 移 ( 对 常数 半径 的 偏离 ),z 是 没 边缘 的 坐标 . 一 维 密度 oC) = nh Cx) fü ill LL X RE. v 
传播 的 边缘 波 ,体内 的 二 维 电子 密度 是 xz 一 w2rai;. 则 波 的 传播 由 波动 方程 描述 为 
d.p 一 29rp = 0, (9.5.52) 


边缘 波 的 能 量 是 
E= [dap Go) +h (x) = fazo? Cx) 2 (9. 5. 53) 
在 动量 空间 的 边缘 波 ps 定义 为 
px) = Fe | ate “Ons (9, 5. 54) 


此 处 工 是 液 滴 的 周 长 . 式 (9.5.52) 和 式 (9. 5. 53) 变 为 


O 大致 来 说 ,Fermi 液体 理论 用 和 自由 电子 一 对 一 的 方式 来 处 理 准 粒子 ,这 样 将 Fermi 于 的 相互 作用 考虑 在 内 而 
不 失去 单 粒子 的 概念 . 在 它 的 应 用 范 鲜 内 是 一 个 很 成 功 的 理论 . 
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DESC (9. 5. 55) 
H= 2x » 2200. (9. 5. 56) 
我 们 将 能 量 记 为 H. 将 o. 当 作 广义 坐标 , 记 它 的 广义 动量 为 pi ,我 们 有 
i = à iub. (9. 5.57) 
和 式 (9. 5.56) 相 比 ,得 到 
p, =—i Fp (9. 5. 58) 
因而 有 
H = iv >) kop. (9. 5. 59) 
写 另 一 个 正则 方程 , 即 
ch =— "up |, (9. 5. 60) 


直接 取 式 (9. 5. 58) 的 时 间 微 商 也 得 到 这 个 结果 . 现在 可 以 将 理论 量子 化 ,用 对 易 关 系 
GER—1) 


[p Pe = iðw. (9.5. 61) 
将 式 (9. 5. 58) 53X (9.5. 61) 合 在 一 起 ， 
Lox spe] = 2 Eu. (9. 5, 62) 
k 的 值 由 液 滴 的 周 长 决 定 : 
_ 2m 
k= Te (9.5. 63) 
此 处 < 是 整数 . 从 量子 化 条 件 式 (9. 5. 61) 推 得 
[Hs] = kupr» (9. 5, 64) 
还 有 
CH pi] —— kupi. (9. 5. 65) 


代数 式 (9. 5. 62) BERR Kac-Moody 代数 . 关系 式 (9. 5. 64) AIRCO. 5. 65) 推 得 对 于 H WE 
意 本 征 态 (相应 本 征 值 上) 有 
Hl(py) = (E+ kv) Co) 
H( pip) = CE— kv) (pp). 
将 二 恢复 ,我 们 看 到 边缘 波 的 能 谱 是 
E, = fikv. (9. 5. 66) 
x Iz t 0) 6, 8 3E 6, RAAL 2 DC E OC RE DAI HARE RE v 传播 的 . Kac- 
Moody 代数 式 (9. 5. 62) ,3& (9. 5. 63) (9. 5. 64) 表 征 一 维 单 枝 的 声 子 理论 . 这 些 关 系 提供 
了 一 个 简单 分 数量 子 Hall 态 v—1/m 低能 边缘 激发 的 完全 描述 . 
上 述 理论 牵涉 电荷 中 性 的 激发 . 带电 激发 可 以 用 电子 算 符 y 产生 . 它 应 在 边缘 上 产生 
一 个 局 域 化 的 电荷 ,并 且 满 足 
[o(22 9 Cz/2] = 8Gc — 20g! (2). (9. 5. 67) 
这 个 结果 启发 我 们 ,y 可 以 表示 为 指数 算 符 
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plz) oc e, (9. 5. 68) 
此 处 C FEAR. GO Je HER. 由 式 (9. 5. 67) 得 到 
[oCz) iC (z/)] = 8(x— z^, (9. 5. 69) 
在 动量 空间 ， 
Lo siCp e ] = Seer. (9. 5. 70) 
和 Kac-Moody 代数 式 (9. 5. 62) 相 比 , 如 设 Cy 二 1, 就 得 到 
ko, = 2rios， (9. 5. 71) 
最 后 有 
o Grec exp] i $2) | (9. 5. 72) 
y 
p(z)— 22.4 GO. (9. 5. 73) 


要 想 鉴 别 出 yy 确实 是 电子 算 符 ,就 要 证 明 p o Cr 0 gr 09 (GO YE zx 的 反对 易 . AR 
Baker-Campbell-Hausdorff 公式 (此 处 [A,Bjl 是 c BO), 


efe? = eefe, (9. 5, 74) 
就 有 
(GO) = gGogGoexp(— ALGO $601). (9. 5. 75) 
计算 Kac-Moody 对 易 子 很 繁 , 这 里 只 给 出 结果 89 
[4%Cz),g%(y)] = irvsgn(Cz 一 y). (9. 5. 76) 
因此 ， 
(G4) 一 (一 1)*6(y)Wz)， Pru y. (9. 5.77) 


结论 是 : 如 果 1/ STM. 就 是 电子 算 符 . 对 于 Laughlin 态 * 一 1/m 我 们 用 流体 动力 学 方 
法 得 到 了 单 枝 边缘 激发 . 看 起 来 简单 的 最 终结 果 却 是 很 丰富 的 . 自由 手 征 Bose 场 很 容易 处 
理 , 因 为 问题 是 可 解 的 56. 令 工 天 2rve 一 "一 1, 标 量 场 9 (22883 Lagrange RE 


c= Lag) — ap], (9. 5. 78) 
此 处 的 标量 场 满 足 手 征 约束 条 件 
TEN STE UT (9. 5. 79) 
p(x) fis oh Ty fe Jé- 
| (a) — 2,)(2, -- 2,94 = 0. (9. 5. 80) 
自由 手 征 场 的 时 空 依赖 是 x 一 wt, 即 声 子 传播 子 是 
(4(z,04(0,0)) ——»n(z — u). (9. 5. 81) 
电子 传播 子 是 
G(Gz,0 = (TG G 240,00) = exp( ($210 $(0,0)) Joc ce 
(9. 5. 82) 


这 是 出 人 意料 的 结果 . 对 于 Fermi 液体 理论 ,电子 传播 子 正比 于 1/0 — v0. 这 意味 着 在 分 
数量 子 Hall 液体 边缘 上 的 电子 关联 很 强 , 以 至 于 不 能 被 Fermi 液体 理论 所 描述 . 这 种 新 型 
的 电子 状态 被 称 为 手 征 Luttinger 液体 . WR TT EK m —1/v 是 被 整体 状态 OR 
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充 因子 ) 决 定 的 . 这 个 朝 次 是 一 个 拓扑 数 , 它 和 电子 相互 作用 ,边缘 势 等 无 关 . 它 可 以 被 看 作 
一 个 表征 整体 分 数量 子 Hall 态 的 拓扑 序 "“. 在 动量 空间 中 电子 传播 子 的 形式 是 


mol 
G( iw) oc E (9. 5. 83) 


BUE FE UR n] DA TE Bae SF SC Uy rp du E. 隧 穿 态 密度 由 下 式 给 出 ， 


Nw) œ| w |", 
意味 着 金属 -绝缘 体 分 数量 子 Hall i Aah ee Loc 


分 数量 子 Hall 液体 边缘 态 的 物理 是 一 个 如 何 解决 问题 的 很 好 例子 . 教科书 中 的 例子 更 
多 是 教会 我 们 先 写 出 Hamilton 量 ,再 用 精确 解法 或 近似 解法 解 本 征 问 题 . 但 有 一 些 问题 ， 
我 们 根本 不 知道 Hamilton 量 ,就 像 分 数量 子 Hall 液体 边缘 态 . 文 小 刚 采 取 另 一 种 办 法 , A 
为 分 数量 子 Hall 液体 是 不 可 压缩 的 ,一 定 可 能 有 无 质量 边缘 激发 . 物理 直观 引导 他 建立 可 
能 的 运动 方程 . 然后 得 到 可 能 的 Lagrange 量 , 建 立正 则 变量 , 写 出 对 易 关 系 进 行 量子 化 .一 
日 得 到 Kac-Moody 代数 ,就 能 提出 大 量 的 问题 并 进行 理论 推导 . 在 Laughlin 波 函 数 问 题 
中 ,Hamilton 量 是 已 知 的 .但 处 理 强 的 多 电子 关联 是 极 困 难 , 甚 至 是 不 可 能 的 . 从 简单 体系 
入 手 并 成 功 抽出 问题 的 关键 ,通过 基于 物理 直观 的 成 功 的 猜测 ,得 到 最 后 的 解决 .我 们 再 次 
看 到 Feynman 说 的 “ 波 函 数 的 直观 推导 ” 物理 直观 在 很 多 重要 情况 下 提供 了 指导 . 

对 于 分 数量 子 Hall 液体 边缘 态 也 有 另外 的 途径 . 钻 既 及 合作 者 5 在 复合 Fermi FH 
基础 上 建立 了 简化 的 微观 理论 . 


9.5.6 分 数量 子 Hall 效应 的 等 级 态 


分 数量 子 Hall 态 发 生 在 多 个 系列 中 ,涉及 奇数 分 母 的 分 数 . 对 于 vy 二 1, 有 1/3,2/3, 
2/5,3/5,3/7,4/7,4/9… 为 了 理解 这 个 多 重 性 ,D. H. M. Haldane ™! 提出 了 一 个 等 级 模型 ， 
从 一 个 母 态 可 以 导出 一 系列 的 基态 .考虑 Laughlin 态 v=1/m. 它 是 强 关联 电子 凝集 形成 不 
可 压缩 流体 的 结果 . 如 果 我 们 有 这 个 母 态 的 足够 数量 的 准 粒子 或 准 空 穴 激发 ,这 些 元 激发 也 
可 以 再 凝集 形成 Laughlin 式 的 关联 态 , 即 这 个 等 级 结构 中 的 子 态 . 这 些 子 态 也 有 分 数 电 和 荷 
的 准 粒 子 和 准 空 灾 ,它们 也 可 以 再 凝集 成 孙 态 ,等 等 . 

Laughlin 波 函 数 中 电子 坐标 {z) } 的 齐 次 多 项 式 的 次 数 是 mN(N 一 1). 将 这 个 数字 除 以 
N, 就 是 任何 一 个 坐标 的 适 次 m(N 一 1) RPE A Laughlin 波 函 数 的 多 项 式 攻 次. 在 热力 
AERE FX TEM mN 就 是 以 磁 通 量子 为 单位 的 磁 通 数 . 准 粒 子 / 淮 空 穴 波 函数 的 多 项 式 
FKE 

N, = m(N—1)+eNy, (9. 5. 84) 
此 处 No E ERE / HESS AY SE a +1 ESE a7 —1. 从 另 一 个 角度 看 , 当 
准 粒 子 / 准 空 穴 凝 集成 关联 态 时 , 波 函 数 为 


Nop 


Wr (Z, ty Zn 935] 9, *** »ZN) == > (Z; — Z) be , 


此 处 {2,} 是 凝集 的 准 粒子 / 准 空 穴 的 复 坐 标 . 准 粒 子 激发 满足 Bose 统计 ,因此 p 应 是 偶数 . 


V; 的 齐 次 多 项 式 的 宕 次 是 
aN» (Ny — Dp mNON—D, 
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因此 这 个 态 的 多 项 式 窜 次 是 
N, = a Ne Ove —D, + m(N—1). (9. 5. 85) 


比较 式 (9. 5. 85) 5 3 C9. 5. 84) 得 到 
N = (n, — 1). (9. 5, 86) 


3X C9. 5. 84) AIR (9. 5. 86) 组 成 第 一 级 的 等 级 方程 . 在 热力 学 极限 下 第 一 级 子 态 的 填充 因 
子 是 


N 1 
je m (9. 5. 87) 
Ns m+ 
各 等 级 序列 由 连 分 数 给 出 ; 
es (9. 5. 88) 
m+ = > 
Pi Tas 
此 处 m Té r3 a; 1. p, ERR. 所 有 的 分 数量 子 Hall 等 级 态 都 可 以 在 这 个 序列 中 找到 
tu. 


.9.5.7 复合 Fermi f Jain 构造 法 


HESS TCR PRG C9. 5. 25) 的 构成 提醒 人 们 可 以 从 另 一 个 角度 来 诠释 Laughlin 波 函 数 ， 
J. K. Jainc91 提 出 了 这 个 导致 复合 Fermi 子 图 画 的 诠释 . 基本 概念 是 

CD 电子 俘获 了 2p 磁 通 量子 成 为 复合 Fermi +. 因为 磁 通 穿 过 的 地 方 波 函 数 为 零 ,这 
就 和 电子 彼此 屏蔽 等 效 . 

(2) 由 于 屏蔽 效应 ,复合 Fermi 子 是 弱 相 互 作 用 的 . 这 使 得 标准 的 单 粒 子 描述 成 为 
可 能 . 

在 Laughlin m —3 波 函 数 情况 下 ,每 个 电子 分 到 3 个 磁 通 量子 . 如 果 每 个 电子 聚合 了 
2 个 磁 通 量子 成 为 复合 Fermi 子 , 这 些 复合 Fermi 子 就 在 经 过 磁 通 聚合 后 的 剩余 磁场 中 运 
动 , 每 个 复合 Fermi 子 分 到 一 个 磁 通 量子 有效 填充 因子 是 vac 1. 填充 因子 v— 1/3 的 电子 
分 数量 子 Hall 态 变 成 了 填充 因子 "一 1 的 复合 Fermi 子 整 数量 子 Hall 态 . 我 们 用 波 范 数 的 
语言 来 表示 上 面 的 论据 . 开始 将 如 重新 写作 : 

和 一 (9. 5, 89) 


i<j 


此 处 
Xi Gi sz = Diz, —z)e Baal, (9. 5. 90) 


i<j 


(z, —2,)" WH, BB Cm — 1) py RRES Cm — 1) FR E FN E A z 处 的 电子 上 . 这 个 图 
像 的 关键 之 处 是 ,电子 结合 了 偶数 磁 通 量子 ,仍然 保持 了 Fermi 子 的 性 质 . 这 个 方法 给 出 了 
等 级 态 的 简单 描述 . 等 级 态 可 以 分 类 为 
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在 这 里 nn, 二 2n 十 1 可 以 诠释 为 每 个 电子 与 2 个 磁 通 量子 耦合 ,剩余 的 有 效 磁 场 就 是 每 个 符 
ft Fermi 子 分 到 1 个 磁 通 量子 . ng 二 2n 一 1 可 以 诠释 为 在 每 个 电子 结合 了 2 个 磁 通 量子 后 
与 原 磁场 方向 相反 的 有 效 磁场 . 结果 也 是 复合 Fermi 子 的 整数 量子 Hall 效应 . 其 他 状态 也 
可 以 类 似 地 诠释 . 粒子 - 空 穴 对 称 性 给 出 另外 的 状态 : 


y—1— iml 

Jain 的 构造 法 建立 了 分 数 和 整数 量子 Hall 效应 的 联系 ,提供 了 统一 的 观点 . 此 外 它 还 提供 
了 用 适宜 于 弱 相 互 作 用 体系 的 方法 来 处 理 强 关联 态 的 可 能 性 . 一 个 有 趣 的 例子 是 "一 1/2 
A, 这 不 是 一 个 正常 的 量子 Hall 态 . 可 以 将 一 个 电子 和 2 个 磁 通 量子 结合 起 来 把 它 变 成 
复合 Fermi F. 剩余 的 磁场 就 等 于 零 . 在 没有 磁场 的 条 件 下 ,我们 可 以 期 竺 在 没有 杂质 散射 
的 情况 下 复合 Fermi 子 应 该 有 明确 的 Fermi WM. 这 是 一 个 Hall 金属 态 . 在 理论 处 理 上 电子 
结合 磁 通 可 以 用 规范 变换 来 实现 . 在 对 体系 作出 理论 预言 以 前 , 先 要 考虑 规范 涨 落 . 这 是 可 
能 的 ,因为 复合 Fermi 子 是 弱 相 互 作用 的 ,可 以 用 平均 场 和 无 规 相近 似 等 方法 . 在 文献 [40] 
中 有 关于 体系 与 相互 作用 有 关 性 质 的 讨论 . 


9.6 分 数量 子 Hall 效应 的 Landau-Ginzburg 理论 


S. Girvin 和 A. MacDonald? 发 现 ,对 Laughlin 波 函 数 进行 规范 变换 可 以 得 到 Bose F 
体系 的 波 函 数 ,而 且 这 个 波 函 数 具 有 准 长 程序 .这 启发 人 们 ,有 可 能 将 Landau-Ginzburg 理 
论 用 于 量子 Hall 系统 . 如 果 能 够 成 功 ,就 能 用 这 个 理论 来 讨论 量子 Hall 系统 的 低能 定 态 和 
输 运 性 质 . 

9.6.1 3# €-Hansson-Kivelson 映射 ,陈省身 -Simons-Landau-Ginzburg 作用 量 


3k 1 B&H. Hansson 和 S. Kivelson550 提 出 了 一 个 将 量子 Hall 态 映 射 到 Bose 体系 状态 
的 规范 变换 

有 多 个 电子 位 于 电磁 场 ( 以 势 A, A 描述 ) 中 ,它们 之 间 有 相互 作用 (以 (zi 一 石 ) 描 
述 ) ,系统 的 Hamilton 量 是 


= gX[»-faco]XeAoc X VG) (9. 6.1) 
AS GE DE BRE Cms x, HEAL Schrödinger 能 量 本 征 方程 , 即 有 
HV (zi TX) = EY Cti 72, (9.6.2) 
Wy t xs ELE f] — XE A BY 36 d Je BOT BS. 进行 规范 变换 , 即 
VG; 7) = UbG,:,2,2; (9.6.3) 


其 中 
U = exp| - i27] Ps k (9. 6, 4) 


i<j 
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式 中 6 是 一 个 参量 ,ay 是 粒子 ) Di 的 坐标 连接 线 与 zx 轴 间 的 夹 角 . 相应 的 变换 后 的 
Hamilton 量 是 


ns d. |p: — Fale) — talz) | + DeAolz)+ Ý Ver: — ar), (9.6.5) 


2m ^ 
此 处 
二 名 9 ; 
a(z,) = 2. x 2, Via j , (9. 6. 6) 
在 参数 
0 = (2k d- Dx (9.5. 7) 


FAG F Ck 是 整数 ) ,新 本 征 函 数 满 足 
H’'@ (2° 52,) = Eb(x x). (9. 6. 8) 
式 (9. 6. 8) 中 的 本 征 值 和 式 (9. 6.2) 中 的 相同 , 重要 的 是 ,对 于 任何 一 对 坐标 的 交换 都 是 对 
称 的 . 对 称 性 的 变化 是 由 于 在 U 中 的 角度 a, 它 在 i 与 7 互 换 时 给 出 
ag = ay t m. (9.6.9) 
因此 在 0— (2k +1) m 条 件 下 ,这 个 交换 导致 U 给 出 一 个 附加 因子 e 0*7 = — 1, 交换 
( 式 (9. 6. 5)) 的 结果 证 明 如 下 .将 式 (9. 6.3) 代 和信 式 (9. 6.2), 左 乘 以 U !'. 若 能 证 明 


U| p. 一 上 4(zi) 一 Eala) | 1 = pi— fAG) 
就 能 得 到 式 (9. 6.80. MERA U Sz, 的 函数 对 易 ,此 外 用 式 (9. 6.4) 直 接 计算 给 出 


xax DN ‘ 0 i ow „£ Po 1 ij 
Up,U = tk 2 Vey = pi 7 Zn 24 Via j 


= p, ta), 


BNR C9. 6. 5) 成 立 的 条 件 得 到 满足 . BETTE YE (ERR A BETE MERE" DSL IC a(z;) 被 称 为 “统计 
Mth”. 它 不 影响 本 征 值 ,而 只 是 把 反对 称 的 严 变 成 了 对 称 的 下 .证 明了 立 与 更 的 本 征 问 
题 等 价 以 后 ,就 可 以 用 Bose 子 表 示 进 行 以 下 的 讨论 ,以 借用 已 经 发 展 得 比较 成 熟 的 处 理 
Bose 子 的 方法 . 式 (9. 6. 5) KO. 6.8) 所 决定 的 本 征 问 题 是 用 多 粒子 形式 表示 的 ,应 用 范围 
更 广泛 ,更 灵活 的 是 二 次 量子 化 形式 以 及 路 径 积分 形式 .引入 Bose 场 算 符 p,p…， 它 们 满足 
对 易 关 系 

Fe(Cz),p(y)] 9-3), (9. 6. 10) 
此 处 工 及 ?为 二 维 矢量 . 互 的 二 次 量子 化 形式 为 


e e ; 
H — |d'zg! Go [se (7 inv- fate) — fa) eA GO pa) 
+ 4d? rd? vago va — y)8oCy). (9. 6. 11) 


px) — g' (x) g Cx) ER HE ERE oC) — oC) — p. 是 对 平均 密度 o Cc 数 ) 的 偏离 . 式 (9. 6. 60 88 
二 次 量子 化 形式 为 

(x) —— 22 8 z:'— 

ata) =—— 2 en ay oy. (9. 6, 12) 


得 此 式 时 ,可 以 令 Xi 三 Zi 三 y， 然 后 计算 V-a。 : 令 E TE x 轴 方 向 有 一 增 量 dz, ,计算 (Cda),， 
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g plin sing 


bz y LCD = ta 同样 ， (Viae): = 一 人 二 "S XX C9. 6. 12) p e^? Té od 


cssc 从 式 (9. 6. dim ;4 完全 由 p 9 e 决定 ,因此 它 并 不 是 一 个 独立 的 动 
力学 量 .但 在 理论 框架 中 还 要 知道 它 所 满足 的 运动 方程 ,就 好 像 电磁 势 A, 所 满足 的 方程 一 
样 ,这 样 才能 写 出 体系 的 Lagrange ARENE. a 所 满足 的 方程 从 式 (9. 6. 12) 便 可 得 到 . 取 
规范 aua* 王 09 , 式 (9.6. 12) 就 是 以 下 微分 方程 的 解 : 


e'^9,as (xr) = D Cplz). (9. 6. 13) 
方程 不 含 对 时 间 的 演化 ,因此 还 需 取 对 时 间 的 微 商 : 
e3, à (x. = Bo Splat) —— e faje, (9. 6.14) 


式 中 p 场 密度 。 的 时 间 导 数 ,可 以 通过 连续 方程 十 3.j* —0 表示 为 守恒 流 j 的 散 度 . 此 式 
给 出 


Ailani op, (9. 6. 15) 


3t (9. 6. 13) 3009. 6. 15) 一 起 给 出 a 的 运动 方程 : a 的 空间 和 时 间 导 数 由 yg 场 的 密度 及 流 密 
E p Aje 决定 ,它们 可 以 由 Chern( 陈 省 身 )-Simons Lagrange 量 导 出 : 
g= £(5)g erada, —e j^. (9. 6. 16) 
三 维 矢量 wa.(au ,a) 包 含 了 0 分 量 ( 时 间 分 量 )au, 它 是 作为 Lagrange RTF A B8. LX as 
的 变 分 置 为 0 给 出 式 (9. 6. 13) ,对 a 的 变 分 置 为 0 给 出 方程 
e? (A, ao = Jap) um PD, fy, 
在 a,—0 的 规范 中 它 和 式 (9. 6. 15) 48 [8]. KRO. 6. 16) A p 场 的 Lagrange 量 合 在 一 起 ,并 


将 它们 的 耦合 项 写 在 o HW Lagrange 量 内 ,得 到 体系 的 Chern-Simons-Landau-Giuzburg 
(CSLG) EH ft 9 


S= S, +S, [P2  |az4,. (9. 6.17) 
此 处 
2 -i e"^a,d,a, (9. 6. 18) 
L=@ ' (1 ha, — eCA, +a) 
-= = | (=— inv—-=A ~<a je | 一 二 | 中 yap(z)Vz — y)8pC y). (9. 6.19) 
体系 的 热力 学 性 质 及 电磁 响应 就 完全 包含 在 路 径 积分 ( 配 分 函数 ) 之 中 : 
ZL[A,] = | [da, ]dglexp(iS, [a, ] -- iS,LA, +, 91). (9. 6. 20) 


以 上 的 Bose 子 描述 ,在 0= (2k + D x 的 条 件 下 是 与 原始 的 多 电子 量子 Hall 问题 完全 等 价 
的 , 它 将 量子 Hall 流体 与 Bose 子 超 流体 联系 起 来 ,而 对 后 者 已 发 展 了 许多 研究 方法 ,如 平 


D 在 3 十 1 维 理 论 中 这 是 Lorentz 规范 ,在 2 十 1 维 理论 中 它 被 称 为 Landau-Lorentz 规范 . 
加 “Bose 流 体 中 是 用 Landau-Ginzburg Hit f Xf 6j ,但 包括 进来 Chern-Simons 统计 规范 势 a, 故 总 称 为 CSLG Hit. 
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均 场 理论 .无 规 相 近似 等 ,都 可 以 借鉴 . 
式 (9.6.13) 用 通常 矢量 符号 写 出 ,是 
VX a(x) = (2k++ 1)G,n,(z), (9. 6. 21) 
此 处 明确 规定 0— (2k 十 1)x, 并 将 o 改写 成 n,( 表 面 密 度 ). 
从 反对 称 波 函数 到 对 称 波 函数 ,是 从 Fermi 子 变 成 了 Bose 子 ,但 这 并 不 是 指 物理 发 生 
了 变化 . Dlr ser ) 所 描述 的 系统 除了 与 oA 相互 作用 外 还 和 “统计 规范 场 a(z)” 相 互 作 
用 ,而 从 式 (9. 6. 21) 看 ,应 有 


fata) i dice ORADEA, (9. 6. 22) 


此 处 闭合 路 径 积 分 所 包含 的 面积 内 有 个 电子 , 即 “ 统 计 规 范 场 ” 的 作用 就 是 赋予 每 个 电子 
以 2 十 1 单位 的 磁 通 量子 . 赋予 奇数 磁 通 量子 可 以 改变 统计 性 质 , 即 从 Fermi 子 变 成 Bose 
子 , 或 相反 . 赋予 偶数 磁 通 量子 则 不 改变 统计 性 质 ,这 就 是 a 被 称 为 “统计 规范 场 "的 原因 . 
9.5. 7 节 讨 论 的 Jain 构造 法 和 复合 Fermi 子 就 属于 后 者 . 


9.6.2 平均 场 解 ,分 数量 子 Hall 效应 现象 学 


从 作用 量 式 (9. 6. 19) 出 发 , 取 平 均 场 解 . 我 们 将 发 现 分 数量 子 Hall 效应 与 超 流 现象 学 
之 间 有 极 密切 的 对 应 关系 . 令 外 场 A, 为 垂直 于 体系 平面 的 均匀 磁场 ( 沿 一 z 方 向 ), 即 有 
e*2,A, —— B. (9. 6. 23) 
可 以 猜 出 平均 场 解 是 
eG = (Di, alz) =— Alx), alz) = 0. (9. 6. 24) 
可 以 验证 , 解 (9.6. 24) 确 实 满足 从 CSLG 作用 量 导 出 的 所 有 方程 ,但 方程 (9. 6. 13) 的 满足 
要 求 一 个 条 件 . AO. 6. 13) 在 平均 场 情况 下 形式 是 


Q.. 
a — —p. 
E ale o, xc" 


将 解 (9. 6. 24) 代 入 ,并 用 式 (9. 6. 23) ,得 


B = p Lp. 
将 磁 通 密度 B/D 记 为 pa, 则 填充 因子 » 是 
— e EC 
has E cl (9.6.25) 


平均 场 解 式 (9. 6.24) 成 立 的 条 件 正 是 0— (2k 2-1) x. Bl Fermi FA) Bose 子 映 射 成 立 的 条 
件 , 亦 即 分 数量 子 Hall 态 的 条 件 v= 7 —. 


WRH Bose 子 所 带 的 磁 通 均匀 分 布 在 表面 上 , 它 将 刚好 抵消 原 有 的 磁场 , 即 Bose FH 
在 感受 不 到 磁场 了 . 以 上 变换 的 结果 可 以 用 图 9.18 表示 . 在 低温 无 磁场 条 件 下 ,Bose 子 是 
可 以 发 生 Bose-Einstein 凝聚 的 . 这 就 可 以 把 分 数量 子 Hall 态 和 超 导 、 超 流 类 比 , 得 出 一 系 
列 重要 结果 . 由 于 对 超 流 和 超 导 理 论 的 系统 而 深刻 的 理解 ,将 分 数量 子 Hall 态 与 之 类 比 不 
仅 能 对 已 知 现象 给 予 更 深刻 的 解释 ,而 且 还 可 以 作出 新 的 理论 预言 . 

先 从 量子 Hall 效应 的 现象 解释 开始 . 带电 Bose 子 凝 聚 后 , 超 流 体内 部 出 现 Meissner 
效应 (Cooper 对 发 生 Bose 凝聚 后 会 禁 戒 超导体 内 部 存在 磁 通 . 杂质 处 可 以 钉 扎 磁 通 ,这 是 
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Bose 子 带 {2k+1) Bose 子 
磁 通 量子 不 见 磁 场 


图 9. 18 "一 元 二 分 数量 子 Hall 态 描 述 方法 的 改变 


第 二 类 超导体 ). 这 个 效应 使 y= 二 1/(2& 十 1) 态 成 为 “不 可 压缩 的 量子 流体 ”. 原因 是 : 根据 
式 (9. 6. 21) ,电子 密度 的 任何 改变 都 要 引起 统计 规范 场 a 的 改变 , 即 要 在 一 定 的 区 域内 产生 
净 磁 通 , 这 是 Meissner 效应 所 不 允许 的 . 因此 ,在 y= 二 1/(2k 十 1) 态 下 流体 密度 不 能 改变 ,成 
为 很 稳定 的 结构 . 

一 个 容易 提出 的 问题 是 ,既然 Bose 子 看 不 到 磁场 ,没有 磁场 又 怎么 能 产生 Hall 效应 
JB? Bose 子 不 仅 带 电荷 而 且 携 带 磁 通 (2 十 1)@. 当 Bose FIG x 轴 运动 时 它 给 出 的 电流 


e 中 ,此 处 N 是 单位 时 间 通过 样品 y 方向 断面 的 粒子 数 : 它们 携带 的 磁 通 量 流 是 


do dN 
— (2k + 12d», “ae 


根据 Faraday 定律 ,这 样 的 磁 通 量变 化 率 给 出 横 问 pun 
Uo BE aa 4 (2k De + = (2k+1) 41, 


= 
— 


因此 横向 电阻 是 po = —cak+ 14. 
这 种 带 有 磁 通 的 Bose 子 常 被 称 为 “复合 Bose F”. 在 复合 Bose 子 描述 中 整数 与 分 数量 
F Hall 效应 是 处 于 同类 地 位 的 . 以 y= 的 分 数量 子 Hall 态 为 例 ,一 个 电子 带 有 3 磁 通 


而 成 为 Bose 子 ,它们 看 不 到 磁场 而 凝聚 .y= 二 1 的 整数 量子 Hall 态 每 个 电子 带 Bo 磁 通 ,也 变 
为 Bose 子 ,它们 看 不 到 磁场 而 凝聚 . 二 者 没有 分 别 . 

用 复合 Bose 子 描述 与 超 流 的 类 比 ,可 以 研究 分 数量 子 Hall 态 的 准 粒 子 激发 ,结果 得 到 
分 数 电 荷 的 状态 . 还 可 以 证 明 它 们 满足 “分 数 统计 ”1, 和 第 二 类 超导体 ( 磁 通 钉 扎 ?类 比 , 得 
到 涡 旋 钉 扎 以 解释 平台 的 存在 ,和 超 流体 的 类 比 得 到 分 数量 子 Hall 态 的 集体 激发 等 ””. 


对 一 系列 的 特殊 填充 状态 ( 例 v 一 1,* 一 本 ), 纵 向 电阻 为 0, 这 是 完全 传导 状态 . 在 


Fermi 子 描述 中 ,这 不 易 理 解 . 在 复合 Bose 子 描述 中 ,由 于 Bose-Einstein 凝聚 形成 超 流 体 ， 
Bose 子 带电 ,自然 形成 完全 传导 . 

对 外 电磁 场 的 响应 也 可 以 逐步 得 到 . 首先 对 路 径 积 分 积 去 p 场 得 到 电磁 势 A, 十 a, 的 有 
效 作用 量 . 再 积 去 a, 得 到 外 矢量 势 A, 的 有 效 作用 量 Sa. 体系 的 普遍 电磁 响应 D, CD MK 
联 函 数 得 到 
& Sa 


DD BÁ,C- pA, CD 
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9.6.3 代数 非 对 角 长 程序 


CSLG 作用 量 不 仅 能 给 出 分 数量 子 Hall 效应 的 宏观 现象 学 ,还 能 推导 得 出 Laughlin W 
PROCUL Girvin 和 MacDonald 的 非 对 角 长 程序 . 注意 到 色 对 a。 变 分 所 得 的 方程 为 了 


ie (Gas (d) — qra, (qsw)) = Polo). 
用 规范 条 件 9g,a" —0 整理 上 式 , 得 
a, (gw) = “Peet dpa vu (9. 6. 26) 


对 a 的 泛 函 积分 就 相当 于 在 路 径 积分 中 将 积分 用 8 泛 函 quem 
由 此 , 包 ( 式 (9. 6. 19)) YE (q 02 Z3 [B] P AE 
£5 =o! (gs) E = x loca sw) 一 Zap q» —w)V(q)8(qsw) 


20F 


1 
Fma 


pou. m q:— w) PLC (9. 6. 27) 


— 208p(— q, — we ja, wo) 一 
此 处 
jla) = dE (gfang — gig). (9. 6. 28) 
式 (9. 6. 27) 右 边 第 三 项 来 自 展 开 式 (9. 6. 19) 第 二 项 时 的 aua* 项 ,第 四 项 来 自 展开 的 aa" 
项 . 继续 讨论 时 要 作出 一 个 关键 性 假定 , 即 讨 论 基 态 性 质 时 不 考虑 涡 旋 的 存在 . 此 时 ;^ 是 纯 
纵向 的 , 即 j^oca*8 (8 是 Bose 子 场 的 相位 ). 因此 有 ee.qgs 一 0, 即 第 三 项 为 0, 此 时 V TR 
简单 : 第 二 项 是 原 Hamilton 量 的 相互 作用 V(z) 项 ,第 四 项 在 恢复 粒子 图 像 时 用 8o(z) = 
>) da — xi) — p IA ac! —2np/y9 RAMBA® 
5 28 | dedydp(x)In | x—yl8oCy) 
(9. 6. 29) 


= 六 [Dl | E |a: [* |! 


i<j 


至 此 也 可 以 推导 代数 非 对 角 长 程 关 联 函 数 . 由 于 olr) = Wo(Cz) ee”, 略 去 振幅 部 分 的 涨 落 ， 
2p(z) 的 关联 涨 落 就 和 B(z) 的 关联 涨 落 有关. 将 pop RARO. 6. 27) ,有 
P =pl q, — w)iwO(qrw) — LOC q, — wg Og) 
4Ax'p 1 
— 49eC- a. — 0| VD + P z Jea). (9. 6. 30) 


对 dp 积分 ,就 得 到 O 场 的 有 效 Lagrange fit 


D (qu) i. RA=c=1, Ae e, = 25 
Qo ag? eB E agg =2np /v.ao Jz us iol $6 2E fo. 


© ZH Fourier 变换 : [e 一 一 2xin | x |. 
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1 
gg = O(a, | i - £4" ea. (9. 6. 31) 
qi 


a) 
Anp 
V(q) 4 2 


从 Vg SE DAL BE EEF EE LE ATA SOOM. 引入 回转 频率 o=, AO 


2 lg) 
(— *t— ’ — * 9. 6. 
(O(— q w)@(qsw))> m mem par (9. 6. 32) 
此 处 
as = at + Pq’ VG). (9. 6. 33) 


将 式 (9, 6. 32) 对 w 积分 ,得 静态 关联 函数 
(@(— q)@(q)> 


T | deca q.— qu) . 


Sinus i$ ge (459 - veo) — 3-3] 


=- + #+0(+). (9. 6. 34) 
vq q 
[A JE 18 Bl) FF ft OE PR CO 


iA x) — iB y) ) 


(g'G20gCy)) = ple 
=p(1+i(@6x)) +i(@(y)) 


4. 
2 


apre Mz pexp(— i| pea Jaq 


-Hl«ecoecy» + (Q(z)) ++) 


—gexp| 一 zn |\a—y | |= AE. pone, (9. 6. 35) 


这 就 是 Girvin 和 MacDonald 用 Laughlin 波 函 数 得 到 的 结果 . 此 处 直接 用 CSLG 作用 量 及 
平均 场 近 似 得 到 了 这 个 结果 ,并 未 参考 Laughlin 波 函 数 . 因此 Laughlin 波 函 数 也 应 能 从 这 
个 理论 中 推导 出 来 .事实 上 , 式 (9. 6. 29) 也 出 现在 Laughlin” 57 tH Mik PS C) ie rp. 第 一 


项 的 In|z 一 zi | 是 二 维 空间 中 两 个 电子 相互 作用 势 ( 作 用 力 和 一 -成 正比 ) 5 


代表 正 离子 背景 对 电子 的 吸引 势 . 文献 [43j 给 出 Laughlin 波 函 数 的 推导 ,此 外 还 考虑 了 涡 
旋 激发 ,导出 了 Laughlin 准 粒 子 和 准 空 穴 波 函数 式 (9. 5. 25). 

以 上 《gt(z)g(y)) 的 计算 是 在 qa —0 的 规范 条 件 下 进行 的 . 在 规范 变换 中 (P (z)9(y) BS 
相 角 在 一 般 情况 下 并 不 为 0, 因此 它 不 满足 物理 可 观 量 必须 为 规范 不 变 的 要 求 . 实际 上 可 以 
定义 规范 不 变 的 序 参量 (Of(z)OCy))55 , 它 在 Landau-Lorentz 规范 中 约 化 为 (g' (zx)g(y)). 
在 其 他 规范 中 算 符 O(z) 并 非 场 算 符 oC) BY ER BR RK. 


QD 在 传播 子 极点 处 , 式 (9. 6. 31) 的 方 括号 为 0. 因此 , 令 方 括号 为 0, 解 出 wm, 记 为 ww, 即 为 传播 子 极点 ,结果 就 是 
式 (9. 6.33). 
© Hi»-—03fFHixt(9.6. 34). EMS PRET VOD , 它 对 长 程 关 联 并 不 重要 , 且 它 对 以 下 的 分 析 没 有 影响 . 
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从 以 上 的 讨论 可 知 , 分 数量 子 Hall 态 是 一 种 新 的 量子 流体 . 作为 Fermi 子 的 电子 能 够 
凝聚 为 流体 ,关键 在 于 它们 所 携带 的 奇数 磁 通 量子 ,将 它们 变 成 了 Bose F. 这 和 超导体 中 以 
AER UL He 中 电子 配 成 对 而 形成 Bose FAW. 分 数量 子 Hall 态 这 种 量子 流体 具有 的 分 数 
电荷 的 元 激发 则 是 它 的 独特 性 质 . 


9.6.4 分 数量 子 Hall 流体 的 拓扑 序 


量子 Hall 流体 是 二 维 强 关联 电子 系统 的 一 个 例子 , 它 有 一 个 极 有 趣 的 性 质 , 即 具 有 拓 
扑 序 . 凝聚 态 物 理 中 在 许多 情况 下 序 的 产生 是 和 Landau 理论 描述 的 对 称 破 缺 有 关 . 在 量子 
Hall 流体 中 没有 对 称 破 缺 .在 9.6 FP IK A X - Hansson-Kivelson 有 效 理 论 是 在 具有 陈 省 
身 -Simons 项 的 Ginzburg-Landau 理论 基础 上 构建 的 . 文 小 刚 和 徐 一 鸿 中 建立 了 一 个 只 有 
陈省身 -Simons 项 的 有 效 理论 . 这 个 理论 对 于 研究 等 级 分 数量 子 Hall 态 更 为 方便 . 这 两 种 有 效 
理论 间 由 一 个 对 偶 变 换 相 联系 ' 喇 . 陈省身 -Simons 作用 量 通过 陈省身 -Simons # a, 表示 为 


有 = IE Eaha da (9. 6. 36) 
ne 
此 处 上 是 整数 .将 这 个 作用 量 和 标量 场 作用 量 比 较 : 
S = |d'z Vg (73,82, — m e, (9. 6. 37) 


此 处 e” BERIKE. 陈省身 -Simons 作用 量 和 时 空 度 规 毫 无 关系 , 即 没有 尺 和 表 的 标 度 . 纯 
粹 的 陈省身 -Simons 项 只 和 时 空 的 拓扑 性 质 有 关 . 与 时 空 度 规 无 关 有 深远 的 后 果 : 任何 与 
度 规 有 关 的 微 扰 不 能 影响 陈省身 -Simons W. 例如 杂质 和 无 序 都 和 度 规 有 关 , 它 们 不 能 影响 
陈省身 -Simons 项 ,也 就 不 能 影响 量子 Hall 液体 的 长 程 性 质 , 例 如 电荷 和 统计 . 

在 有 效 理论 中 我 们 只 对 大 的 空间 距离 和 时 间 间 隔 感 兴趣 ,也 就 是 小 的 波 数 和 低 的 频率 . 
作用 量 的 各 项 是 按照 微 商 的 籍 次 和 变量 的 矢 次 排序 的 . 在 2 十 1 维 时 空中 , 流 的 质量 晤 纲 是 
2, 规 范 势 的 量 纲 是 1, 因 为 规范 势 和 物质 场 是 按照 规范 原理 耦合 的 . 因此 陈省身 -Simons 项 
ea da, 的 量 纲 是 3, 质 量 量 纲 最 低 . Maxwell 项 量 网 是 4, 因 为 它 包含 两 个 微 商 和 两 个 规范 
AAR. AUER LE M 标 度 化 ,在 大 距离 不 重要 . 大 距离 的 物理 仅 由 陈省身 - 
Simons 项 控制 ,只 要 & 尖 0. 对 于 vy 二 1 的 量子 流体 ,有 一 1. 一 般 情 况 下 有 数学 论据 要 求 & 为 
整数 . | 

Laughlin y— 1/m 态 是 最 简单 的 仅 包含 一 个 组 分 不 可 压缩 流体 的 量子 Hall AS. M UE PR 

v, -[IIt-2z]e*X7 
可 以 看 出 当 电 子 ; 围绕 电子 i 转 一 圈 时 波 函 数 得 到 一 个 相 因 子 A. 更 一 般 的 量子 Hall 态 ， 
诸如 "一 2/5,3/7,… 包 含 不 止 一 个 组 分 不 可 压缩 流体 ,有 更 复杂 的 拓扑 序 . 它们 用 和 矩阵 元 为 
整数 的 对 称 和 矩阵 K 和 整数 元 素 的 矢量 Q 所 表征 . 当 组 分 i 的 粒子 围绕 组 分 i 的 粒子 转 一 圈 
时 , 波 函 数 获 得 一 个 相 因 子 eg ,此 处 ky 是 KK 的 矩阵 元 .矢量 Q 元 素 Q, 代表 组 分 i 流体 的 
粒子 所 带 的 电荷 (以 。 为 单位 ). 所 有 与 拓扑 序 有 关 的 性 质 都 由 K SQ 所 决定 ,例如 "一 
3 2 1 
2 ;及 Q 一 (1) 描述 

在 物理 上 拓扑 序 在 量子 Hall 流体 不 同 侧面 显示 出 来 ,例如 基态 简 并 度 和 边 绿 态 的 反常 

Ru. 在 亏 格 为 G 的 闭合 二 维 表 面 上 的 量子 Hall 流体 , 它 的 基态 简 并 度 为 ,这 里 是 


QTK -1Q. Laughlin 态 1/m 具有 K =m 5 Q—1,v—2/5 态 由 K=( 
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式 (9. 6. 36) 中 的 参数 . 亏 格 是 表面 的 洞 或 把 手 的 数量 ,例如 球 的 亏 格 为 零 , 环 面 的 亏 格 为 1. 
拓扑 的 依赖 性 在 这 里 是 明显 的 . 同样 填充 率 的 等 级 态 用 不 同 的 构造 法 得 到 不 同 的 波 函 数 . 这 
些 不 同 的 波 函 数 是 否 属于 同一 个 等 价 类 ,可 以 从 它们 的 K 和 Q 表征 来 判断 , 如 果 两 种 构造 
法 的 K 和 Q 相同 ,它们 描述 的 是 同样 的 量子 Hall 流体 . 

拓扑 序 的 一 个 引 论 就 是 分 数量 子 Hall 态 的 分 数 统计 . 当 交换 两 个 全 同 粒子 时 ,体系 的 
波 函 数 获得 一 个 相 因 子 e* SFR AF $4 一 0, 对 于 费 米子 9 0. 在 二 维 体系 中 ,导致 ^ 交 换 ” 
的 粒子 运动 需要 确切 定义 ,因为 粒子 不 能 脱离 它们 所 存在 的 平面 . 交换 可 以 定义 为 将 一 个 粒 
子 绕 男 一 个 粒子 转角, 然后 平移 两 个 粒子 ,使 得 原来 占有 粒子 的 位 置 现在 重 被 粒子 占据 ， 
只 是 两 个 粒子 现在 被 交换 过 了 . 由 于 量子 Hall 体系 可 以 看 作 粒子 - 通 量 复合 体 ,一 个 通 量 管 


© 在 它 附近 产生 一 个 矢量 势 和 一世 6. 由 于 准 粒子 1 围绕 准 粒子 2 转 s 角 的 输 运 所 产生 的 


Aharonov-Bohm HÆ gı: —e6/2. 但 在 这 个 过 程 中 准 粒 子 2 也 感受 到 了 准 粒子 1 的 磁 通 . 
此 总 相位 是 eg. 当 存 在 有 低能 简 并 态 ,而 交换 在 简 并 态 上 的 不 同 准 粒 子 对 之 间 进 行 时 ,就 形 
成 了 “ 编 关子 ”的 过 程 . 由 于 两 个 交换 过 程 可 能 不 对 易 , 因此 多 交换 的 过 程 应 该 用 矩阵 表示 . 
因此 统计 不 仅 是 分 数 的 ,而 且 是 非 Abel 的 . 

分 数 电荷 可 以 用 边缘 电流 的 噪声 测量 在 实验 上 探测 ”1 ,统计 的 测量 就 需要 一 个 非 定 域 
的 过 程 ,在 此 一 个 准 粒子 围绕 另 一 个 准 粒子 运动 . C. de C. Chamon 等 人 5 最 先 提出 了 量子 
Hall 体系 的 二 点 接触 的 干涉 仪 . W. Bishara 等 人 中 用 这 样 的 干涉 仪 研究 非 Abel 任意 子 的 
行为 ,如 图 9. 19 所 示 . 设备 是 一 个 Hall 棒 ( 磁 通 未 标 出 )Hall 电压 沿 棒 测 量 , Hall 电导 垂直 
FHE. ANP 使 边缘 准 粒 子 围绕 体 准 粒子 运动 ,产生 了 “ 编 闪 子 ”.P 上 的 电压 可 以 
调整 以 改变 量子 Hall 液体 的 面积 .边缘 准 粒子 可 以 在 两 个 点 接触 处 隧 穿 ,其 振幅 为 总 A t. 
两 条 了 赚 穿 路 径 之 间 的 量子 干涉 就 通过 随 Hall 液体 面积 变化 时 隧 穿 电流 的 振荡 图 样 给 出 
Aharonov-Bohm 相 的 可 观测 特点 以 及 编 闪 子 统 计 . 对 - | 


- Abel 量子 Hall Æ, TY HPR W 47 29 A VB EURO E te A S ZZ wf 
XH] Aharonov- ils 效应 来 理解 . XP dE Abel AS (例如 YY 
,一 5/2 的 分 数量 子 Hall 态 ) 在 体 准 粒子 数 为 偶数 时 出 现 Yj 
附加 的 振荡 行为 . 这 个 数 通 过 在 中 央 干 涉 仪 区 域 中 边缘 准 ZZ E aes j bs 
fF 30 D AER T > [8] B3 Sia EET CUI CAE e, He rh BH. 作 - — — 
者 们 结论 观察 到 的 变化 是 非 Abel 统计 的 明显 特点 ,并 且 9.19 二 点 接触 干涉 . 取 自 [55] 


建议 进行 更 多 的 实验 以 判别 其 他 的 可 能 原因 . 


9.7 量子 Hall 效应 的 整体 相 图 


在 9.4,9.5 节 的 讨论 中 突出 了 描述 量子 Hall 状态 的 参数 , 即 填充 数 yao. 对 一 定 填充 


数 的 状态 有 特征 的 po 与 p。 值 .以 o= 和 pm 为 坐标 ,可 以 画 出 量子 Hall 效应 的 整体 相 图 ,这 
是 Kivelson ,Z5 f M RISK RAE BY 4k 6k 5-7 , 他 们 建立 了 “对 应 态 定律 ,说明 不 同 v 的 状 
态 中 ,不 少 是 彼此 对 应 (相似 ) 的 . 
(1) Landau 能 级 变换 
ye*y- 1 + (95:7. D 
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党 表 示 两 个 不 同 ， 值 体系 的 性 质 存 在 对 应 . 这 是 因为 填 满 的 Landau 能 级 对 其 他 电子 而 言 类 
似 一 个 情 性 的 背景 , 它 对 上 面 未 填 满 的 Landau 能 级 的 物理 性 质 几 乎 没有 影响 . 
(2) 粒子 - 反 粒 子 变换 


y>l—v (9°72) 
在 真空 态 上 建立 一 个 vy 二 1 的 状态 ,和 从 一 个 填 满 的 Landau FER (MER (9. 7. 1), 它 和 真空 
对 应 ) 去 掉 填 充 数 为 y 的 电子 是 等 价 的 . 
(3) 通 量 赋予 变换 
le 一 +2 (9. 7. 3) 
例子 是 3*>1 十 2, 这 是 分 数量 子 Hall 效应 v—1/3 和 整数 量子 Hall 效应 v— 1 之 间 的 对 应 ， 


9.6 节 中 已 讨论 过 . 
理论 的 另 一 个 组 成 部 分 是 选择 规则 : 从 绝缘 态 到 量子 Hall 态 的 转换 只 能 通过 v= 二 1 的 
整数 量子 Hall 态 进行 . 在 杂质 增加 或 磁场 减 小 时 ,所 有 高 态 只 能 转换 到 低 y ARAB v= 
1 态 ,然后 才能 转换 到 绝缘 态 . 得 到 这 个 定 则 的 基础 是 一 个 “上 浮 假 定 ”?. 相 图 示 于 图 9. 19. 
相 图 示 于 图 9. 20, 在 相 图 上 pz- 代表 品 体 的 无 序 ( 杂 质 、 缺 陷 与 声 子 激发 ), 它 随 温度 T 


而 变化 ; po 一 一 .也 与 磁场 了 成 正比 . 在 存在 无 序 情况 下 ,T-*0 时 有 两 种 不 同 的 相 . 一 是 在 


T->0 时 pu 0,0, 0 的 量子 Hall 流体 相 ( 见 式 (9.4. 21) 后 面 的 讨论 ), 另 一 个 是 绝缘 相 ， 
在 T-~0 时 有 par -~covor 一 0, 但 它 和 普通 绝缘 体 又 有 所 不 同 . 当 将 半导体 缺陷 增加 以 至 超 
过 一 定 限 度 时 ,要 保持 纵向 电流 需 施 加 很 高 的 纵向 电 于, 当 工 减 小 时 所 需 电 压 增 高 ,这 是 绝 
缘 体 的 特征 .但 同时 Hall 电压 Un 和 温度 无 关 并 和 磁场 强度 成 比例 增加 ,这 是 Hall 液体 的 
特点 . 这 个 相称 Hall 绝缘 体 , 崔 琦 研究 组 在 实验 中 发 现 了 Hall BAY. 


Hall Mary (x 


vx] 


Hall 流 体 


A 


0 | 3⁄5 2 3/7 3 3ll 4 5 
Pall hie) 


9.20 ”量子 Hall 效 应 的 整体 相 图 . We 3 [46 J 


Q ”在 整数 量子 Hall 效应 发 现 后 不 久 , 就 已 经 知道 在 Fermi 能 量 下 耐 有 延展 态 , 因 为 纵向 电导 一 般 是 有 限 的 . 
Anderson 局 域 化 告诉 我 们 , 当 无 序 增加 超过 某 -- 程 度 时 所 有 二 维 电子 系统 都 是 绝缘 的 . 为 了 解释 从 量子 Hall 相互 绝缘 
相 的 转变 ,Laughlin 和 Khmel'nizkii 提出 了 “ 圭 浮 "假定, 当 磁场 减 小 时 延展 态 的 能 量 从 Landau 能 级 中 心 上 浮 . OB AF 
St. HE AHEM AA Fermi 能 量 上 面 , 使 得 所 有 Fermi 能 量 下 面 的 状态 都 变 成 局 域 的 . 
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实验 上 还 发 现 了 另 一 个 在 v= 二 1/2 附近 的 相 . 电子 和 无 磁场 情况 下 普通 金属 中 的 电子 一 
样 ,ov 随 磁场 线性 变化 ,没有 量子 化 平台 . ERA Hall 金属 . 从 引入 统计 规范 场 的 变换 看 ， 
这 个 相 的 存在 是 容易 理解 的 .vy 二 1/2 相当 于 一 个 电子 分 配 到 两 个 磁 通 量子 ,用 变换 将 磁 通 
赋予 电子 , 它 就 成 为 “复合 Fermi F”. 用 平均 场 观 点 将 统计 磁 通 均匀 分 布 ,正好 抵消 外 磁场 ， 
其 结果 就 是 无 磁场 下 的 电子 ! 从 通 量 赋予 变 换 式 (9.7.2) 得 知 ,vy 二 1/4 是 一 个 对 应 态 , 它 的 
粒子 - 反 粒 子 对 应 态 是 y= 二 3/4. 

对 应 态 原 理 被 许多 实验 所 支持 ,但 选择 定 则 却 与 不 少 实验 相左 . EMA RAM 系统 研 
究 了 绝缘 体 到 整数 量子 Hall 态 的 转变 . 他 们 使 用 在 Ge/SiGe 量子 阱 中 局 限 的 二 维系 统 . 从 
绝缘 体 到 整数 量子 Hall 态 转 变 的 规律 是 在 量子 Hall 相 绝 缘 体 到 整数 量子 Hall 态 pr 随 温 
度 增 加 而 增加 ,在 绝缘 相 它 随 温度 增加 而 减 小 , 示 于 图 9. 21. 在 相 变 点 (图 9. 21(a), 中 的 
BL) ,ps 与 温度 无 关 . 当 B 增加 时 ,ps 首先 在 v 发 展 一 个 很 窗 的 平台 ,然后 在 v*=2 处 ,以 及 在 
v=1 处 .在 BE 处 绝缘 态 到 v— 3 整数 量子 Hall 态 的 转变 是 直接 的 . 在 更 高 的 场 值 时 量子 
Hall 态 转 变 到 绝缘 态 示 于 图 9. 21(b). 在 这 里 ,在 B. 处 的 转变 是 在 o= 曲线 会 合 点 发 生 . S 


L4 


P&P, (e) 


P&P (hie) 


BIT 
(b) 


图 9.21 在 温度 0.6K 和 4.2K Bt p 和 ps 对 磁场 的 依赖 . 在 插图 中 画 出 ow 和 cm 
对 B 的 依赖 . 取 自 [49] 


(a)n=1.2X 10 cm *; (b)n—0. 8X IO!! cm^* 
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F Hall 态 和 绝缘 态 的 转变 点 ( 黑 点 ) 以 及 不 同 v 的 量子 Hall 态 之 间 的 转变 点 ( 圈 点 ) 示 于 
图 9. 22(a) 的 rr 曲线 ,点 的 大 小 代表 预期 不 准确 度 . 为 了 演示 Landau 能 级 作为 B 的 函数 
的 转变 ,同样 的 数据 作为 n-B 曲线 画 在 图 9. 22(b) 上 . 对 高 B 值 数据 点 精确 分 布 在 直线 n = 
(i 二 1/2)eB 太 上 ,i 二 0,1,2,… 这 些 直 线 是 不 同 v 值 态 的 边界 . 最 低能 级 i 二 0 之 下 的 绝缘 态 
可 以 从 无 序 造 成 的 能 级 变 宽 理 解 . 在 能 级 展 宽 时 ,形成 小 能 带 (miniband). 在 中 心 的 是 延展 
AS. 远离 中 心 的 是 局 域 态 . 在 T —0 以 及 Fermi 能 位 于 最 低能 级 之 下 时 ,Er 处 于 局 域 态 中 
间 ,体系 就 是 绝缘 态 . 当 B 减 小 时 ,能 级 间 的 能 隙 减 小 ,能 级 发 生 交 在 . 高 能 级 的 某 些 态 增 加 
了 最 低能 级 ;一 0 之 下 的 态 密 度 ,导致 绝缘 态 的 边界 升 高 . 所 有 的 高 v 态 都 直接 过 渡 到 绝 
缘 态 . 


v=] 


世子 Hall 被 体 


nxiO0lcm 


(a) 


n/ X 10cm? 


(b) 


图 9.22 相 图 . 肥 自 [49j 
(a) n 一 v1 曲线 ; (b) n— B 曲线 


REAR TT AB EF OU BET TM BASSAS Hall 态 的 转换 理论 研究 . 他 们 用 了 紧 束 缚 
格 点 模型 . 令 跳 路 常数 为 1 作为 能 量 的 单位 ,模型 中 有 两 个 参数 . 一 个 是 格 点 单位 小 格 的 磁 
通 量 $ 二 2x/M,M 就 相当 于 填充 因子 . 例如 M — 8 给 出 最 大 填充 因子 n»—8. 另 一 个 参数 是 
无 序 强度 W. 在 每 一 个 格 点 处 在 一 W/2 3$] W/2 间 随 机 选 定 一 个 无 序 势 . 用 Kubo 公式 计算 
Hall 电导 ,图 9. 23 给 出 M=8 的 结果 . 在 弱 无 序 (W = 二 1) 时 可 以 看 到 3 个 整数 量子 Hall F 
台 on 二 ve* /h(v=1,2,3) ,相当 于 E 志 0( 半 个 能 带 ) 位 于 on 跳跃 处 的 4 个 Landau 能 级 在 无 
序 增加 时 ,平台 自 高 能 到 低能 一 个 又 一 个 地 逐次 变 坏 . 

sv 二 3 平台 在 W=2 时 被 毁 ,v 一 1 FRE W —6 时 崩 坏 . 理解 整数 量子 Hall 平台 演化 的 
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图 9. 23 无 序 参 数 从 1 到 6 情况 下 oa( 计 算 值 ) 与 巨 的 关系 . 取 自 [50] 
插图 给 出 允 一 4 的 "一 1 整数 量子 Hall 平台 ,相应 不 同 格 点 点 阵 大 小 : 8X8(。)， 
16X160 * ),24X 24Ct) 


关键 是 在 9. 4 节 中 讨论 的 D. J. Thouless 的 拓扑 考虑 . 量子 化 的 Hall 电导 是 在 Fermi 能 量 
下 的 延展 态 所 携带 的 陈省身 数 之 和 : 
on (Ey) — T $3 C^, 


Em) E, 


局 域 态 的 陈 数 为 零 . 延展 态 的 态 密度 pea Mi FA 9. 24. 明确 的 ou, ELT Landau 带 的 中 心 带 
间 是 局 域 态 布局 . 每 个 峰 对 应 于 on 快速 增长 的 区 域 . 当 Fermi 能 量 到 达 峰 中 所 有 延展 态 都 
已 包括 进来 的 那 一 点 时 就 得 到 一 个 量子 化 的 平台 . 三 个 低能 峰 中 每 一 个 的 总 陈 数 都 是 十 1， 
这 就 是 当 Fermi 能 量 从 低能 端 向 高 能 变化 时 vy 二 1,2,3 平台 逐 次 出 现 的 原因 . 玉 ==0( 格 点 半 
WAY Hall 电导 应 该 为 零 . 因此 最 接近 带 中 心 的 最 后 的 峰 带 有 陈 数 一 3, 导 致 vc 从 "一 3 平 
台 降 落 到 0. 拓扑 数 守恒 明确 地 表现 了 出 来 . 在 W 增加 导致 的 on 平台 的 崩 坏 过 程 中 , 隔 开 
不 同 平台 的 延展 态 会 褒 到 一 起 然后 消失 ,并 未 “上 浮 ”. 最 低 的 延展 态 能 带 是 在 无 序 临界 值 
W. 处 最 后 消失 的 . 无 序 临 界 值 W. 随 磁 场 的 减 小 而 减 小 ,在 趋 于 零 的 场 极 限时 可 以 延伸 到 
零 . 整数 量子 Hall 效应 崩 坏 的 图 画 一 直 持 续 到 弱 场 极限 , 


图 9.24 不 同 无 序 参 数 下 的 计算 延展 态 密度 . 取 自 [50] 
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OR HRS AUAU A Ui (HL THE 9. 25. 有 一 些 有 趣 之 处 . 从 强 磁场 的 绝缘 态 (在 图 中 
用 正 标 出 ) 开 始 ,在 固定 电子 密度 条 件 下 连续 减 小 B, 就 得 到 曲线 A, 它 切 过 不 同 的 整数 量子 
Hall jf. 34 B 减 小 时 ,W。 随 之 减 小 ,因此 页 C5; 增加 . 绝缘 相 下 的 特征 是 Hall 电阻 ps 保持 
fe RFE h / e ,甚至 纵向 电阻 o= 已 经 增加 了 许多 倍 . 绝缘 相 工 的 特征 是 Hall 电阻 的 经 典 
值 o, = 过 乞 一 -所 .相信 绝缘 相 工 在 磁场 趋 于 零 时 会 趋 于 Anderson 绝缘 体 . 绝缘 相 的 a 和 


nye 


Oxy Wi 4E. — TS SS Be hy BE EH AF Ala FE AR., 


绝缘 相 > v=] 


nt T Hall 


WIW, 


liny 


(€) 


图 9.25 紧 束 缚 格 点 模型 给 出 的 相 图 . 取 自 [51] 


这 些 “ 复 合 粒子 "是 真实 的 吗 ? 或 者 是 一 种 等 价 的 描述 呢 ? 目前 还 没有 明确 的 答案 . 

量子 Hall 效应 25 年 来 一 直 是 凝聚 态 物 理 中 十 分 活跃 的 研究 领域 ,目前 仍 有 不 少 基本 
问题 有 待 继续 研究 . 对 v— 1/2 态 ( 称 为 一 1/2“ 反 常 ”) 在 理论 上 有 所 阐述 “” ,在 这 方面 以 及 
对 Hall 绝缘 体 了 解 得 还 不 够 ,未 来 将 会 提供 更 多 的 新 发 现 . 
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第 10 Ft 
Bose-Einstein 凝聚 


1924 年 S. Bose 将 光子 作为 其 数量 并 不 守恒 的 全 同 粒 子 处 理 而 成 功 地 导出 了 Planck 
黑体 辐射 定律 ,Einstein 随即 将 这 个 问题 推广 到 全 同 粒 子 理想 气体 ,这 是 Bose-Einstein 统 
计 的 开始 . 1925 年 Einstein 导出 了 出 现 凝 聚 现象 的 临界 温度 Tr ,以 后 被 称 为 Bose-Einstein 
温度 . 他 对 发 生 凝 聚 现象 有 些 怀疑 ,在 给 Paul Ehrenfest 的 信 中 写 道 :“ 这 真是 漂亮 ,但 它 会 
是 正确 的 吗 ?5? 此 后 他 再 也 没有 提起 过 这 个 问题 . 直到 1938 年 发 现 了 低温 (2. 2K 以 下 ) 液 
氨 的 超 流 现象 . F. London 指出 超 流 本 质 上 是 量子 统计 现象 ,并 计算 出 Ts 为 3. 2K 之 后 ， 
Bose-Einstein SE XX (Bose-Einstein condensation, 445; 4 BEC) 才 真正 引起 物理 学 界 的 重视 . 
多 年 来 ,已 知 的 Bose-Einstein 凝聚 体 (Bose-Einstein condensates, 44 5j Jg BEc, UJ [X H+ 
BEC) 有 He II ( 氮 的 超 流 相 ) 、 超 导 中 的 Cooper 对 以 及 半导体 中 的 激 子 . 由 于 实验 技术 的 发 
展 , 从 20 世纪 80 年 代 初 开始 了 寻找 气态 原子 BE 的 努力 . 实验 物理 学 家 喻 为 争夺 “ 圣 餐 
杯 ”(the Holy Grail). 终于 在 1995 4E RKB T " Rb,” Na,’ Li 气态 原 子 的 BEc'^*U, E. Cornell 
C. Wieman 和 W. Ketterle 获得 了 2001 年 Nobel WHR. 这 个 成 功 在 物理 学 界 引 起 相当 
KH. 实验 技术 的 精妙 ,所 得 结果 的 确切 性 都 是 令 人 印象 深刻 的 .但 毕竟 BEC. 是 早已 确 
立 的 现象 , 且 已 有 了 不 少 研究 成 果 , 为 什么 气态 原子 BEc 的 发 现 能 带 来 如 此 的 激动 呢 ? 其 
原因 是 ,在 此 以 前 的 BEc 体系 中 ,或 因 相 互 作用 太 强 (He 开 液体 中 原子 间作 用 力 使 凝聚 高 
度 “ 贫 化 ”) 或 因 环境 太 复 杂 , 在 理论 上 不 易 处 理 . 实验 中 观察 到 的 现象 ,哪些 是 属于 BEC 的 
内 在 原因 ,哪些 只 是 相互 作用 的 后 果 , 也 难以 分 辨 . 气态 原子 BE 属 弱 相互 作用 Bose 气体 ， 
相互 作用 在 理论 上 较 易 处 理 . 理论 和 实验 可 以 细致 比较 ,对 于 理解 这 一 重要 现象 的 本 质 有 很 
大 的 好 处 , 这 是 自 1995 年 下 半年 以 来 ,理论 和 实验 研究 成 果 大 量 涌现 的 原因 . 

从 Bose 气体 到 Bose-Einstein 凝聚 是 发 生 了 相 变 . 立即 可 以 提出 问题 ; 序 参量 是 什么 ? 
对 这 个 问题 以 及 相应 的 超 导 相 变 序 参量 问题 的 答案 是 非 对 角 长 程序 中 的 凝聚 体 波 函数 ,在 
10.2 节 中 介绍 这 个 概念 . 一 个 包含 宏观 量 原 子 的 体系 能 用 单 粒 子 波 旺 数 描述 是 建筑 在 所 有 
粒子 波 函 数 的 相位 相干 性 之 上 的 , 它 意味 着 规范 对 称 性 的 自发 破 缺 ,这 一 点 在 10. 3 节 讨论 ， 

Bose-Einstein 凝聚 体 中 原子 间 相 互 作 用 是 核心 问题 . 这 个 问题 对 均匀 凝聚 体 早 在 
20 世纪 50 年 代 中 期 就 已 解决 ,其 结果 在 10. 4 节 中 介绍 . 在 实验 室 中 研究 的 凝聚 体 是 用 势 捕获 
的 ,常用 各 向 异性 势 ,实验 研究 的 理论 诠释 需要 适应 这 个 情况 ,在 10. 5,10. 6 节 中 讨论 这 个 问 
题 . 最 后 在 10. 7 节 讨 论 涡 旋 及 其 在 凝聚 体 稳 定性 中 所 起 的 作用 . 光 阱 约束 的 应 用 使 得 自 旋 自 
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由 度 进 入 研究 范围 . 10. 8 节 讨 论 旋 量 凝聚 体 . 相对 传播 的 激光 束 形成 光 品 格 开辟 了 冷 原子 气 
体 在 光 晶 格 中 量子 相 变 的 研究 ,在 10. 9 节 中 予以 介绍 . Feshbach 共振 可 以 调节 原子 间 相 互 作 
FB. 它 的 应 用 开创 了 超 冷 Fermi 原子 气体 的 BEC-BCS 跨越 等 方面 的 研究 ,在 10. 10 节 中 介绍 . 


10.1 Bose-Einstein 凝聚 的 一 些 基 本 关系 


在 三 维 空间 中 ,自由 理想 Bose 子 气体 的 基态 ( 即 零 动量 态 ) 上 布 居 有 限 密度 no 的 粒子 ， 
就 发 生 了 BEC: 


m = Jr (alas? > 0, (10.1. D 


以 a, RAH RTEKA, MW as 对 应 零 动 量 态 ,V 是 总 体积 ,〈) 指 热 平 均 . MH 
观 量 粒子 体系 的 BE 而 言 , 其 基态 上 的 粒子 数 必须 是 宏观 量 . 对 相互 作用 Bose 体系 ,BEC 
仍 可 由 上 式 定 义 , 在 取 热 平均 时 要 用 包括 相互 作用 的 Hamilton ft. 


10.1.1 BEC 本 质 上 是 量子 统计 现象 


常常 会 提出 问题 : 用 经 典 统计 的 Boltzmann 因子 ,两 个 能 级 E (基态 ) 和 E; CE, >E) E 

粒子 布 居 数 之 比 是 : 
N,N, = e CREDAT 

此 处 上 为 Boltzmann 常数 ,在 AT<eE: 一 已 时 也 可 以 使 Ni 六 Ni ,这 能 否 算是 发 生 了 凝聚 呢 ? 
以 He DT Wel. we lem 的 立方 体内 用 方 势 阱 作 简单 估计 ,基态 与 第 一 激发 态 的 能 量 差 
为 AE-—2.48X10 ^" erg, AE B AT 的 温度 是 : T A 10 “K. 如 果 要 求 Ni 之 Ni ,就 需 TK 
10-* K. WEL AN A 相 变 点 是 2.18K, 可 见 靠 Boltzmann 因子 是 不 能 产生 凝聚 的 .F. London 最 
早 指 出 液 氨 BEC 是 量子 统计 结果 ,而 量子 统计 必须 在 粒子 数 密度 n na GET YR EO INL: 
起 作用 : 
(10, 1.2) 


(atm) 


A= (EE) ; (10. 1.3) 


因此 在 》3 体积 内 有 一 个 原子 的 体系 ,其 密度 就 是 na, 这 正 是 全 同 粒子 不 可 区 分 的 条 件 .对 
低温 下 的 液 氨 这 个 条 件 是 满足 的 . 此 时 Bose-Einstein 分 布 给 出 在 温度 T FREE e 的 粒子 
RAPER NC. TA: 


] 
NG T) = Spar’ (10. 1. 4) 
此 处 是 化 学 势 .对 理想 Bose 气体 ,在 n<ng 时 jy 二 kTIn p^ 在 T->0 时 ,Ne 一 0) 一 入 ,为 


总 粒子 数 . 式 (10. 1. OAH N——kT/u; Bp p=—kT/Nop (8 29 fA. 对 N10" »>T=1K yp 


© 可 参阅 文献 [5]p. 201, 
全 ”参阅 文献 [5]p. 121. 
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———— 


—1.4X10 “erg. 仍 以 lem 边 长 立方 体 中 液 氨 为 例 , 基 态 s — 0,6; — 41. 4X 10 "* erg, 58 
一 激发 态 e 与 py ZH er — pe, =2.48X10 “erg. 在 TOCK) 时 ,它们 都 满足 e 一 Ap 安 
kT(k=1. 38X10 “ergs K !'D. 此 时 有 

f 


Né nja E, 
e—p 


即 N: : Ni = Cei —40 * Ce —4272O0(10* ). 可 见 基 态 上 布 居 宏 观 量 粒子 是 由 于 化 学 势 ARE 
接近 si 所 致 ,这 是 量子 统计 ( 源 于 Bose 子 体系 波 函 数 的 交换 对 称 性 ) 的 结果 . 


10.1.2 Bose-Einstein 温度 


S Ne(T) 代 表 在 所 有 激发 态 上 的 粒子 数 , 它 是 温度 的 函数 . Èh Bose-Einstein 分 布 和 
自由 粒子 的 态 密度 9(e) 决 定 : 


. V [2m "P ii 
Xe) = ixi ) es (10. 1. 5) 


由 此 得 
NT) = [NG. T»9code. | 
上 式 中 积分 下 限 为 第 一 激发 态 能 量 . TE Ln | RT 情况 下 , 它 可 以 从 式 (10. 1.4) 中 略 去 . 令 
x 二 e/kT, 上 式 可 写作 
N,(T) = (my “rye ze, (10, 1. 6) 
由 于 ee 0 并 不 把 基态 上 的 粒子 包括 进来 . 积分 的 值 是 1. 036 


Vx 9, Ait 
N.CT) = V2.612nqC TD , 
Bi 


(10. 1. 7) 


NCIX. 
2x i-am 2, 612 


ngo (T) 
Iu , 


VEAL n EA REDE n SERA T WK 
写 出 ,有 


NO = (E) ， (10. 1. 8) 
此 处 
2 2/3 
ask 3 (3-610 rs-) Sea 00 0.2 04 06 08 10 
就 是 Bose-Einstein 温度 . 从 (10. 1.7) 式 看 ,只 有 在 体系 粒 TiTe 
子 数 密 度 n 大 于 2. 612no 时 BEC 才能 发 生 , 而 要 达到 这 10.1 理想 Bose FAREA 
个 条 件 ,T 必须 小 于 Te. 理想 Bose 气体 的 NCM 及 上 和 激发 态 上 的 粒子 数 


No(T)( 基 态 上 粒子 数 ) 与 T 的 关系 示 于 图 10.1. 号 得 康 的 关系 


o SN 文献 [5]p. 204. 
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10.1.3 Bose 气体 的 热力 学 性 质 呈 '5 


下 面 将 统计 力学 中 有 关公 式 列 出 ,其 中 部 分 公式 仅 说 明 出 处 ,不 作 推 导 ，. 
体系 与 温度 为 工 的 热 库 平衡 时 ,其 位 于 能 量 e, 的 状态 的 几率 2(e, ) 与 Boltzmann 因子 
e ^. 成 正比 ,此 处 B=1/kT. 因此 几率 He) i 


Ke) = 


e & 


Q 9 


(10. 1. 10) 
Q(T) 是 正则 配 分 函数 , 即 
Q(T) = Me, (10, 1. 11) 


对 s 求 和 遍及 体系 所 有 可 能 的 能 量 状态 . 体系 所 有 的 热力 学 量 都 通过 求 热 平 均 决定 ,例如 内 
能 U 就 是 


See &, " 
U = + = &T' Fin. (10, 1. 12) 

体系 的 Helmholtz 自由 能 F(CV,T) 与 配 分 函数 的 关系 是 
F(V,T) =— gine T), (10. 1.13) 

而 所 有 的 热力 学 函数 都 可 以 从 F(V , TOS HB : 

压力  P--25 (10. 1. 14) 
ki s--i, (10. 1. 15) 
内 能  U=F+TS, (10. 1. 16) 
热 容量 C= a. (10. 1. 17) 


当 系 统 和 热 库 之 间 不 仅 能 交换 能 量 ,而 且 可 以 交换 粒子 时 ,决定 体系 粒子 数 为 N AE 
为 e 的 几率 ON se) , 1H Gibbs 因子 er 92 决定 ,此 处 六 是 化 学 势 ， 


CT VN) = (35) _ (10. 1. 18) 
它 也 可 以 表示 为 
as eal =— T(33) . (10, 1. 19) 


当 两 个 体系 有 热 接 触及 扩散 接触 ( 即 它们 可 交换 粒子 ) 达 到 平衡 时 ,双方 的 化 学 势 相等 . 从 
Gibbs 因子 给 出 


FKN se) = ss (10. 1. 20) 
此 处 巨 配 分 函数 2 He 
guV D = DD ette, (10. 1. 21) 


N=0 SCN) 


需要 明确 标 出 e,(N) 是 N 个 粒子 体系 的 能 量 本 征 值 . 统计 物理 中 一 个 重要 的 量 是 逸 性 
(fugacity) 或 称 绝 对 活性 (absolute activity) , 记 作 z: 
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z= e, (10, 1. 22) 
对 理想 气体 z—n/no 383 z,2 ASA 
Q(z,V,T) = yzQvev,T)， (10. 1. 23) 
此 处 对 正则 配 分 函数 Q 也 标明 了 粒子 数 . 体系 的 热力 学 性 质 可 以 从 电导 出 ,例如 考虑 到 
= pe 于 ,平均 粒子 数 是 
(N) = DAO TE (10, 1, 24) 


从 此 可 以 得 到 体系 的 状态 方程 . 定义 比 体 积 v==V/N( 一 个 粒子 所 占据 的 体积 ), 从 式 (10. 1, 24) 
可 得 


= 人 = 这 (Ying). (10. 1. 25) 
此 外 ,从 统计 力学 巨 正则 系 综 描 述 , 有 了 
Y= In9Cz, V , T) (10, 1, 26) 


AdO. 1. 25) RAO. 1. 26) 是 状态 方程 的 含 参数 z 的 形式 . 理想 Bose 子 气体 的 巨 配 分 函 
数 是 


Q= Beg (10. 1. 27) 
将 式 (10. 1. 270 AX C10. 1. 240 18 1H 
(N) = 


£1 | 
mi mx 
= 


iE # Bose-Einstein 分 布 函 数 .通过 鞍点 积分 可 以 建立 一 个 重要 关系 人 @， 
六 InQy = l in) — Linz. (10. 1. 28) 


v 
对 自由 Bose 子 ,能 量 决定 于 动量 p: 


在 e—0 态 上 的 粒子 数 是 


(No) = (10. 1. 29) 


z 
l— 
由 于 N, 之 0, 有 0<z<1. 考虑 到 e eS 10.1.1 节 给 出 的 /为 负 值 是 相对 应 的 . 理想 
Bose 气体 在 低温 下 入 一 一 六 , 即 在 热力 学 极限 下 ,T-*0 时 =-*1. 将 户 作 为 连续 变量 , 半 经 


典 近似 给 出 了 》) 一 s V|[dp. 3st (10. 1. 26) F 


Pim 5X| sadi = se iiey it — 0. 1. 30 
ae = Gina = ox ("dp pina ze) imos, (10. 1. 30) 


D ”参阅 文献 L6] 关 于 巨 正 则 系 综 一 节 . 
© 参阅 文献 L[7]p. 6~7. 
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由 于 动量 空间 体积 元 在 p 一 0 处 为 0, 应 将 2 在 p—0 处 的 贡献 单独 分 出 , 它 是 2 于-, 这 
就 是 上 式 的 第 二 项 . 第 一 项 中 积分 可 归结 为 


co 


ML - 2 一 一 -rz — x 
Esn Cx) = x dz x'in(l—zé ) 2; ja? (10.1. 31) 
Bp 
z= ua sa G) — Fin — 2), (10. 1. 32) 
此 处 1 是 de Broglie 热 波长 a= (2 Ey .定义 
vss I 
Eaz (z) =z Jus C2) = 24 LE (10. 1. 33) 
4-1 
式 (10; 1. 252 28 1H 
lig gi Gv DE (10. 1. 34) 


参数 化 状态 方程 式 (10. 1. 322 MACO, 1. 34) 的 特点 
是 ,方程 右 方 第 一 项 来 自 所 有 p 关 0 的 状态 ,而 第 二 项 
XH p—0 态 . 在 热力 学 极限 下 Veo ,第 二 项 只 有 在 
z—1 时 它 的 贡献 才 不 为 零 . ARO. 1. 34) 可 以 得 出 
BEC 发 生 的 临界 条 件 . 函数 gus (DART A 10. 2, 在 
z=1 时 它 的 导数 发 散 ,但 它 本 身 的 值 是 有 限 的 ， 为 
2.612 , 即 


7109, = Dam = 2,612. (10,1.35) 图 10.2 函数 gaye (=) 
结合 式 (10. 1. 29), 38 (10.1. 34) 可 改写 为 
A AH = X — gia (x. (10, 1. 36) 
它 意 味 着 当 温 度 与 比 体积 满足 条 件 
+ > gia (DD (10. 1. 37) 


时 , (No)/V 才 不 为 0. 这 是 BEC 的 条 件 ; 占 粒 子 总 数 的 一定 比例 的 .宏观 量 的 粒子 集中 于 
p—0 一 个 能 级 之 上 . 对 给 定 的 比 体积 v, 式 (10. 1. 37) 的 临界 条 件 为 
A: 


= ga2(1), (10, 1. 38) 
给 出 4 的 临界 值 X. 二 [vgsz OD ]'^ , 它 相 应 临界 温度 Te: 
Te = ADI E (10. 1. 39) 
BI Bose-Einstein #4 BE (3 C10. 1. 9). 相应 给 定 的 T, 式 (10.1.38) 给 出 临界 比 体积 vi 
ve = PAY = (SF | : (10. 1. 40) 


为 了 进 - 一 步 讨论 状态 方程 的 性 质 , 先 要 解 出 作为 "与 工 函 数 的 z(w,T). 方 程 (10.1.34) 对 = 
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的 求解 ,用 图 解法 是 简明 的 (图 10. 3(a)). 对 于 大 而 有 限 的 v, 图 解法 给 出 图 10. 3(b) 的 = HE 
为 v/X 的 函数 .在 V>oo 极 限 下 ,有 


3 
l, MA > gus 2i 
z= : ji (10, 1. 41) 
方程 Ean (z) 一 一 的 根 ， 当 一 委 gy. 
v U 


结果 示 于 图 10. 3C). 3X C10. 1. 36) 可 改写 为 


N 
No} = 1 Eu Cz), 


N 


B 
[4] 


2.612 


| 
I 
| 
I 
| 
0 | E 0 | v 
612 A3 2.612 A3 


图 10.3 Bose 气 体 的 逸 性 
(a) 方程 (10. 1. 34) BS PLE; (b) 理想 Bose SiR MIRE; (c) 体积 Veco FHA tE 


DA fet z[ 式 (10.1.41)] 可 见 , 在 基态 上 的 粒子 数 与 粒子 总 数 之 比 为 


23 
0, -S 3 1 $ 
(No) HT 83/2 (1) " 
AU T 3n " yj (10. 1. 42) 
l— (T) = Ne 5 之 nO). 
E T>T: Rv<u 时 ,在 宏观 量 N 粒子 中 布 居 于 基态 的 比例 为 0, 只 在 TT, 3X vv. 时 


才 有 有 限 比例 的 粒子 处 于 基态 . 在 T0 时 这 个 比例 趋 近 于 1. 
状态 方程 (10. 1. 32) 中 的 第 二 项 一 去 In(1 一 z) 是 来 自 基态 的 贡献 . 在 To Te 时 ,zx 二 1， 


当 V>oo 时 它 的 贡献 为 0. 在 T— T, 时 ,z 与 1 的 差别 是 o(;). 这 一 项 是 元 (lnV 十 consb， 
在 V--oclh Tz BJ oi RA OO. 因此 有 
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P gs Gs M y> vs 
LT (10. 1. 43) 


xa CD M oc uu. 


基态 上 的 粒子 ,不 论 是 否 发 生 BEC, 对 压力 都 没有 贡献 . 2A v BD EKF w) 时 ,z 随 之 增 
K.P 也 因 gs/《z) 增 大 . M v JÁ v. 开始 再 进一步 减 小 时 P Bl 55 v FER Gas; (12 — 1. 3427»), 
图 10. 4 给 出 理想 Bose 气体 的 两 条 等 温 线 . 越过 临界 点 之 后 ,已 不 再 变化 的 行为 是 气体 相 
(PAO ABER A Cp — 0) FEAF AY BL. 这 和 气 液 相 变 极为 相似 . 从 式 (10. 1. 42) 也 可 以 看 出 ， 


T0 时 ， anal , 即 o0, 气相 具有 有 限 的 比 体积 ,而 凝聚 相 的 比 体 积 为 0. 在 临界 点 ,有 


m 


dP _ 5 kea D L- (10. 1. 44) 


P 转变 线 
\ A 2mP _ gs2(1) 
ww Pn Tew DEF 


图 10.4 ”理想 Bose 气体 的 等 温 线 


第 二 个 等 号 是 基于 Clapeyron 7j É Av= v, — 0 — v. 是 两 相 比 体积 之 差 ,L 是 每 个 粒子 的 
BA. 


== Eis C1) 5 
L gusti) a kl. (10, 1. 45) 


因此 ,理想 Bose 气体 的 BEC 是 一 阶 相 变 ,这 个 结论 对 理想 Bose 气体 适用 ,在 相互 作用 足够 
强 时 它 会 失败 ,例如 He DD AY A 相 变 并 没有 潜 热 . 在 文献 中 常 将 BEC 描述 为 "动量 空间 的 凝 
X". 这 个 提 法 只 强调 BEC 发 生 的 原因 是 在 于 波 函数 的 对 称 性 而 不 取决 于 粒子 间 相 互 作用 ， 
但 不 能 把 它 理解 为 凝聚 仅 在 动量 空间 发 生 . 如 果 将 理想 Bose 气体 置 于 引力 场 中 , 则 在 发 生 
凝聚 时 会 和 气 液 相 变 一 样 发 生 两 个 相 的 空间 分 离 . 这 一 点 是 由 W. Lamb 和 A. Nordsieck 在 
1941 年 指出 的 中 ， 
体系 的 内 能 是 

3 kTv 
z à 
3 kTv 
Zz àR* 
T YAEGE AE SH. 对 开放 体系 ,势力 学 势 G(T,V WS P,S 关系 是 


n. Mov: 


(10. 1. 46) 
£3241), Moo Uc. 


考虑 TO T. 情况 . 取 热 力学 极限 ， 
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P= lim (一 GUT Vs 2) = S gs GO. 


Th 2 ER DL AC BY He E 
65). ¢ 246| \_ ST 
lim E. m lim( Va S s 3T 1: £i CO 
由 于 
T ~~ 2n hi —3/2 - ji 2x K —3/2 
TOT =T su ) " 
z 了 ga Ca) = g3/2 (z) = A n 
可 得 
lim X = 3 IM 一 ETD Ine. 
EUR 
S 3 Sasa (2) 一 Inz， Mo — vs 
x- f (10. 1. 47) 
Nk 
3 Sen), = u< Uc. 


T—0 Bf ,z—1,v-0, Aik S==0, 符 合 热 力学 第 三 定律 . 气体 相 占 粒子 总 数 的 份额 为 二 SENE 


AALS 88 29 0. TES FLA WR SEATORCT. B5 886 
S U 


NTC E 
此 处 s RE ^C ATO: AO 48. 在 临界 点 处 


[e i Sig), 
Bp 
g= NIE ok, (10. 1. 48) 
因此 相 变 潜 热 为 


= TAs = Ts = ED 5 
L = TAs = Ts mint ght» 


5X (0. 1. 45) ffs]. 
10.2 Bose-Einstein 凝聚 的 序 参 量 与 非 对 角 长 程序 


O. Penrose ffl L. Onsager "首先 提出 在 相互 作用 Bose FA BEC 的 出 现 是 以 非 

对 角 长 程序 的 存在 表征 的 . 为 了 给 出 相互 作用 Bose FA Fermi 子 体系 中 产生 BEC 的 普遍 

判 据 , 杨 振 宁 对 此 进行 了 系统 研究 1. 考虑 具 有 平移 不 变性 的 多 粒子 体系 ,其 “ 单 粒 子 密度 
矩阵 ”定义 为 

pm (x,y) = Qo» = F er” aa), (10. 2.1) 
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此 处 二 次 量子 化 的 粒子 场 算 符 y 是 用 平面 波 模 式 展开 的 ,a。 BRAN q Aig MT HE 
RAF. ) 是 系 综 平均 ( 热 平 均 ). 单 粒 子 密度 矩阵 也 是 一 个 关联 函数 : 在 y 消灭 一 个 粒子 
与 在 x 产生 一 个 粒子 间 的 关联 . 总 动量 算 符 P 是 


P= >) pia, (10. 2. 2) 
由 于 体系 是 平移 不 变 的 ,应 有 
[P,H] — 0. (10. 2. 3) 
考虑 
_ tr(e Paja, — e "aja,P) 
(CP ata, D) = meL Aa ae 
oet ;P Ja;a,) =? 
tr e ff k 


此 处 第 二 个 等 号 采用 tr4BC=tr CAB 重 写 了 分 子 的 第 二 项 ,第 三 个 等 号 采用 了 式 (10. 2. 3). 此 
外 ,直接 计算 给 出 
[P,ala,] = ( 卫 一 9)azai， 
因此 ， 
(aja ? = 84 (N,), (10. 2. 4) 
此 处 
N, = aja ,. 
代 回 式 (10. 2. D ,有 
or(CYyy) 一 oer (Ny) 
, (10. 2. 5) 


3 
nis 2E. hy 


以 上 将 求 和 中 p=0 一 项 分 出 ,并 将 p 取 0 部 分 作为 连续 变量 p 的 积分 处 理 . 形式 上 这 也 包 
括 p 一 0 态 , 但 积分 的 变量 元 dp 中 的 p 因子 自动 去 掉 了 p—0 态 . 上 式 在 |x* 一 ?| 一 c2 时 ， 
第 二 项 趋 于 0. 这 可 以 从 定性 论据 判断 (在 |x 一 ?| 一 cp 时 ,指数 因子 急剧 振荡 等 ) ,并且 存在 
严格 证 明 %. 因此 ， 


pi Ge y) — ——— 7. END, (10. 2. 6) 


在 推导 式 (10. 2. 6) 时 并 未 具体 规定 多 体系 统 的 统计 性 质 . 因此 ,对 Fermi FUR T T 


条 件 下 的 Bose 子 ,在 热力 学 极限 下 其 m (xz,J 一 一 0, 而 只 有 对 T<Ts 的 Bose 子 体 
系 pi (xy) 在 极限 下 才 不 为 0. 式 (10. 2. 6) 并 不 意味 着 体系 存在 长 程 关 联 , 它 只 说 明 体系 在 
p=0 态 上 粒子 数 密度 为 有 限 值 . 条 件 (10. 2. 6) 式 称 为 非 对 角 KEJO. 作为 BEC 存在 的 判 
据 , 其 重要 意义 在 于 , 对 相互 作用 体系 , 单 粒子 动量 已 不 是 好 量子 数 , Ne 一 aiae 也 和 H 不 对 
易 . 但 作为 系 综 平均 值 (N。)/V 的 不 为 0 仍 可 作为 BEC 存在 的 表征 .在 20 世纪 50 年 代 
Penrose 和 Onsager 建议 ,BEC 存在 的 特征 是 


O 参阅 文献 [7]p. 304, 
o RAARO. 56) 下 面 的 一 自 . 
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(Fp) 一 > f° Sly), 
HE x,y 两 点 用 同一 函数 f 表征 ,不 论 x,y 相距 多 远 . f 只 与 定 域 的 动力 学 变量 有 关 . 他 们 
认为 f(x) 是 BEC 的 序 参量 ,当前 普遍 接受 的 选择 是 


(gt (xd gCy)) — > qut a)». (10. 2. 7) 
Ad PR 3C COGO >A A A IE 7E C Je REDE BID SR UE BEC 的 序 参 量 . 对 相互 作用 Fermi f£ 
体系 ,文献 L11] 中 证 明 ,存在 BEC 8534 GE Ji — Rr T BE RE CGU! Ce" p Caen 9 (a0 9 Ga 0) 1€ 
在 非 对 角 长 程序 : 


(9 GO G'OgGa Cr)? i. 


X, =X ‘ee Am x; 


2 
— 4 | 一 co 


9 (x', 7197767 sX) 35 0 


(10. 2. 8) 
式 中 符号 “A” 代 表 两 个 位 置 的 距离 是 微观 的 . 和 式 (10. 2. 6028 pL, 3X C10. 2. 8) 并 不 代表 体系 
存在 x, 与 x1( 相 距 甚 远 ) 的 长 程 关联 ,而 仅 意 味 着 体系 中 如 果 发 生 Cooper 对 的 BEC, WH 
x, 处 和 x 处 的 对 都 由 同一 个 波 函 数 g 描述 . 之 所 以 称 为 “ 非 对 角 ”, 是 因为 式 (10. 2.6) 是 pp 
的 非 对 角 元 (x|pi |y? ,3X C10, 2. 8) 是 p? 的 非 对 角 元 (x "1x; | oz (xix). 固体 的 长 程序 是 可 以 
用 经 典 力学 语言 描述 的 . 在 量子 力学 中 , 它 相 当 于 o WX ATE a xe | ps | xix.) ESR. 非 对 
角 长 程序 没有 经 典 的 对 应 ,是 纯粹 量子 力学 的 性 质 . 重要 的 是 ,自由 Fermi 子 体系 的 单 粒子 
密度 和 矩阵 和 二 粒子 密度 矩阵 都 没有 非 对 角 长 程序 ,只 有 在 一 对 Fermi 子 结合 成 Cooper 对 而 
大 量 的 对 占据 一 个 单 粒 子 能 级 时 才 会 有 非 对 角 长 程序 . 
作为 BEc 存在 的 判 据 , 非 对 角 长 程序 应 该 能 导致 凝聚 体 的 其 他 基本 人 性质 . 事实 确实 如 
此 : 在 超 导 中 ps 的 非 对 角 长 程序 导致 Meissner 效应 和 磁 通 量子 化 . 这 是 G. L. Sewell"? 以 
REF He Th A A Dg fU 证 明 的 . 对 超 流体 ,o 的 非 对 角 长 程序 在 单 联 通 区 域 导 致 无 旋 
流 , 在 多 联通 区 域 导致 环流 量子 化 了 ,这 是 苏 刚 和 铃木 增 雄 "所 证 明 的 . 在 文献 [14] 和 文献 
[15j] 的 证 明 中 相关 的 现象 有 一 个 共同 的 根源 , 即 凝聚 体 波 函数 的 相位 相干 性 . 


10.3. Bose-Einstein 凝聚 的 本 质 ; 对 称 自 发 破 缺 和 相位 相干 性 
和 BEC 本 质 相 关 的 有 一 对 联系 密切 的 重要 概念 ,一 是 “对 称 自 发 破 缺 ,一 是 “相位 相 
T". 先 讨论 对 称 自发 破 缺 2Q. BEC 的 序 参 量 (y(x)) 是 场 算 符 的 系 综 平均 值 , 即 
WW (10.3.1) 


tr g Au 
分 子 也 可 以 形式 地 写作 SG | 900 | s), 此 处 s 是 巨 正则 Hamilton BR É-—,u NIA ES. 
Y 对 所 有 本 征 态 求 和 . (GO EIN FB SEN 9 s 4E s , È 0 A Oath FT 


B ÉI — p N f A E s ARER IURE NO s E s. 在 无 限 大 体积 极限 下 让 一 “六 是 高 度 
(8 3E Bg SEED RARER. [e] fie it 90 2s 4 RAL N 的 本 征 态 集 合 . 因此 ,(y(x)) 可 


© 参见 式 (9. 5. 36) , 式 (10. 3. 8) 和 式 (10. 3. 9) 
加 ”这 个 讨论 基于 文献 [6]p. 300 一 302. 
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以 不 为 0, 这 样 议论 看 来 好 像 能 够 成 立 . 但 从 另 一 角度 考虑 ,计算 式 (10. 3. 1) 分 子 上 的 迹 , 可 
以 取 任 意 的 基 . 我 们 完全 可 以 取 一 组 具有 确定 粒子 数 的 基 来 进行 计算 ,这 样 (y(x)) 就 必须 
为 0. 这 一 点 反映 了 一 个 深刻 的 原理 ; Hamilton 量具 有 整体 规范 不 变性 , 即 在 变换 

p(x) —> ey (x) (10. 3. 2) 
下 的 不 变性 ,此 处 a 是 任意 实 常数 . 这 个 不 变性 是 与 粒子 数 守恒 相对 应 的 . 在 取 系 综 平均 时 ， 
每 一 个 p=re® uti —r pre 和 它 相抵 消 . 这 一 点 和 磁 学 中 的 van Leuven 定理 是 完 
全 类 似 的 . 在 计算 铁 磁 体 的 自发 磁化 M 时 ,要 取 系 综 平均 


_ tre " M) 
tr e # 


由 于 在 无 外 磁场 存在 时 ,应 对 M — — M 变换 是 不 变 的 ,因此 有 一 个 M 就 有 一 个 等 几率 的 
—M 和 它 对 消 , 即 自发 磁化 为 0. 这 显然 和 在 Curie 温度 T. 下 铁 磁 体 存在 自发 磁化 这 一 概 
念 相 抵触 . 

解决 这 个 伴 雇 的 关键 是 对 称 自 发 破 缺 Q, 即 体系 的 基态 不 具有 体系 Hamilton 量 的 某 个 
对 称 性 . 这 只 在 最 低能 量 态 是 简 并 的 情况 下 才 会 发 生 : 体系 的 对 称 性 体现 在 简 并 态 中 任何 
一 个 态 都 可 以 成 为 物理 上 的 基态 . 如 铁 磁 体 , 它 的 基态 不 具有 体系 的 空间 旋转 不 变性 ,因为 
M 总 要 选 定 空间 的 一 个 方向 . 选 定 某 个 方向 或 选 另 一 个 方向 在 能 量 上 是 一 样 的 . 从 一 个 方 
向 跃迁 到 另 一 个 方向 是 不 需要 能 量 的 ,但 这 需要 所 有 的 原子 磁 矩 一 齐 转向 . 如 果 体 系 有 少数 
几 个 原子 ,出 现 这 种 情况 的 几率 还 不 算 太 小 . 但 如 果 体 系 是 宏观 的 ,就 需要 等 到 Poincaré fff 
环 量 级 的 巨大 的 长 时 间 . 统计 力学 的 系 综 平均 只 在 弛 驳 时 间 有 限时 才 有 意义 .因此 在 作 系 
综 平均 时 ,M 与 一 M 出 现 就 不 可 能 是 等 几率 的 . 办 法 是 : 引入 一 个 外 磁场 B, 其 方向 和 最 
终 的 自发 磁化 方向 一 致 ,然后 进行 平均 ,平均 之 后 再 将 磁场 去 掉 , 此 时 单位 体积 内 的 磁化 
强度 为 


(M? (10, 3. 3) 


-KAN -M-B 
Ot, in biet T M /— (10.3. 4) 


V iB|--0 V-+o0 tre HAN -M« B) 
这 个 办 法 可 以 借 到 BEC 来 .可 以 引入 虚拟 的 c BOP 9 G0 ,使 巨 正则 Hamilton REM 9 5 
7 a i7 K: 
pig) = Ê - AN — [a sLyGog00 + GI, (10, 3. 5) 
取 过 平均 之 后 再 令 70. M 
-PE Lyn] 
(9D) = lim lim + a (10, 3. 6) 
ipe Y -gü gn! 
tre 3 


平均 值 式 (10. 3. 4) . 式 (10. 3. 6) 如 果 将 取 极限 的 次 序 颠 倒 就 得 到 0, 这 反映 了 体系 本 身 的 对 
称 性 . 不 为 0 的 序 参 量 有 其 相位 , 即 真 空 态 和 相位 有 关 . 但 体系 的 Hamilton 量 并 不 依赖 少 的 
相位 .存在 不 为 0 的 序 参量 (BEec 波 函 数 ) , 即 意味 着 对 称 的 自发 破 缺 . 


O 请 参阅 本 书 第 7 章 7.2 节 . 
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A. Leggett’ “AR 3 Fi s [3B HMR A RRR. iA D RR 更 一 S jangu 9 根本 


不 是 体系 的 正确 描述 ,并 认为 把 (y(r,t)) 作 为 序 参 量 来 定义 会 导致 不 必要 的 问题 ,最 好 不 用 
È. Leggett 的 序 参 量 定义 是 (rt) = J No (2) Xo 《r,t) ,此 处 Xo 是 凝聚 发 生 的 单 粒子 态 . 


a 0095 0 0.5 | 


o^ —R———— p 
强度 /a.u. 吸收 强度 
图 10.5 磁 - 光 阱 内 凝聚 体 被 激光 一 分 为 二 ， 图 10.6 两 团 凝 聚 体 的 干涉 条 纹 . 取 自 [22] 
激光 参数 不 同 可 使 两 团 BEC 距离 (a) 两 于 原始 距离 为 32kmi《〈b) 两 团 原始 距离 为 35pm 


不 同 ( 中 下 图 ). 取 自 [22] 


另 一 个 概念 是 相位 相干 . 序 参量 可 以 写作 

(GOD) = fixe, (10. 3. 7) 
其 中 幅 f(x) 是 BEc 数 密 度 的 平方 根 , 相位 6(x) 的 意义 需要 进一步 探讨 . 作为 BEc B3 E K 
数 , 它 是 宏观 的 .不 仅 指 BEc 包括 宏观 量 的 粒子 , 且 x 所 延伸 的 距离 也 是 宏观 的 . 和 多 体系 
统 的 一 般 波 函 数 不 同 , 它 不 是 N 个 坐标 的 函数 Wx, xy) ,而 是 用 一 个 坐标 描述 的 函数 . 
相位 有 其 任意 性 ,例如 在 (y(x)); 上 乘 以 相 因 子 e* Ca 为 任意 实 常 数 ) 不 带 来 任何 物理 差别 . 但 
这 里 重要 的 是 0(x) 和 9(x;) 是 互相 关联 的 .不论 |xi 一 x | 有 多 大 ,只 要 这 两 点 都 在 体系 内 ， 
则 两 个 相位 的 相对 值 是 固定 的 . P. W. Anderson"? 2¢ fa] oh BH. T 3x — ex. 设想 将 体系 分 为 同样 
体积 的 K 个 宏观 盒子 . 每 盒 内 在 k= 二 0 态 上 有 No/K 个 粒子 . 令 A 为 在 第 i 个 盒 内 消灭 一 
^ k=0 态 粒 子 的 算 符 . 因此 有 


1 
Aa m — A; ’ 
i TR 
(alas) — No ' 


Q ix —T HT Hn. dE T d ge oC e 0 — 1 913. 不 同 粒子 数 状 态 构成 的 巨 正 则 系 综 是 统计 混合 ,各 态 间 
没有 相位 相干 性 . 
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No 


tA >= 
(AjA;) K' 


将 第 一 式 代 人 第 二 式 , 就 有 
(aha) = K È A14) = RAIA OX 


Kc 


对 很 大 的 玉 , 第 二 项 是 为 主 的 ,因此 在 不 同 的 盒子 内 相位 必须 是 相干 的 . 5X (10. 3. 7) 已 在 本 
书 第 6 3€ 6.1 节 中 出 现 过 , 式 (6. 1.4) 给 出 超 流体 速度 与 相位 梯度 的 关系 


om EW. (10. 3. 8) 
m 


从 流体 中 某 一 点 出 发 作 v, 的 封闭 线 积 分 


bu, oe A vo. da 
右 方 积分 正 是 经 过 封闭 曲线 绕 一 周 后 回 到 原 地 相位 的 变化 . 同 于 波 函 数 的 单 值 性 ,9 的 变化 
只 能 是 2x 的 整数 倍 . 因此 


bv, + ds = PRA, ARE E oie e, (10. 3. 9) 


这 是 Onsager-Feynman 涡 旋 量子 化 条 件 , 在 后 面 讨 论 BEc 稳定 性 时 将 会 有 应 用 . 

在 本 书 第 6 章 介绍 过 Ginzburg-Landau 提出 了 复 序 参量 场 ,研究 的 背景 是 超 导 . 上 面 提 
到 的 Penrose-Onsager 序 参量 场 ,研究 的 对 象 是 超 流 . 杨振宁 的 非 对 角 长 程序 给 出 严格 、 统 
一 的 描述 , 在 BEc 波 函 数 (10. 3.7) 式 中 6(x) 是 确定 的 函数 ( 准 到 一 个 加 性 常数 ) ,这 称 为 相 
位 锁定 态 . 和 它 平 行 的 是 粒子 数 锁定 态 , 即 BEc 有 确定 粒子 数 的 态 , 记 为 PCN). 从 YON) RT 
以 构成 相位 锁定 态 : 

yO) = S cue "9 (ND, (10. 3. 10) 


其 中 cy 在 平均 值 N。 处 有 峰值 , 它 容 许 N AE KO. HAR QE 9 C0 S ODE ER E 
(内 = (QUOD dco»). 
BUT be RA ERA HRI H e ** U MATH e^ 相 联系 , 故 有 


(9) = fe? $ 
正 是 所 需要 的 ,因此 构成 式 (10. 3. 100 JE IE 8 869. ARN 和 8 BIH , B 
Weis daB ¢=—i4, (10. 3. 11) 


30 aN 
在 量子 力学 中 ,量子 相位 算 符 是 一 个 有 着 一 段 深刻 争议 历史 的 问题 . 问题 在 于 e" 作 为 算 符 


不 是 么 正 的 , 即 9 是 非 厄 密 的 . 此 外 ,不 确定 关系 ANAG th ei BF JR. 因为 相位 | A0| 最 
大 的 值 是 x. 如 果 要 求 AN 很 小 ,就 会 破坏 不 确定 关系 5 四 . 这 些 问题 在 本 书 第 13 章 中 还 有 系 


四 “相干 态 常 被 用 来 描述 BEc: ‘(z) = e » AP |n) teak z—|z| e BRR, | n) 是 粒子 数 确定 的 Fock $5. 
^ n 
它 是 (10. 3.10) 的 一 个 特例 . 
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ee 


统 论述 . 以 上 所 提 到 的 矛盾 在 微观 体系 中 会 变 得 尖锐 . 对 本 章 讨论 的 问题 ,N 是 宏观 量 ,其 
涨 游 也 是 宏观 量 , 因 此 还 是 可 以 用 [LN,9]==i 以 及 算 符 式 (10. 3. 11). 例 如 NN 和 9 的 运动 方程 
会 给 出 Ginzburg-Landau 超 电 流 (supercurrent) 方 程 和 London Jj; £2?! , 在 评述 有 关 超 流 
体 的 理论 工作 时 ,P. W. Anderson 指出 ,过 去 人 们 研究 这 个 问题 总 是 要 加 上 一 条 本 不 需要 
的 假定 , 即 粒子 数 必须 固定 ,徒然 增加 了 很 多 困难 . 实际 上 这 个 问题 可 以 用 非 对 角 长 程序 成 
功 地 处 理 . BEc 的 相位 相干 性 在 实验 中 已 得 到 证 实 29. W. Ketterle 研究 组 在 磁 - 光 阱 中 形成 
长 椭 球 状 的 Na 原子 BEc. 用 聚焦 在 平面 的 激光 束 将 凝聚 体 一 分 为 二 (图 10. 5) ,然后 去 掉 
磁 - 光 阱 ,两 团 凝 从 体 自由 下 落 并 膨胀 ,它们 重 释 后 会 发 生 干 涉 . 用 光照 明 以 探测 一 个 “ 切 
片 ” 内 的 原子 密度 ,结果 发 现 干涉 条 纹 ( 图 10. 6). 原始 距离 较 小 的 两 团 干涉 条 纹 间 的 距离 较 
大 ,这 说 明 凝 聚 体 在 形成 .分 成 两 团 .自由 下 落 之 后 仍 很 好 地 保持 了 相位 相干 . 条 纹 间 距 和 曲 
率 完全 可 以 从 凝聚 体 原子 非 线 性 相互 作用 来 解释 *1. 

用 量子 光学 方法 研究 BEC 带 来 有 意义 的 结果 . W. D. Philips、 邓 和 鲁 和 合作 者 号 用 光 的 
驻 波 作为 光栅 ,凝聚 体 的 物质 波 在 它 上 面 发 生 Bragg 散射 ,他 们 建立 了 物质 波 的 Mach- 
Zender FHAN. 是 否 能 够 按照 需要 制备 具有 一 定 相位 分 布 的 凝聚 体 呢 ? Philips 研究 组 
创造 了 一 个 “相位 刻印 方法 ” 原子 在 光 场 中 的 能 移 被 称 为 “ 光 移 ”(light shift). 原子 的 光 移 


BE MAME ag = — E, Hk At t 是 光 脉 冲 维持 的 时 间 . 因此 可 以 调整 光 的 强度 分 布 


ICz,y) 和 光 脉 冲 的 时 间 z 得 到 在 x y 平面 的 相位 分 布 ,并 用 Mach-Zender 干涉 仪 测量 . 凝聚 
体 ( 物 质 波 ) 相 位 是 一 个 确立 的 理论 概念 ,并 且 可 以 在 实验 上 操控 ， 

相位 的 物理 是 热烈 研究 和 讨论 的 课题 . 量子 相位 动力 学 问题 将 在 10. 5. 4 节 中 讨论 . X 
于 两 个 凝聚 体 间 的 相对 相位 ,P. W. Anderson 提出 过 一 个 问题 "1;“ 两 团 超 流 液 氨 在 地 球 的 
两 端 制备 , 并 把 它们 带 到 同一 个 地 方 ,用 一 个 Josephson 结 把 它们 连接 起 来 . 会 发 生 
Josephson jf 3 ?"Josephson WAI sind 成 正比 ,6 是 两 个 凝聚 体 间 的 相位 差 . 它们 在 相隔 很 
远 处 制备 ,从 来 没有 机 会 相 见 . 相对 相位 应 该 是 多 少 呢 ? 有 两 个 可 能 的 答案 . 

答案 1: 多 次 测量 都 没有 Josephson 流 . 

答案 2. 一 般 情 况 下 有 Josephson Wi ,但 相应 的 相对 相位 每 次 不 同 . 

Anderson 自己 喜欢 第 二 个 答案 .A. Leggett 和 下. Sols" 给 出 以 下 答案 .考虑 两 个 包含 
同样 原子 数 Ni 二 N, 二 Ns/2 的 凝聚 体 . 在 它们 放 到 一 起 时 原子 数 会 改变 ,因为 可 能 有 
Josephson 隧 穿 发 生 . 令 N;— N, —2N Jt Ab N 是 从 凝聚 体 1 转移 到 凝聚 体 2 的 原子 数 , 相 
对 相位 是 p= gp p. 从 6.2 节 的 讨论 得 知 ,体系 的 Hamilton 量 是 


H = LE, — cosp) +Z EcN'. (10. 3. 12) 


第 1 项 是 耦合 能 ,第 二 项 是 电容 能 . 对 于 大 而 均匀 的 凝聚 体 Ec 很 小 ,因而 以 耦合 能 为 主 . 这 
意味 着 可 以 把 o 确定 得 很 准确 ,而 N 可 以 不 准确 . 此 后 的 发 展 决定 于 退 相干 过 程 ， 

(1) 对 于 很 长 的 演化 时 间 , 退 相干 进行 完全 ,因此 两 个 凝聚 体 都 形成 确定 的 粒子 数 的 
态 . 当 Josephson 连接 建立 时 ,Hamilton 量 式 (10. 3. 12) 成立. 系统 就 可 以 弛 豫 到 基态 ， 
2 一 0, 因 此 没有 Josephson 流 ， 


古人 参阅 文献 [17]p,. 231, 上 面 提 到 的 两 个 方程 也 称 Anderson 方程 . 
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(2) 如 果 退 相干 很 轻微 ,两 个 子 系统 之 间 可 以 有 某 种 电位 差 ,根据 Josephson 关系 , 相 
位 会 变化 .它们 会 有 某 个 相位 差 , 即 有 Josephson 流 .但 每 次 测量 这 个 值 会 不 同 . 
Leggett 和 Sols 得 出 结论 :“ 在 某 种 条 件 下 两 个 凝聚 体 的 相对 相位 会 是 有 意义 的 ,尽管 它们 
在 物理 上 是 分 开 的 . 但 这 个 条 件 是 很 苛刻 的 .” 

Y. Castin 和 J. Dalibard?" 以 及 J. Javanainen 和 S. 
M. YooU* BEF T 185 BR ERE. 下 面 简单 介绍 文献 [27] 
的 内 容 . 两 个 Bose-Einstein 凝聚 体 都 包含 确定 数量 的 原 
子 .将 要 证 明 的 是 : 在 测量 它们 之 间 干 涉 的 实验 中 ,它们 
会 显得 是 相干 的 , 即 相位 相干 性 是 在 测量 过 程 中 动力 学 
发 展 起 来 的 . 图 10. 7 示 出 一 个 想象 的 实验 . 从 两 个 凝聚 图 10.7 一 个 想象 的 实验 : 从 两 
Ik A 和 了 中 漏出 的 原子 在 50%-50%% 分 束 器 的 输出 通道 Maie Set bier 
D, 和 D_ 中 被 探测 . 假定 凝聚 体 有 确定 相位 ,两 束 分 别 由 j l 
lge le: AN | go le REIR. 分 束 器 的 两 个 输出 强度 是 

I.— 2 | y» l*cos*$,I.— 2 | ds | sing, (10. 3. 13) 


此 处 
i= Z Ga — go). (10. 3. 14) 


在 两 个 凝聚 体 间 的 相位 差 是 24 BY ZEB ER BE RE k A k- (&+ Hk- — ER 
几率 是 


I 


k! (cosg)* + (sing?*- ; (10. 3. 15) 


ky lk! 


PCR, S A +d) == 


假定 两 个 凝聚 体 是 粒子 数 确定 的 Fock s | 分, 学》( 原 来 Anderson 设 定 的 条 件 ) ,干涉 的 结 
果 应 该 是 怎样 的 呢 ? 仿照 Leggett 和 Sols 定义 相位 态 


l — (dte +. bte)" | 0), (10. 3. 16) 
TINT e* + bre *)" | 0) 
它 描述 的 是 确定 的 N= 二 NA 十 Ns 和 $= 二 $4 一 $s 的 EPR 态 .任何 粒子 数 为 N 的 状态 1y) 可 以 
用 相位 态 表示 : 


EJ = 


m2 
| p) = [.. dde) | dw. (10. 3. 17) 
Fock #& NN) 可 以 表示 为 
N N 1/2 d 
bare = «|, = | 3385 (10, 3. 18) 
此 处 
cy = gue CN/2Y (10. 3. 19) 
yN! 


从 此 可 见 Fock 态 的 相位 是 完全 随机 的 . 我 们 来 开始 记录 测量 Fock 态 干 涉 的 计数 . 在 个 
粒子 被 记录 后 (k; +k =k WEKKO ,Fock AEH 


| WR, sk ))oc (â +6)" Cà — b)' A ) (10, 3, 20) 
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~ «| $$ (cosg)^ (sing) | $)n-x. 


对 于 ki D1, RAS BRAT UL FECI (CIE. fo 和 一 加 处 的 Gauss 函数 来 近似 ,此 处 
ky = kcos* po A= ksin? po. C10. 3. 21) 
算出 积分 ,得 到 
| 更 (有 )》cc fi astern” TC 10e" 1| a» x. — (10.3. 22) 


从 式 (10. 3. 22) 看 出 ,原来 的 平坦 分 布 c(g) 一 const 已 经 变 为 极 大 值 在 土 如 的 双 Gauss 函数 
了 . 在 测量 的 过 程 中 动力 学 发 展 了 一 个 相位 . 当然 要 强调 的 是 ,对 于 足够 大 的 上 ,k, 2 每 一 
次 测量 的 和 是 随机 变化 的 . 

在 Ketterle 研究 组 第 一 次 进行 凝聚 体 间 的 相位 差 实验 [2 中 ,一 个 凝 依 体 被 激光 束 一 分 
为 二 . 这 两 个 凝聚 体 从 阱 中 释放 出 来 ,自由 膨胀 并 最 后 互相 重 蚕 . 它们 间 的 干涉 验证 了 相位 
相干 . 实验 之 后 凝聚 体 就 弥散 了 . M. Saba 等 站 用 Bragg 激光 束 从 两 个 凝聚 体 抽出 小 样品 ， 
并 让 小 样品 发 生 干 涉 . 这 样 凝 公 体 间 的 相位 差 就 可 以 不 断 地 得 到 监测 . 这 是 实现 原子 干涉 仪 
的 第 一 步 , 它 可 以 有 很 高 的 灵敏 度 和 很 低 的 噪声 . 即使 凝聚 体 处 在 相对 相位 不 很 确定 的 状 
态 ,它们 也 能 干涉 . 而 一 个 确定 的 相位 就 在 测量 过 程 中 被 动力 学 “创造 ”出 来 ,把 体系 的 状态 
投影 到 具有 确定 相位 的 相干 态 上 . 这 是 在 上 面 的 讨论 所 给 出 的 结论 . 他 们 实验 的 基础 是 光 在 
两 个 相 邻 的 BEC 上 的 非 弹性 散射 69. 在 非 弹性 散射 中 , 靶 原 子 从 光子 接受 动量 转移 q 和 能 
ERB E. 非 弹性 散射 率 和 结构 因子 S EREK. 测量 散射 原子 的 OE 可 得 出 结构 因 
子 . 当 光 在 两 个 具有 同样 粒子 数 和 相对 相位 $ 的 凝聚 体 上 发 生 非 弹性 散射 时 ,结构 因 
Tug 


S(q,E) = 2[1+ cos (ZE (E- £5) 9) [ce m. (10. 3. 23) 


此 处 S, (q, EER BEC 的 结构 因子 . AEE E. 固定 以 及 高 动量 转移 情况 下 ,结构 因子 , 即 
散射 光子 数 , 对 a 显示 周期 为 2h/d 的 振荡 行为 . 如 果 将 g 固定 ,而 相对 位 相 随 时 间 变 化 , 例 
如 由 于 两 个 凝聚 体 的 阱 深度 不 同 因而 有 p= CAV / ,散射 原 子 数 也 将 随时 间 变 化 ,变化 率 与 
相位 相同 . Saba 用 选择 原子 反 冲 动量 的 非 弹性 散射 来 从 两 个 凝聚 体 中 得 到 原子 波 包 , 即 从 
同一 个 相干 系 综 中 得 到 两 个 波 包 ,影响 的 原子 数 很 少 . 两 个 波 包干 涉 ,给 出 强度 随时 间 振 荡 
的 反 冲 原子 流 . 这 个 过 程 就 和 让 两 束 激光 发 生 拍 音 一 样 .用 来 给 与 反 冲 原子 以 确定 动量 的 实 
验 工 具 就 是 Bragg BUM. 两 束 波 矢 为 k 和 平行 于 两 个 凝聚 体位 移 的 相对 传播 的 激光 束 
打 在 原子 上 ,吸收 了 光子 ks 并 在 受 激 条 件 下 发 射 光子 k 的 原子 获得 了 反 冲 动量 
(Kk; 一 ks) ,只 要 能 量 转移 和 原子 反 冲 能 相 匹 配 . 当 从 第 1 个 凝聚 体 出 来 的 原子 到 达 第 2 个 
凝聚 体 时 ,以 相同 动量 g 运动 的 两 注 原子 将 重 又 和 干涉 . 在 实验 中 两 个 雪茄 形 的 Na 原子 
BEC 制备 在 双 阱 的 光 阱 中 ,用 Bragg 激光 束 照 射 . Bragg 散射 的 原子 从 阱 中 竟 出 ,因为 反 冲 
能 量 要 比 阱 的 势 倒 高 得 多 . 在 克 合 出 来 的 原子 注 中 吸收 造影 的 空间 调制 反映 了 原子 数 的 时 
间 振 葛 ,如 图 10. 8 Bran. 

随 着 每 一 个 耦合 出 去 的 原 了 ,有 一 个 光子 从 一 束 激光 转移 到 另 一 束 . 因此 在 耦合 出 去 的 
原子 注 中 包含 的 信息 也 在 散射 光子 中 存在 ,可 以 用 电荷 砖 合 装置 来 实时 监测 一 束 光 的 强度 
获得 . 结果 示 于 图 10. 9. 
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Hh $s— sti h 
BEC II 
(a) 
控制 线圈 控制 线圈 
相合 BEC I 
an gi ] Í S jo 
v? 


BEC Il ced 


台 出 的 原子 


(b) 


图 10.8 IEF BEC 的 干涉 . 取 自 [93] 
(a) 双 阱 中 的 BEC; (b) 实验 示意 图 :〈c) 一 (e) 吸 收 造影 ,显示 原子 云 的 光学 密度 .所 加 磁场 
梯度 是 , (c) 11.5G/cm(1G6—10^* T). Ce) —0. 77G/cm. 二 阱 间 磁 场 强 度 的 不 同 改变 了 能 量 
偏 移 , 因 此 改变 了 拍 频 


时 间 Ams 
(a) 


-] 0 | 
I} [n]/ms 
(b) 
图 10.9 凝聚 体 相 对 相位 的 连续 光学 读 出 . 取 自 [93] 
B Ca) oc rt f Meo E HURTS (I 38 IU. 不 同 磁场 强度 梯度 的 信号 随时 间 的 
变化 示 于 图 (b). 将 不 同 磁场 强度 梯度 的 光学 造影 错开 是 为 了 比较 方便 
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实验 结果 代表 了 走向 实现 原子 干涉 仪 实 际 应 用 的 真实 进展 . J. Javanainen e E HE 
激光 刚 开 始 出 现时 的 20 世纪 60 年 代 , 那 时 是 有 了 解决 方法 ,再 寻找 问题 . 


10.4 EAH Bose 气体 : 均匀 凝聚 体 


BEC 可 以 在 粒子 间 没 有 相互 作用 时 发 生 , 它 是 全 同 Bose 子 体系 波 函 数 对 称 性 的 后 果 . 
在 这 个 意义 上 可 以 称 为 “ 纯 量 子 力学 根源 的 相 变 ”. 但 是 它 的 物理 却 决定 性 地 依赖 于 相互 作 
用 的 性 质 . 在 以 上 的 讨论 中 曾 提 到 自由 Bose 气体 的 BEC 属 一 阶 相 变 ,而 有 相互 作用 时 就 不 
能 下 此 结论 . He 开 的 超 流 往往 和 BEC 相提并论 ,但 实际 上 这 两 种 现象 还 是 有 区 别 的 . 在 超 
流 中 有 一 个 临界 速度 ve, 当 流体 速度 超过 它 时 ,在 流体 中 能 够 产生 导致 能 量 转 移 的 激发 , 因 
而 产生 黏 滞 性 , 即 超 流 状态 被 破坏 . 理想 Bose 流体 的 we 一 0. 虽然 理想 Bose 流体 的 基态 是 
超 流体 ,但 其 稳定 性 会 被 任何 运动 (不 论 速度 多 小 ) 破 坏 @. 气体 原子 BEc 的 稳定 性 首先 取决 
于 相互 作用 是 排斥 还 是 吸引 ,这 一 点 将 在 下 面 讨论 . 

考虑 不 存在 外 场 的 Bose 气体 ,形成 凝聚 体 后 其 密度 是 均匀 的 . 先 考 虑 ==0 的 情况 ,这 
属于 量子 力学 多 体 问 题 ; 然后 再 讨论 有 限 情况 ,需要 用 统计 力学 . 


10.4.1 Bogoliubov 4548 £ 4 M Bose 气体 理论 


N. N. Bogoliubov F Æ 1947 年 就 提出 了 弱 相 互 作用 Bose 气 体 理论 ,其 中 包括 了 引 人 准 
粒子 的 Bogoliubov 变换 . 它 在 超 导 和 超 流 理论 中 都 是 很 重要 的 . T —0 时 ,理想 Bose 气体 的 
基态 是 No 二 N,N; 二 0(i 关 0). 在 有 粒子 相互 作用 时 ,通过 二 体 相互 作 用 可 以 有 若干 对 粒子 
处 于 (ki 9—k,) » Ck; > —kz) IRA ARF Ck; ;一 上 k;) 态 是 二 体 磁 撞 中 动量 守恒 的 要 求 . 55 3H E. 
作用 Bose 气体 的 基态 可 以 包含 任意 数量 的 这 种 对 ,以 相干 又 加 的 方式 使 能 量 取 到 最 低 . 相 
互 作 用 能 量 的 二 次 量子 化 形式 是 


i| cw oov — x ) (x 2g (o) d zd' x’, (10. 4,1) 
转换 到 动量 空间 , 它 是 
2 ayiat enia, (10.4. 2) 


式 中 V 是 V(x) 的 相当 动量 传输 为 gq 的 Fourier HE V, = 
V- 图 10.10 RHA EEH E KRE. 未 微 扰 的 基态 
是 |@, CN))( 填 空 ), 算 符 as 和 ai 作用 在 |@Bo《N); 上 的 结 
RE 

a; | ®(N)) = VN | & ND», 


a} | & (ND) = /N-F1 | &C(N- D). 
由 于 凝聚 体 的 存在 EKAN a 不 能 沽 灭 真 空 .在 量子 场 论 pioio =m 
HH CERE LIGAT E a | vac) —0 和 (人 vacla'= 二 0( 此 处 |vac) 代 产生 的 牙 迁 
表 真 空 态 ), 而 算 符 的 正规 乘积 的 真空 期 待 值 为 0. 此 处 


(10. 4. 3) 


O 参阅 文献 [29]p. 75 ,文献 [8]p. 35. 
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式 (10.4.3) 可 以 使 包含 ae ,as 的 算 符 正规 乘积 的 真空 期 待 值 不 为 0, 从 而 使 建立 在 量子 场 论 
基础 上 的 量子 力学 多 体 问 题 方 法 不 再 适用 . 由 于 No 是 宏观 量 , No 一 1, NS, NS 1 没有 多 大 
KH; 1No 一 1),| Ne 与 | No 十 1) 也 没有 多 大 区 别 . 考虑 ala |D (NU) =N, | (ND), 
agai |O (No))= 二 (No 十 1)1@B (No)) 守 No|@Bo(No)), 因 此 可 以 作 以 下 置换 : 


Qo 一 > No ai = No , (10. 4. 4) 
即将 它们 作 c 数 看 待 . RA RAGE ak (c £00 (ER FAS |, CN) 9| No 00-7 ONDA 
Gy | No ,0,*::,0) = 0, k Æ 0. (10. 4. 5) 
Bose 子 场 算 符 现 在 是 
Wx) = Vn G) + G(x), (10, 4. 6) 
A ] / 
(x) = — ea... (10. 4. 7) 
A = ^ e 


此 处 n, GO JE k—0 态 上 的 粒子 数 密 度 , 求 和 上 的 撤 号 “” 代 表 不 包括 k 二 0 态 , 同 时 2 算 符 包 
ETRA kA 态 的 漂 灭 算 符 . 这 样 粒 子 数 算 符 
N' = X Vata, (10. 4. 8) 

就 不 再 守恒 ,而 有 附加 条 件 成 立 : 

(N’) = NN.. (10. 4. 9) 
在 写 出 Hamilton 量 时 , 式 (10. 4.2) 中 的 p Mg 可 以 根据 其 中 一 个 或 两 个 属于 K 一 0 或 均 不 
IBF k=0 分 为 8 项 ,由 (a) 一 (h) 标 记 : 

H- >) tes + NoVo 十 NaV,)ara， 


十 NN, (aja, Fapa) + L3 NiVo 
s 2 (e mi 2 e 
P V 
4T 2 VNo 3 (Gn, Halaia 
m tf) tg) 


4a A itid naro: (10. 4. 10) 
kpq Ch) 
在 Hamilton Æ (10. 4. 10) 式 中 ,所 有 求 和 都 不 包括 p —0 态 ， 即 零 动 量 态 不 再 进入 ,只 有 各 
No 因子 出 现 . 式 中 e 是 未 微 扰 的 粒子 能 量 ， 


$= J (10. 4.11) 


以 实 线 代表 动量 不 为 0 的 粒子 ,虚线 代表 动量 为 0 的 粒子 . 以 上 (a) 一 (hb) 各 项 示 于 图 10. 11,97 
理 意义 可 以 直接 从 图 上 读 出 . 例如 ,(c) 代 表 凝 聚 体 中 的 两 个 粒子 通过 相互 作用 交换 动量 p 
而 变 成 具有 动量 一 p Sp 的 两 个 粒子 , 属 非 凝聚 相 . 有 一 条 虚线 的 图 ,相应 的 项 前 有 一 个 


JNo 因子 ,这 是 源 于 一 个 a 中 al NAE 取代 . 有 两 条 虚线 的 图 ,相应 的 项 前 有 Ns. 有 四 条 
虚线 的 图 ,相应 的 项 前 有 ONG. 由 于 动量 守恒 ,不 能 有 由 三 条 虚线 一 条 实 线 组 成 的 图 . 从 


式 (10.4. 10) 可 见 ，y\'ata， GAIAM. 求 这 个 相互 作用 体系 的 能 级 ,需要 在 附加 条 件 


式 (10.4.9) 下 将 下 对 角 化 .用 Lagrange 不 定 乘 子 法 ,可 以 对 巨 正则 Hamilton & 
K = H(N,)—pN’ (10. 4. 12) 
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图 10.11 二 体 相 互 作 用 导致 的 各 种 跃迁 


对 角 化 ,x( 化 学 势 ) 就 是 不 定 乘 子 . 这 个 方法 是 N. M. Hugenholtz 和 D. Pines 2i iH 8909, 令 
算 符 民 , 广 (N。) 和 N' 的 本 征 值 分 别 记 为 E. (No s4) :Eo (No TE! N'CN, 27», ;用 


N'CNo 40 +No = N (10. 4. 13) 
AARI | ON N). RA Eo (Nop) ,再 用 
d 
iN; ——E, = 0 (10. 4. 14) 


可 以 求 得 No. 在 求解 中 不 要 求 N 一 No <No » BURT SR 4E BE BU ti DL th RE Dg JH. 对 N — No K 
No 的 情况 , 解 会 比较 简单 .有 两 个 关系 ,是 在 文献 [30] 中 给 出 的 ,它们 在 有 些 情况 下 可 以 直 
接 给 出 py, 不必 走 以 上 提 到 的 正规 步骤 ,这 在 下 面 的 讨论 中 会 有 应 用 . 为 了 得 到 这 两 个 关系 ， 


考虑 式 (10.1.19) ,对 量子 力学 基态 有 S 一 0, 故 一 全 下 .由 于 Es=Es 一 xN' 一 Es 十 
-aN BADR E — DE pr Ert adt] — S 0. 因此 就 有 
_ aE, _ aE’, 
E m IN,” (10, 4. 15) 
Bogoliubov 的 弱 耦 合 近似 ,只 取 天 中 相互 作用 项 与 N 和 Ni 成 正比 的 两 项 : 
K= 2/6, 十 2 N, Vt Gala! , +a.) + ZNIV, , (10. 4. 16) 
其 中 
€, = et + NoVo + NV. — n. (10. 4. 17) 


式 (10.4.16) 中 的 第 二 项 在 n, 空间 中 是 非 对 角 的 , 需 对 角 化 . 先 研 究 一 下 算 符 a, 的 演化 , 直 


接 计 算 给 出 
i “e= La, ,R] 
= € pap + N,V,a!,. 
第 二 个 等 号 右 方 第 一 项 是 可 以 预期 的 : 如 果 不 考 虑 第 二 项 ,方程 就 是 含 时 Schrodinger 方 
程 .第 二 项 源 于 相互 作用 ,表示 以 a 开始 ,随时 间 进 行 它 会 与 at ,混合 . 同样 ,以 ot 开始 , 随 
时 间 演 化 它 会 与 a_ ,混合 . 根据 这 个 提示 ,引信 准 粒子 算 符 w ,et 以 体现 这 个 混合 : 
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— t 
ap — Up p 7 Up ps: 


t x t 


RB u, 与 Xp 的 实 函 数 . KANE AY EI 80 Je EK ERT A. 为 了 使 算 符 a» 
at 满足 对 易 关 系 | 


(10, 4. 18) 


[a,5a1] = n° (10. 4. 19) 
应 有 
ul — v) = 1, (10. 4. 20) 
对 角 化 要 求 
K = const + loai. 
给 出 j 


Cask] = qp p t Cat; K] =— aya. (10. 4, 21) 
将 式 (10, 4. 184A X CIO, 4. 160 ,并 用 式 (10. 4. 21), 有 
[at .K]=— u, CC a} + N.V,a-,) — v, (Epa + NoV,a}) 
一 一 oj lua p — Vja p)» 
因此 
ELp 十 NoVopr 一 ptp， 
N,V,u, +E pUp —— wyv,. 
方程 组 有 非 零 解 的 条 件 给 出 
a? = g4 — NiVi, (10. 4. 22) 


(10. 4, 23) 


开 对 角 化 后 变 为 
É- 571 [ois TG -rF IN. (10. 4, 24) 
4 
3t (10. 4. 18) 被 称 为 Bogoliubov 变换 . E 84 WAR 


T t 
Gp sd Upa p =z id 


PUER. aa 
Ap 一 Upp — Vp-p- 


Bogoliubov 变换 导致 以 算 符 w ,a) 表征 的 准 粒子 . 基态 称 为 准 粒子 真空 , 记 为 10》, 它 满足 
条 件 


(10. 4. 25) 


a, | 0? — O0. (10. 4, 26) 
变换 的 意义 可 以 作 以 下 的 理解 . 由 于 相互 作用 ,体系 在 T= 0 时 的 基态 除 有 宏观 量 粒 子 布 居 
于 未 微 扰 的 p—0 态 外 ,还 有 不 确定 数量 的 对 (q, 一 q) 位 于 4 天 0 的 态 上 . 就 一 个 确定 的 9 态 
而 言 , 它 上 面 可 能 有 对 ,也 可 能 没有 . 因此 要 想 产 生 一 个 准 粒 子 9, 可 以 用 as (如 果 那 里 没有 
粒子 ) ,也 可 以 用 a_,( 如 果 那 里 有 一 对 粒子 ,消灭 了 一 q 粒子 ,余下 一 个 单个 的 g 粒子 ). 为 了 


确定 o, 还 须 求 出 化 学 势 y. 这 里 正好 用 得 上 式 (10. 4. 15) : 基态 的 期望值 E' 的 带头 项 是 
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l 


a NiVo ,因此 
a 7 
p= 了 = NV. (10. 4. 27) 
再 用 式 (10. 4. 17) 和 式 (10. 4. 22218 
e, = go + NV, (10. 4, 28) 
2 1/2 
-二 [2 N,V, E d 
a, = (2 t) : (10. 4. 29) 


ARAO. 4. 22) 看 ,wy<Ey，, 因 此 真空 态 能 量 中 地 (ws 一 ss) 一 项 是 负 的 . 在 10. 2 节 讨论 过 粒 
子 数 锁定 态 与 相位 锁定 态 . 它们 彼此 是 Fourier 变换 关系 ,因此 具有 相同 能 量 . 但 通过 
Bogoliubov 变换 ,将 不 同 数量 ,不 同 动量 的 (p, 一 p) 对 相干 全 加 (因此 凝聚 体 粒 子 数量 也 相 
应 涨 落 ) ,这 样 使 体系 的 能 量 进一步 降低 . 相互 作用 在 BEe 中 选 定 了 粒子 数 在 No 附近 相干 
涨 落 的 态 作为 基态 . 

从 式 (10. 4. 29) 取 低 动 量 极限 ,得 色散 关系 


"m =q =, (10. 4. 30) 


这 是 集体 声 子 态 ,声速 是 


高 动量 极限 给 出 
o, — 8,7 ENV (10. 4. 31) 
m 
第 一 项 是 粒子 动能 ,第 二 项 是 非 凝 聚 体 粒子 所 感受 的 平均 势能 . 因此 E, 就 是 Hartree-Fock 
单 粒 子 能 量 . 此 外 , Bogoliubov 理论 还 可 以 用 来 讨论 对 外 加 挑动 的 响应 , 超 流体 运动 等 
[5] aes , 


10.4.2 非 理想 Bose 气体 


Xt TAO 的 非 理 想 Bose 气体 ,必须 从 计算 配 分 函数 开始 . 计算 的 方法 之 一 是 统计 力学 
中 的 集团 积分 加. 另外 也 可 以 计算 体系 的 能 级 ,然后 用 QvCV,T) = » e 得 出 配 分 函数 . 


在 相互 作用 势 比较 简单 ,能 用 微 扰 论 解 出 能 级 的 情况 下 ,这 种 方法 就 是 可 行 的 . 实际 上 原子 
间 的 相互 作用 势 甚 为 复杂 . 它 有 一 个 很 强 的 排斥 芯 ( 称 为 硬 球 势 ), 但 由 于 硬 球 芯 很 小 ,就 有 
可 能 采用 一 种 近似 法 , 称 为 厦 势 法 . 它 将 相互 作用 势 转变 成 有 效 作 用 势 , 只 通过 低能 相 移 参 
数 表示 ,这 就 使 微 扰 计 算得 到 简化 . 硬 球 Bose 气 体 理 论 是 由 杨振宁 `. 李 政道 、. 黄 克 孙 在 20 世 
纪 50 ERG AREA MO, 在 量子 力学 中 ,低能 散射 的 散射 相 移 与 势 的 形状 无 关 , 而 只 依 
赖 于 一 个 参数 a, 称 为 散射 长 度 . 在 一 c2 时 散射 波 项 数 we 是 

rj.» 一 const(sinkr + tany coskr), 


四 ”请 参阅 文献 [6] 第 10 HW 13 章 . 
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此 处 是 波 矢 大 小 ,m ERE. 在 低能 情况 下 k->0, 就 有 
diss E gd const (1 TUER) , 
其 中 
tanp —— ka. 
对 排斥 势 ,a 二 0; 对 吸引 势 ,a 一 0. 硬 球 势 ( 硬 球 芯 半径 为 a) 在 低能 散射 情况 下 的 散射 长 度 
正好 等 于 球 世 半径 .在 低温 下 的 非 理 想 气体 有 三 个 参数 , 即 de Broglie 热 波长 人 粒子 间 平 均 
距离 v^ 以 及 散射 长 度 a. TERRE D a/A 和 a/v'“ 都 是 小 参数 . 前 者 是 低温 的 条 件 , 后 者 是 


稀薄 的 条 件 . 硬 球 势 散射 方程 及 边界 条 件 是 
(V*-- E209 — 0, r>a) 


(10. 4. 32) 
yr) = 0, r< al 
E. Fermi 在 1936 年 证 明 ,对 r>a 的 波 函 数 ， idm" 当 于 一 个 有 效 相互 作用 
V ine Gr) gr (10. 4. 33) 


这 样 就 完成 了 以 下 过 程 : gg 然后 用 
Fermi 的 方法 ,把 式 (10.4. 32) 中 的 边界 条 件 纳入 了 有 效 相 互 作用 ( 式 (10.4.33)). 所 以 称 


为 磋 势 ,是 因为 它 除 依赖 距离 r 以 外 还 包含 一 个 球 导 数 的 算 符 . AR r 作用 于 一 个 波 函 
SC oO ER JE I rp gtr 3. 在 前 面 的 8Cr) 作 用 下 ,如 果 几 在 roO 时 是 正规 的 , 则 有 
Por gn gor, BRI DAAE 1 替代 .在 一 阶 微 护 论 计算 中 , 硕 势 只 作用 于 非 微 扰 波 函数 ,因此 
n8 7^, Boi WE 17 005085692 3€ eA TE UT TEN 限于 
— prii, HB 


= Ë cyi eol p e e Dern). (10. 4. 34) 
m 
未 微 扰 状态 用 {n,} 表 征 ,n, 为 单 粒子 态 p 上 的 粒子 数 : 
@, = (*n,77). (10. 4. 35) 
在 p, 态 中 能 量 平 均值 是 2 
- 1 EN p 4xa hi’ me T 
E, = (®,,H®,) = > Eae (N' ; 2" L (10. 4. 36) 
在 低温 时 ,p 关 0 态 上 的 布局 数 很 低 , 上 式 第 二 项 括 弧 中 因此 
A A 4na h E En 
E, = > En N (N 7"). (10. 4. 37) 
配 分 函数 是 
- = p*. 4ra 无? EN X 
Q, = Dy exe of 2 Pn, + SHOR (NI 71) ||. (10. 4. 38) 


p 参阅 文献 [6] 附 录 A. 
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进一步 计算 给 出 @ 
2 
3589/2 (2) — İnz— oo o> vT > Te; 
F Ings 2 (10. 4. 39) 


1 
2 


从 此 可 得 出 系统 的 宏观 性 质 ,例如 对 T 二 Ts, 有 


A En = £5/2(z) = 74 ( gs, (e) T 


: 2 
EQ) — 22-1 1 一 (iT) |; v uv, T -« Te. 


pt 2 m)- Ye (gs C B Agua (2) B12 (2) T ey 


10.5 弱 相 互 作用 Bose 气体 : 非 均 匀 凝 聚 体 


10.5.1 凝聚 性 质 与 外 场 的 关系 


在 研究 原子 气体 BEC 的 装置 中 会 用 磁场 和 磁 - 光 阱 或 激光 阱 .有 外 场 存 在 时 ,凝聚 体 的 
密度 是 位 置 坐标 的 函数 . 在 外 场 中 ,凝聚 体 的 性 质 ,例如 临界 温度 、 凝 聚 粒子 数 比率 以 及 
Bose 气体 热 容 量 等 ,都 依赖 于 势 的 形式 所 . 先 考虑 在 外 场 U(r) 中 的 N 个 理想 Bose 气体 粒 
子 , 它 们 在 温度 工 下 依 各 基 子 能 级 s 分 布 


NH = 


(10. 5. 1) 


QUART — 1* 
此 处 g. 是 能 级 简 并 度 ,w 是 化 学 势 . 基态 能 量 取 为 0. 设 能 级 间距 远 较 RT 为 小 , 即 : RT» 
ciri e. 能 级 密度 取决 于 外 场 的 势 V(r) ,可 以 用 半径 典 近似 估计 . 在 相 空 间 中 每 hr 体积 中 
有 一 个 能 级 . 能 量 为 e 的 粒子 被 势 局 限 在 体积 We) 内 ,动量 空间 体积 元 为 4x p^ dp—4nmpde— 
4xm(2m) 了 Ve 一 VCr) de. 因此 态 密 度 是 


ote) = EET JAE- VO dy. (10. 5. 2) 
化 学 势 与 总 粒子 数 N 的 关系 由 下 式 决 定 : 
N= N, + | node. (10. 5.3) 


和 自由 粒子 情况 类 似 , 由 于 C00 — 0, BALA I ERAS SUUS HH. Re — 1, E ELE 
开 , 得 
N = Nu 十 Sexo (fi) |” ox (GF de (10. 5. 4) 
取 带 头 项 作出 积分 ,可 得 ACD. 
临界 温度 T. 的 决定 与 自由 粒子 的 Te 类 似 , 即 在 式 (10. 5. 3) 中 设 No —0,5—0, ff HI E 
T RE. 体系 总 能 量 是 
ET) = | enple)de. (10. 5. 5) 


D 参阅 文献 [6] 第 123. 
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热 容 量 即 可 求 出 : 


ca = ED = | zl. ge, » [35.4 £x: exp (SoH Jde. (10.5.6) 


kT 


ee AS, TORR 例 说 明 势 对 各 种 参数 的 影响 , 列 于 表 10. 1. 
i 10.1 势 对 BEc 参 数 的 影响 


EX. AE & 
V(r)=e! (2 ) 
Cf 189 Fd o d 2) 


al es Aw) STe 


1/2 
JZE (8) 


下 面 推广 到 弱 相 互 作 用 Bose 气体 . 从 二 体 作用 势 式 (10. 4. 34) 得 到 平均 每 个 粒子 相互 
作用 能 E,, — EE (EN) 0, ge a ON py ge pr. 因此 , 半 经 典 近似 的 Hamilton 量 可 以 
CE 


Hr = 2 Eva) + 2a acr), (10. 5. 7) 
阱 中 粒子 密度 n(r) 应 为 
= Sn. ly |? 
这 很 难 精确 计算 . 但 用 半 经 典 近似 ,有 
dN = La(.nd pd'r, (10. 5. 8) 
此 处 
n(p,r) = ene (10. 5. 9) 
粒子 数 密度 是 
(l. = aint par dp. 
对 动量 积分 ,有 
(25). = £5 | pin por ddp. (10. 5. 10) 
4 a= Pn, EREN 
= $Mes[-: (ar — IN er V dx. (10. 5. 11) 


D ARAO 4.38) 读 出 总 相互 作用 能 (m = N WOA 295 P. Nt pag qp po em A (XY, 
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此 处 1 是 de Broglie 热 波长 ,以 上 用 了 = = My. 积分 后 得 


(2S) ie i aH (10. 5. 12) 
r t=] 


在 u50 时 , 求 和 可 以 只 取 带 头 的 第 一 项 , 即 取 上 一 1, 式 (10. 5. 7) EW 
H(r,p) = P+ Vat). 


此 处 
Vint a 2 证 a Vir) jkT 
wht = Vi E Se . (10. 5. 13) 


文献 [33] 考 虚 了 圆柱 势 的 情况 ,给 出 了 有 关 参 数 的 结果 . 
低空 间 维 中 的 BEC 是 个 有 趣 的 课题 . 从 式 (10. 5. 4) 开 始 . 右 方 的 第 二 项 给 出 在 各 激发 态 
上 的 粒子 数 Nn 它 决定 性 地 依赖 于 态 密 度 ple). 三 维 空间 中 的 自由 粒子 态 密度 为 oe) oce. R 
分 给 出 NaC CRT)? gus Co). SERCO. 1. 34) 的 第 一 项 . 对 二 维 Bose 气体 ,动量 空间 的 体 
积 元 是 2npdpccde, FER BH p(e) 与 s 无 关 , 因 此 
Nax oc kT g, (z). 


Bose 函数 的 定义 是 g,(z) = >) = 从 定义 知道 gi(1) 是 发 散 的 . 这 意思 是 ,在 有 限 温度 位 


t=] 


于 各 激发 态 上 的 粒子 数 是 不 受 限 制 的 , 即 二 维 理想 Bose 气体 在 有 限 温 度 不 能 发 生 Bose- 
Einstein 凝聚 . 态 密度 起 着 关键 的 作用 . 在 有 外 场 存 在 时 ,具有 一 定 能 量 的 粒子 被 局 限于 相 
应 的 体积 中 ,这 使 Te 成 为 有 限 I. 具体 地 说 ,对 三 维 各 向 同性 谐振 子 势 ( 频 率 为 w) ,包含 粒 
子 的 体积 v(e) 与 粒子 能 量 e AK. 半 经 典 计算 给 出 v(e)cce* ,动量 空间 体积 元 cce ,二 者 
一 并 给 出 相 空 间 体 积 cce? ,因此 Na T) g (ze 07 ), TH Nox 在 有 限 温度 仍 为 有 限 值 , 故 
在 二 维 空间 势 阱 中 BEC 可 能 发 生 . 


10.5.2 阱 中 弱 相 互 作 用 Bose 气体 的 Bose-Einstein 凝聚 


在 有 外 场 时 ,10. 4 节 讨 论 的 弱 相 互 作 用 Bose 气体 的 统计 力学 就 需要 将 外 场 的 影响 包 
容 进 来 . 早期 原子 物理 中 的 Thomas-Fermi 模型 "1 便 是 用 “局 域 密度 近似 ”来 处 理 这 类 问题 
的 例子 , 它 被 称 为 “原子 的 统计 理论 ”. J. Olivat 站 将 这 个 办 法 移植 到 Bose-Einstein 凝聚 . 在 
Thomas-Fermi 模型 中 , 令 原 子 中 平衡 电子 分 布 与 核 的 Coulomb 势 在 原子 中 共同 产生 的 势 
为 Vir) WA 
VR 
2m 
此 处 per) WHE r 处 的 Fermi 动量 , 它 的 值 因 在 不 同 ~ 处 的 电子 密度 不 同 而 异 . Oliva 提出 ， 
在 阱 中 非 均 匀 体 系 处 于 扩散 平衡 时 ,总 的 化 学 势 应 该 为 常数 , 即 有 
plotr] +V (r) = p, (10. 5. 15) 
此 处 u RAE EO WARES, ERI PE Le 95 BE 2) dp ER PR p(r) 的 泛 
BR. 如 果 pCr) 的 变化 足够 平缓 ,就 可 以 采用 “局 域 密度 近似 ”, 将 非 定 域 的 泛 函 zLp(r)] 用 局 
域 的 坐标 函数 CO RAE. 这 时 就 有 
gr) 十 V(r) = p. (10. 5. 16) 


pi(r) + V(r) = const, (10. 5, 14) 
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Oliva FH A X10, 4. 39) 导 出 的 自由 能 计算 在 阱 中 自 旋 确定 取向 的 氨 原 子 的 密度 分 布 . 
分 祖 德 ,杨振宁 , 余 立 华 *" 严格 论证 了 局 域 密度 近似 的 成 立 条 件 ,并 对 原子 散射 长 度 
a 二 0( 排 斥 相互 作用 ) 情 况 给 出 一 个 易于 用 实验 验证 的 关系 ,还 给 出 了 阱 中 Bose 子 的 动量 分 


布 .考虑 谐振 子 阱 Va Smo" ,其 中 的 Bose 气体 有 4 个 量 纲 为 长 度 的 参数 . RAKE a 
和 热 de Broglie 波长 A 以 外 ,还 有 阱 中 谐振 子 基 态 的 大 小 Lo 以 及 能 量 为 RT 的 经 典 谐 振子 
HRE La: 


Li = (2xmo*g) "^, 
| (10, 5. 17) 


Ls = (K/ ma), 
此 处 B=1/kT. 在 局 域 密 度 近似 中 ,空间 被 分 成 元 胞 ,其 体积 介 于 Li A L: 之 间 : 

Li > 元 胞 体积 > Li. 
在 一 个 元 胞 中 势能 V(r) 被 当做 常数 . 在 相互 作用 Bose 体系 的 统计 力学 中 的 逸 性 z5 e” , I 
在 被 5 所 取代 ; 


t(r) = eft? — pie MO 一 ee MO, (10, 5. 18) 
z 在 整个 体系 中 为 常数 . 巨 配 分 函数 是 
9 = ee (10. 5. 19) 
p 


3t (10. 4. 39) 导 致 的 Bose 气体 (不 计 BEc) 88 E 2) fii b 3X 
polr) — A? gaa C32 (1 = gia CD ) 


现在 被 z— t 置换 所 得 的 表达 式 取代 : 
oc) = à gs (Qo (1— Seve), (10. 5. 20) 
pb 通过 5(r) 依 赖 于 位 置 坐 标 . 


对 4a=0 情况 p(7) 可 以 严格 解 出 ,从 而 可 以 对 局 域 密度 近似 作出 估计 . 原子 体系 球 对 称 
的 总 密度 分 布 范 数 o Cr) E 


ptr) 一 人 | 了 DIr， (10. 5. 21) 
此 处 
Del —— = ide i, (10. 5. 22) 
是 密度 算 符 .e ”的 矩阵 元 是 已 知 的 2?, 代 入 式 (10. 5, 22) 后 给 出 
PF) = eA" 5 (sinh le) H ze that, (10. 5. 23) 
此 处 T 


— Re TRA 
e—iqT' ITI (10. 5. 24) 


st (10. 5.23) 中 的 级 数 记 为 Dan CARA FARE OTK LED : 


(D SUL Feynman R P. Statistical Mechanics, Reading: W. A. Benjamin Inc. ,1972,p. 49. 
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(22)- JO = ge G7 = gc], (10. 5. 25) 


对 2, =1, RAMEY r 值 都 发 散 .与 均匀 Bose 气体 情况 相 比 ,可 知 若 将 发 散 部 分 分 出 , 它 就 
相当 于 BEc, 而 余下 的 部 分 则 属于 “热气 体 ”. 取 式 (10. 5. 23) 中 级 数 的 一 般 项 a, 的 对 数 ， 
3 


m" ke 
jn sinh le — o^ tanh 2 


Ina, = li(lnz) 一 


一 I(Inz — Že )+ (312 — o’ jus €i» 
此 处 ci 一 0, 当 一 so. 即 在 上 足够 大 时 
a, -> De zie, 
将 a, 改写 : 
à, = Be gl 4-27 te 对 (es 一 1)， 
Sa = 2g = 4 23? e-? Dzi ler — 1). 
1 zı 1 
代 回 式 (10. 5. 23) 有 


zı 


aln = p AO |F +e), (10. 5. 26) 
右 方 第 一 项 是 在 zi = 1 时 的 发 散 项 , 即 凝 聚 体 的 密度 分 布 ,而 
pir) = 2 er (10. 5. 27) 


正 是 谐振 子 基 态 波 函数 . 第 二 项 
po = 7 la (2e)? by 之 ] (a > e* (10, 5. 28) 


t=1 


是 正常 气体 部 分 . 这 证 明了 在 势 Y(r) 场 中 凝聚 体 正 是 按 基态 波 函 数 分 布 . 式 (10. 5. 28) 的 求 
和 在 z—1 时 仍 是 收敛 的 . 式 (10. 5. 26) — (10. 5. 28) 是 精确 的 ,可 用 以 判断 局 域 密度 近似 的 
精确 程度 .考虑 e 情况 . 式 (10. 5. 28) 的 求 和 中 ,el 二 1 的 各 项 因 花 括 弧 中 二 项 抵消 贡献 可 


略 去 .对 el<1 的 各 项 ,可 用 以 下 置换 : 1—e 19 21e tanh SS T eM MATA. RAM 
变 为 


= 


" -—— ] 
> | zx exp( (im ) | = gys [ziexp(— metr) | 


1 


p 1 / \ Bmw L . . 


Lm 
3t (10.5. 200€ a—0 情况 下 给 出 的 正 是 上 式 第 二 项 , 仅 将 z RM. e 13x T TEE RE E 
的 误差 可 不 计 . 在 气体 相 ,1 一 z= 二 OQ(1), 式 (10. 5. 29) 第 二 项 为 主 , 因 此 局 域 密 度 近似 很 好 . 
ERRA. Ia O(N) ,因此 在 第 二 项 中 可 置 z= 二 1, 这 使 它 与 近似 表达 式 完全 相同 . 对 
凝聚 相 本 身 还 须 进 一 步 讨论 . 式 (10. 5. 28) 在 a=0 时 是 p(y) =A “gan (ze P6777). 对 体系 
增加 粒子 使 = 值 增 大 ,但 gaz 的 宗 量 的 最 大 可 能 值 为 1. 因 此 ,首先 是 在 > 一 0 处 宗 量 值 先 达 
到 1. 如 果 再 增加 粒子 , 便 要 在 r=) 处 产生 凝聚 .在 局 域 密度 近似 中 ,BEc 的 密度 分 布 是 8 R 
数 型 的 ,精确 结果 的 密度 分 布 是 | 内 (Cr)|1:. 这 个 区 别 正好 说 明 近 似 的 性 质 . 在 将 空间 分 成 元 
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胞 时 ,元 胞 的 尺度 甚大 于 Li ,因此 g(r) 的 尺度 L: 对 元 胞 而 言 就 缩 成 了 一 点 . 
对 a=0 情况 ,体系 Hamilton HH 
= =P e maa D 


RA zsp 的 置换 对 称 : ， 
pter, Lerma. 


配 分 函数 QUCOV, T) — tr e 外 对 这 个 置换 不 变 , 因此 BEc B5 35 E 416 — E J& | s CEO |*. 对 
a 天 0 的 情况 , 阱 中 Bose 气体 的 动量 分 布 在 文献 [24] 中 有 详细 讨论 . 
对 a>0 情况 , 式 (10. 5. 28) 在 准 到 a/A 一 阶 时 可 以 写作 
pin = A gan (ge fiti y, (10. 5. 30) 
在 体系 粒子 数 增加 时 , 仍 在 r= 0. 处 开始 凝聚 . 在 均匀 体系 中 yy 二 kTinz, 在 阱 中 局 域 密度 近 
似 给 出 
alr) = ETln(zem) = &TInz — V(r). (10. 5. 31) 
3X (10. 5. 30) 给 出 饱和 气体 密度 p =A * gus (1), 因 此 凝聚 体 密 度 为 o. =p, m. 3X (10. 4, 39) 4 
出 体系 的 Helmholtz 自由 能 4 一 一 InQw, 则 有 
4 —— kTA gs (1) + 2aar*kTpi — ad? kT pi, (10. 5. 32) 


BEST ABBE a= 3 (多 
ü= (4ad* p, — 2aA* Co. — po) JRT 


_ adn hi 
— T (o. + po). 


VT 


上 式 与 式 (10. 5. 31) 相 等 ,得 
kTlnz —V(r) = 4ra(Cp + p) fi! /m. 
在 凝聚 体 边界 ,r 二 ro «pe 0 =p AKA 
Vir) + Anap, Cr). K /m = V(r.) + Anaps K / m. (10. 5. 33) 
这 个 关系 对 任何 阱 势 V(r) 成 立 ,在 实验 上 是 可 以 检验 的 ， 


10.5.3 Gross-Pitaevskii 方程 
在 有 外 场 时 ,与 式 (10.4.6) 相 对 应 的 场 算 符 关系 是 


g(x) = W(x) + g(x), (10, 5. 34) 
此 处 
Vo) = (g(xX)), (10. 5. 35) 
是 凝聚 体 波 函数 ,而 PCx) 是 非 凝 聚 体 各 态 的 场 算 符 ,满足 
(g(x)) = 0. (10. 5. 36) 


下 面 从 六 的 运动 方程 出 发 ,在 平均 场 近似 下 导出 VES RRMA ERKENE. 二 
次 量子 化 的 Hamilton 量 是 
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+ ^ K ^ 1 , j.^ ^ ^ 4.4 
A= IE (-Evitv)é + [zd Uc OB UD GQ, 
(10. 5. 37) 
此 处 在 弱 相 互 作 用 Bose 气体 近似 下 ,有 
Utr) = ial an Rika as (py, (10. 5. 38) 


Fist C10. 5. mm et (ex Cd 960. 满足 的 运动 方程 是 


Ll vtva BEA Gy, (10. 5. 39) 

将 式 (10. 5. 34) 代 人 式 (10. 5. 39) FFB RIE SY 2808 8] (0 = (90 — 0. (2! 9 —n' (r,t) ,得 
2 -2 

ino 一 一 BÀ iy view + I Aou! 十 | v |v. (10. 5. 40) 
at 2m m 


ix e ES D iit eR CLIE 9 a | we" we v EEE BY. 
AK 5 所 满足 的 方程 要 用 平均 场 方 法 . 5E 
P= +e (v+e(w+¢) 
—|wv|'v--2|v|'à-- weg 4- v9! 4- 2w2'ed- 9 qo 
在 进行 线性 化 时 , 双 线 型 o o MEFS n RE, op 的 平均 值 为 0. KM. g op 约 化 时 ,9 
要 和 两 个 $ 因子 分 别 组 合 , 故 有 2 op 2n g. 这 种 做 法 略 去 了 场 的 涨 落 , 对 其 推论 应 持 谨 慎 
态度 . 上 面 的 算 符 oh Qu 约 化 为 
P dj — 2n'g - 2n v -- wv? --2|] v |*ev| viv, (10. 5. 41) 
即 完成 了 2 算 符 的 线性 化 . 从 式 (10. 5. 39) 减 去 式 (10. 5. 40) ,并 用 式 (10. 5. 41) ,得 
i noe =F và rV qne c ix a 2[2(| V |* +n G+ Wig]. (10.5.42) 


3t C10. 5. 40) 和 式 (10. 5. 420 是 耦合 方程 . 通常 在 式 (10. 5. 40) 中略 去 n ,因为 在 BEc 形成 
fa |) Wl? Bit n X182. 这 样式 (10. 5. 40) 就 变 为 


in -- Ë Vv Voy inte Magy y. (10. 5. 43) 


这 是 Gross-Pitaevskii 方程 (以 下 简称 G. P. 方程 ). 
从 式 (10. 5.43) 可 以 得 到 定 态 的 G. P. 方程 . 序 参 量 的 时 间 依 赖 是 
Pex) = (fx)e Hi) = Wine", 
此 处 y= 二 E(N) 一 E(N 一 1) 一 9E/3N 是 化 学 势 . 将 上 式 代 人 式 (10. 5. 43) 就 得 到 定 态 G. P. 
方程 
-Ł Viv vay yta |y [v = pw. (10. 5. 43a) 
G. P. 方程 的 应 用 广泛 而 成 功 . E. H. Lieb 58:57 从 严格 证 明 的 角度 重新 考虑 了 这 个 问 


题 . 他 们 首先 证 明了 每 个 原子 的 相互 作用 能 量 的 下 限 是 2x Hap/mGa700; 青 进一步 ,E. H. 
Lieb 等 [5 严格 推导 了 a 二 0 情况 下 的 G. P. 3£ ER. 
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10.5.4 量子 相位 动力 学 


凝聚 体 的 基态 往往 用 具有 确定 相位 的 相干 态 描述 . 但 相干 态 并 不 是 如 相互 作用 的 均匀 
凝聚 体 这 样 的 简单 Hamilton 量 的 本 征 态 . 相位 的 扩散 是 不 可 避免 的 .在 T —0 的 凝聚 体 要 
发 生 相 位 扩散 是 因为 确定 的 相位 是 和 确定 原子 数 不 相 容 的 . M. Lewenstein AIC A) ESE 
了 Bose-Einstein 凝聚 体 的 相位 扩散 问题 . 二 次 量子 化 的 Hamilton 是 


x= fer- Jr VVC) -ajin efenim ni, 
(10, 5. 44) 
在 这 里 uy — 4n ja/M,a 是 散射 长 度 . 平均 粒子 数 守恒 通过 Lagrange 不 定 乘 子 项 pÑ = 
|e? rh Cr) Cr) 得 到 反映 ,px 是 化 学 势 .用 Bogolhubov 近似 , 设 
VG) = VNyo lr) + 8G), (10. 5. 45) 
此 处 p 是 凝聚 体 基态 波 函 数 ( 设 为 实 函数 ), 归 一 化 到 | 中 r | yo cO |* 一 1,8 宣 (7) ABET 
落 . 将 式 (10. 5.45) 代 入 式 (10. 5. 44) ,并 略 去 OVO MEK MOM. 如 果 us 是 G. P. 方程 
的 解 ,一 次 项 就 将 为 零 : 


[L+ uspCr) lyn Cr) = 0, (10, 5. 46) 
此 处 


y= B v VG) — ue (10. 5.47) 
pg(r) — Ni (r). 
Hamilton 量 除 一 个 常数 项 外 就 成 为 oV 和 V" 的 二 次 型 : 
x= [Prov vade Ho [arco (aw aw + awaw+aawiaw). (10.5.48) 
BAERT ERKA E OFF 
i= fertu rao) LV G)8 C1 (10. 5. 49) 


gi fertu; (ra C) + Vi stcr) ]. 


U AV Rr 的 复 函 数 ,相当 于 均匀 情况 下 的 u, Mv, (10. 4. 1 节 ), 有 时 被 称 为 阱 模式 . 算 符 
gs Al gi 满足 Bose 对 易 关系 


[gigi J= 8. 和 Lgi'g; 1 = 0» (10. 5. 50) 
根据 式 (10. 5. 490 ,以 上 关系 导致 双 正 交 归 一 条 件 : 
feru cou; CN (10. 5.51) 
我 们 期 望 在 对 角 化 之 后 能 够 得 到 
H~ >» fia g rg. (10.5. 52) 


这 个 形式 是 试探 性 的 ,将 在 下 面 的 发 展 中 精确 化 .上 式 导 致 
CH sgi) =— ħar Hg |= fies. (10. 5. 53) 
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这 正 是 我 们 预期 的 ,因为 g 作用 在 XH 的 本 征 态 上 会 减少 它 的 本 征 值 jiwi. 用 式 (10. 5. 48) 和 
式 (10. 5.49) 计 算 LK ,gj], 并 将 结果 与 式 (10, 5. 53) 比较 ,得 到 
[L+ 2uspGr) JU, Gr) 一 xpCr)w Cr) = fiwUi (r), (10. 5. 54) 
[L+ 2uspf[r) JV. Cr) — usol DU, Cr) 一 一 Hio, V, Cr). 
这 是 准 粒 子 波 函 数 的 Bogoliubov-de Gennes 方程 . 在 时 间 反 演 下 ,有 
UL VeV; ; (10, 5. 55) 
aPeak, geg]. 
因此 时 间 反 演 不 变性 要 求 对 应 于 wi 的 一 组 解 (U VV) — EFE ARV ,DR D. 
方程 式 (10. 5. 54) 对 于 wo 二 0 有 唯一 解 Us (Ir) = VS (r)ccw Cr). 这 就 是 源 于 整体 U(1) 对 称 
Be fk A Goldstone $. 
仿照 式 (10. 5. 49) 来 定义 零 模 的 潭 灭 算 符 是 个 诱 人 的 尝试 ， 


He fe nj GO [8G + 8 (r2 ). (10. 5. 56) 
但 这 个 算 符 是 厄 密 的 ,作为 厄 密 算 符 不 能 成 为 产生 和 潭 灭 算 符 .由 于 G. P. 方 程式 (10. 5. 46), 
六 也 和 Hamilton 量 算 符 对 易 ， 


CÊ, H] = [ert ct up)8Y — Yo CLH ups) = 0 (10. 5. 57) 
因为 双 正 交 归 一 条 件 式 (10. 5. 51) , 它 也 和 g 和 gt X OO: 
[g, Ê] = fë [U - V. —0 (10. 5. 58) 


现在 我 们 可 以 将 式 (10. 5. 52 8898/53 H. HE RE APS VER ICE A IE UE AR 
H-3 P? + 2 lig AE a. (10. 5. 59) 


零 模 代 表 了 与 整体 相位 不 变性 的 自发 破 缺 相 联 系 的 集体 运动 ?,a 是 待定 参数 . 已 就 是 这 个 
模 的 动量 算 符 , 它 的 正则 共 轿 位 置 算 符 是 


Q- i| drpo Cr) Lor) — 8v C) ], (10. 5. 60) 
它们 满足 
[Q,P] —u[Q.g1— 0 k#0, (10. 5. 61) 
因此 从 式 (10. 5. 59) Hy 18 
[Â H] = uP. (10. 5. 62) 
从 这 个 要 求 得 出 以 下 结果 : 
2| dro coy co = t (10. 5. 63) 
[d'rb (CU, +v]= 0 lur d ui 0; (10. 5. 64) 
[P+ 3uspCr) J (Cr) = ays CP). (10, 5. 65) 


全 ”参阅 文献 [43], 第 10 6 15. 
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对 应 JILA 阱 参数 的 方程 式 (10. 5.65) 的 解 示 于 图 10. 12. 


10.12 对 应 JILA 阱 参数 的 波 函数 s 和 V. CR [42] 
参数 是 ; N=2000,a=5. 2nm, (Cw, € wy * we) —C1 1 1 : 87?) (10Hz). 
计算 波 函 数 的 参数 是 ; p= 1. 769 fiw; a= 1.129 fio. 


以 对 易 关 系 为 指引 ,得 到 零 模 的 漂 灭 和 产生 算 符 : 


P—iQ , P+iQ 
= = ——— (10. 5. 66) 
Bo Jg Eo Ji 
ES oh BCE : 
Us Cr) 7g + GV.) = go —é(r). (10.5.67) 
只 有 在 把 零 模 函 数 包 括 在 内 时 ,集合 (U,Vi) 才 是 完备 的 : 
3JLU COU; Xr) — V,COV; = 8'G— r^), (10. 5. 68) 
k=0 


SUVs (r') — V,COU; Cr’) = 0. 
双 正 交 归 一 条 件 式 (10. 5. 51) 现 在 延伸 到 包括 =0. 量子 涨 落 OW ARAO. 5.45) 可 以 展开 为 


Sr) = Y (Ue. — Vi (gi). (10. 5. 69) 
k=0 
零 模 的 贡献 是 
Uses —Vogt =— ids Q-- Ê, (10, 5. 70) 
场 算 符 的 展开 就 是 


rt) = VNp (r) —ijy O+G P+ 3j [U, CO g, — V? CO gi]. (10.5.71) 


kD 


零 模 的 动力 学 由 运动 方程 决定 . 从 式 (10. 5. 59) 得 到 运动 方程 : 
(P.H] = 0, 
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它们 的 解 是 : 
P(t) = Pco ,常数 . (10. 5. 72) 
O(n) = Qco +a P (0)t. (10. 5. 73) 


10.6 各 向 导 性 势 阱 中 的 Bose-Einstein 凝聚 


BEc 的 定 态 性 质 以 及 在 形成 后 的 演化 ,要 靠 G. P. 方程 的 解 给 出 . 由 于 方程 的 非 线 性 ,多 
SRE 9 , 但 不 用 数值 解 仍 能 得 到 若干 重要 的 定性 结论 (G. Baym, C. J. Pethick)"*. 
这 项 工作 以 C. Wieman 和 E. Cornell 研究 组 对 ”Rb 的 BEC 实验 为 例 展开 讨论 . 势 阱 是 各 项 


异性 的 , 轴 向 频率 o., 模 向 频率 un; — 5. 相应 的 振子 振幅 为 a. = (SB) ,a = 


V8 mw > 
1/2 
(ie) .在 无 相互 作用 时 , 单 粒 子 态 波 函数 是 
1 1 o o 
V(r) = amg am|- zg” if: r^ +w =), (10. 6. 1) 


此 处 rl 是 rr 在 zxy 平面 的 投影 . 密度 分 布 mw (0) — NW C dé Gauss WAI.” Rb 的 散射 长 度 是 
a100a),a, 是 Bohr 半径 ,ae 二 0 意 为 相互 作用 是 排斥 , 单位 体积 气体 的 相互 作用 能 是 


2r F2 | op) |è, 排斥 作用 使 密度 和 理想 气体 情况 相 比 要 降低 . 由 于 横向 (zy 平面 ) 势 较 弱 ， 


凝聚 粒子 数 增加 时 ,气体 密度 首先 在 zy 平面 内 伸展 ,然后 及 于 z 轴 方 向 ,最 终 气体 云 的 大 
小 将 取决 于 相互 作用 能 与 阱 势能 间 的 平衡 . 暂时 不 考虑 势 的 各 向 异性 , 设 气体 云 半径 为 R， 


则 p 约 为 N/R'. 每 个 粒子 的 振 于 势能 为 mw R? , 它 感受 到 其 他 粒子 的 相互 作用 能 约 为 


An RAN 此 二 者 之 间 的 平衡 给 出 
m R 


2 


R? = 8n aN = aa" 8nN =a} ©, (10. 6. 2) 


m o 
此 处 


r= (SENE y" (10. 6. 3) 


EHHH BEc 是 无 量 纲 尺 度 ,BEc 的 特征 长 度 是 a, 5. 在 形成 BEc 后 的 实验 条 件 下 ,5>1. 粒 
子 的 平均 动能 是 T= n^ /2mR* , 故 有 动能 与 相互 作用 势能 (或 阱 势能 VS HOS 
Tabu) er. 
V ~~ mR?’ mw’, R R 
它 是 很 小 的 . 为 了 进一步 考查 相互 作用 的 影响 ,用 凝聚 体 波 函数 更 , 它 的 归 一 化 是 


J lw |'d'r— N. 单 粒 子 Hartree WBE? ,GPG 能 量 泛 函 是 
-farl È | warte) [UG n QI 271 Or) |? 
E( vr) | =| ir r g thw 1) ri Wz 


2 
-Ae 2 | wir) |*\. (10. 6. 4) 
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作为 第 一 级 近似 , 取 亚 为 元 相互 作用 的 基态 波 孙 数 形式 ,但 取 有 效 频 率 w| 和 w. 作为 变 分 
2H. 


3/4 1/2 3i/4[? ds 
VG) = Mw? ui ied exp| — 2 gn ri e) |, (10. 6. 5) 


将 式 (10. 6.5) 代 入 式 (10. 6,4018 BI Elw, sw). Æ w, K ERD ARR w =w | /A, 此 
处 Aoc N'a. $3] Wieman-Cornell 组 实验 比较 ,对 N=10' ,得 w/w, 二 0. 40 一 0. 55( 取 决 于 
BEE BL) ,wi /w" | =0.16~0. 26. 由 于 排斥 相互 作用 , 波 函 数 已 有 相当 程度 的 扩展 . 如 果实 验 
以 后 达到 N — 10* ,扩展 将 更 为 可 观 . 

XHZ PR GÀ C10. 6.4)) 在 NN 固定 情况 下 求 极 小 ,就 得 G. P. 方程 : 


| E i 
[一 站 Vt mw r+ witz*) RES | wr) |? jwco = uv G), (10.6. 6) 


42 是 化 学 势 .利用 阱 中 BEc 的 特征 长 度 a, € "TUAE MIRAE r: r—a, bri. Jj f£ C10. 6. 6) 
即 可 写作 下 列 形式 ( 记 4=w s/w 1): 


mae t A, 十 好好 十 | f(r) P |f wm fn. (10. 6. 7) 
其 中 
TN A. 
y g Na (10. 6. 8) 
对 足够 大 的 N 值 ,动能 项 可 以 忽略 .无 量 纲 波 函数 f 就 可 解 出 : 
fri) — y — fi — (Az1)*, (10. 6. 9) 


解 在 左右 方 都 为 正 值 时 成 立 ， 在 此 区 域外 f—0. 
试探 波 函 数 式 (10. 6. 5) 给 出 的 动量 分 布 Fp) Gauss 型 的 , 即 有 


Fp) = ee 人 一 P wo) 


fi 
oc exp| 一 (a +B) Im Jr (10. 6. 10) 
动量 平方 平均 值 是 
(pt) = Aw, + 201). (10. 6, 11) 


将 BEC 动能 相对 于 相互 作用 能 和 阱 势能 略 去 ,就 从 G. P. 方程 式 (10. 6.6) 直 接 得 到 


| wr) |? = xc Yon p> VG) 


0 其 他 情况 
这 就 是 Thomas-Fermi 近似 ， 适用 条 件 是 Na/auno2»1:ano = V h/m «qw ,Ww 为 阱 势 的 频率 . S. 
Stringaril*! iit G. P. 方程 求 得 阱 中 BEC 集体 激发 的 模式 . BEC 基态 密度 ce 一 | Cn |? 
用 Thomas-Fermi 近似 式 (10. 6. 12) 描 述 . 激发 模式 密度 对 基态 有 偏离 5p 


(10. 6. 12) 


p(r,D = Cr) + dp(r)e ", (10. 6. 13) 
此 处 co 是 待定 的 激发 态 频率 .将 激发 态 定 态 波 函数 
V(r,t) = Vplrst) e er e "rin (10, 6. 14) 


{LA & G. P. 方程 ,就 得 到 Thomas-Fermi 近似 下 V RXRA He RA PE P 27 8: 


402 #108 = Bose-Einstein 凝聚 


Ze —— V. (pv), (10. 6. 15) 
t 
ov An Ka = E> 
“v(t i) o, (10. 6. 16) 
此 处 
v= Ž yg, (10. 6. 17) 
m 
4 V 为 各 向 同性 谐振 子 势 ， 
V = Fmodr. (10. 6. 18) 
将 式 (10. 6. 14) 代 人 式 (10. 6. 16) 和 式 (10. 6. 17) 并 消去 v, 将 80 Mv 作为 小 量 ,就 得 到 
oap(r) —— Sad Ve (R? — rè) VC), (10. 6. 19) 
Ak RÆ Thomas-Ferm: 近似 下 BEC 的 半径 ,定义 为 
VOR) = AR =, (10. 6. 20) 
53x (10. 6.19) 可 以 展开 为 球 谐 函 数 Yw (9,p) 求 解 ,得 到 激发 模 的 频率 
w(nyl) = w (2n! + 2nl 4- 3n4- D? , (10, 6. 21) 


此 处 上 一 1,2,3…; 1—0,1,2:*2— 1. Stringari 还 求 出 各 向 异性 阱 中 的 激发 模式 ,并 用 求 和 规 
则 考虑 了 动能 的 影响 . 

容易 理解 ,一 个 液 滴 ,或 者 原子 核 , 可 以 有 这 类 集体 激发 ,例如 表面 四 级 振动 . 这 里 有 意 
思 的 是 ,稀薄 的 Bose 气体 在 发 生 Bose-Einstein 凝聚 后 也 能 支持 这 类 集体 振动 . 这 在 
式 (10. 6. 16) 中 已 经 可 以 看 出 ,因为 它 是 无 旋 流 的 流体 动力 学 方程 . 

对 各 向 异性 的 阱 , 且 阱 参数 可 以 随时 间 变 化 的 情况 , Yu. Kagan, E. L. Surkov 和 G. V. 
Shlyapnikov'*”! 用 局 域 密度 近似 并 忽略 动能 项 ,发 展 了 G.P. 方程 的 普 适 标 度 解 . 凝聚 体 波 
函数 通过 标 度 参数 5,(1) 表 示 , 此 处 :一 xz,y,z.b,(zt) 满 足 的 是 经 典 运动 方程 ,利用 这 种 解 可 
以 讨论 凝聚 体 在 外 界 扰动 以 及 阱 参数 变化 情况 下 的 演化 . 


10.7 jake Bose-Einstein 凝聚 体 的 稳定 性 


BEc 形成 的 一 个 实验 标志 是 涡 旋 的 形成 . 对 BEc 波 函 数 W= Vnlr) e*, 式 (10. 3. 8) 给 
出 超 流体 速度 er 
vU, = E VO, 
它 显然 是 无 旋 的 : p 
VX v, = 0. o^... 
因此 在 一 条 涡 旋 线 附近 , 沿 方位 角 方向 的 速度 场 ,其 流体 的 速度 
大 小 与 该 点 距 涡 旋 线 的 距离 r 成 反比 ,这 样 才能 保证 速度 场 的 无 


旋 , 即 沿 图 10. 13 封闭 路 径 作 中 .ds 积分 才能 给 出 0. 如 果 路 径 图 10 13 ARR OREM 
包括 沿 = 轴 的 涡 旋 线 在 内 , 则 涡 旋 量子 化 的 条 件 式 (10. 3. 9) 积分 路 和 
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bv, ds = 2x0, p= l; 1; 2l 
给 出 量子 数 « 的 状态 波 函 数 的 相位 8: 
0 = ky, (10. 7. 1) 
此 处 ¢ 是 方位 角 . 理由 是 ,梯度 沿 增加 方向 的 分 量 是 
y= ET. (10. 7. 2) 
$ FETE p 增加 方向 的 单位 矢量 . 因此 
v= Č y= fe j, (10. 7. 3) 
m mr, 


它 正好 给 出 量子 化 条 件 .在 量子 数 e 状态 ,BEc TE = 方向 的 角 动 量 是 Neh. 在 超 流 液 所 “He 
中 曾 观察 到 涡 旋 态 的 存在 ,气体 BEc 发 现 后 各 实验 室 都 设法 观测 其 中 的 涡 旋 态 . 实验 的 重 
要 性 在 于 证 实 气体 BEc 的 超 流 性 质 ,因为 在 涡 旋 态 中 超 流 速度 是 和 BEc 序 参量 相位 梯度 成 
正比 的 ,最 初 的 努力 是 在 燕 发 冷却 过 程 中 使 势 阱 略 有 变形 并 使 势 阱 旋转 ,希望 BEc 就 形成 
EREA. 这 个 方案 没有 得 到 肯定 结果 .J. E. Williams 和 M, J. Holland 提出 建议 5 , 利 
用 ”Rb 的 两 种 超 精 细 结 构 态 . 它们 可 以 通过 微波 相互 转变 ,各 自由 势 阱 约束 . 两 个 阱 的 中 心 
有 小 的 距离 ,在 微波 作用 时 令 两 个 阱 围绕 其 中 点 以 适当 频率 旋转 . 实验 开始 时 已 形成 一 种 态 
的 BEc( 没 有 涡 旋 ) ,在 微波 作用 一 定时 间 后 关闭 微波 并 停止 势 阱 旋转 ,结果 可 以 产生 相当 数 
量 的 具有 涡 旋 的 第 二 种 态 的 BEc, 与 第 一 种 态 的 BEc 共存 . 这 个 建议 已 由 E. Cornell 和 C. 
Wieman 的 研究 组 实现 5 . K. W. Madison, F. chevy, W. Wolleben 和 J. Dalibardt5 在 轻 度 
各 向 异性 阱 中 的 单 种 BEc 得 到 了 涡 旋 . 他 们 逐次 得 到 1 个 ,2 个 ,3 个 ,4 个 涡 旋 . W. Ketterle 
研究 组 也 给 出 BEc 超 流 的 临界 速度 的 证 据 , 并 得 到 许多 涡 旋 组 成 三 角 晶 格 ". 至 此 ,气态 
BEc 的 超 流 性 质 得 到 直接 的 实验 证 明 . 

- F. Dalfavo 和 S. Stringari 研究 了 各 向 异性 阱 中 BEc 的 涡 旋 态 ,发 现 它 对 相互 吸引 的 
Bose 子 系 统 形成 BEc 的 稳定 性 有 重要 意义 . 

涡 旋 态 波 函 数 
Pir) = g(r)e* 

的 梯度 是 


Vwir) = e^ vp + ep, (10. 7. 4) 
右 方 第 一 项 Vy FUSE RFT SR, Be IC) 只 是 7 与 z 的 函数 . 因此 
| vw |? =| vy |? + & Fig 
代入 能 量 泛 函 就 得 到 
ELp] - [ec [E 1 vo lt p (uh ritate’ + 


"a 
a 


)| ocn |? 


Ai? 
m* 


vna | Kn) ^]. (10. 7. 5) 
WEAK MU TE JE" RED" CB RO TE ER e£. Ez gX 0. F. Dalfovo 和 S. Stringari Xf) 
式 作 了 数值 计算 ,用 了 无 量 纲 坐 标 n= ra 一 2 -zx' 以 及 归 一 化 为 1 RRR (rm) 和 无 
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RAER E — (ho) ! E. HAE RS. CER UR BRE n Or OO FP 8. 此 处 上 是 一 个 代表 计算 
步骤 的 参数 .用 峰 算出 E/N RBM At, 作 为 下 一 个 步骤 ,有 

8E,/N 
ds Cry st) 
此 处 & 代表 维持 归 一 化 的 受 限 泛 函 导 数 . 这 个 做 法 希望 得 到 更 小 的 EL /N. 这 样 重复 下 去 ， 
到 E/N 收敛 时 , 它 就 是 变 分 极 小 值 .图 10. 14 给 出 ”Rb 无 量 纲 波 函 数 ( 用 虚线 代表 ) ,无 相 
互 作 用 情况 , 实 线 从 上 到 下 代表 N=100,200,500,1000,2000,5000,10000. 可 以 看 出 ,相互 
作用 对 波 函 数 扩展 是 有 很 大 影响 的 ,特别 是 在 zy 平面 .图 10. 15 给 出 ”Rb BEc W kg, i 
线 是 无 相互 作用 情况 , 实 线 是 数值 解 , 点 划 线 是 近似 解 ( 式 (10.6.9)) ,可见 在 N=5000 时 近 
似 解 已 是 相当 好 的 . 图 10. 16 给 出 涡 旋 的 影响 ,图 (a) 画 出 无 涡 旋 «二 0 情况 , 波 函 数 用 等 值 
线 标 出 ,数字 单位 是 任意 的 . 图 (b) 是 x 二 1 的 情况 ,可 见 涡 旋 将 波 函 数 推 离 涡 旋 线 ， 


a 
3? (r 2) =— 


0.6 —r 
URb 
aab N-5000 
P \ 


\ 
Jen rem 


图 10.14 “Rb BEc fj E Bt 0 0E RM. 10,15 "Rb BEc 波 函 数 ， 
显示 相互 作用 影响 数值 解 与 近似 解 比较 


B] 10.16 无 涡 旋 波 函 数 等 值 线 (a) 及 x 二 1 NEU PR CSS (LE Cb) 


有 兴趣 的 是 ?Li BEc 的 计算 . 它 的 a 二 0, 原 子 间 是 吸引 力 . ERAO. 4. 37), 由 于 相互 作 
用 能 与 a/v 成 正比 lv 是 比 体 积 ), 对 a 二 0 的 情况 会 趋 于 0, 即 均匀 凝聚 体 要 塌 缩 . 由 于 有 
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外 场 ,提供 了 零点 能 ,在 N 小 于 临界 值 时 ,BEc 有 可 能 稳定 . 以 下 的 数值 计算 证 实 了 这 一 点 ， 
且 涡 旋 有 助 于 使 < 一 0 的 BEc 稳定 . 计算 结果 示 于 图 10. 17, 虚线 代表 无 相互 作用 的 BEc W 
PR. 实 线 从 下 到 上 分 别 代表 N=200,500, 1000, Bi N 增加 波 函 数 中 心 密度 加 大 且 在 计算 
中 收敛 速度 减 慢 . 到 N>1400 时 E/N BEA BEIC. 涡 旋 的 一 个 影响 是 把 波 函 数 推 离 涡 旋 
线 , 见 图 10. 18(a) , 另 一 影响 是 提高 了 BEc 的 稳定 性 .图 10. 18(b) 给 出 不 同 的 N (hx 值 时 
的 波 函 数 等 值 线 .x 二 1 时 N 可 达 4000, 2 时 可 达 6500,k 二 3 时 可 达 8300 的 稳定 BEc. 


H — oO — j9 tO h) 


"i ri 


Zi j (a) (b) 


图 10.17 "Li BEc 波 函数 ,显示 图 10. 18 "Li BEc 波 函数 等 值 线 
相互 作用 影响 Ca) E N 值 无 涡 施 (x==0) 与 有 涡 旋 (x= 1) 的 比较 ; 
Cb) 不 同 N 值 与 不 同 « 值 的 比较 


用 G.P. 方 程 ( 含 时 的 , 定 态 的 ) 研 究 过 凝聚 体 的 很 多 物理 问题 并 取得 - -大 批 成 果 . 当 
然 , 它 只 能 在 BEc 已 形成 情况 下 适用 ,但 在 此 以 前 BEc 是 如 何 形成 的 显然 是 最 有 兴趣 的 问 
W. BEC 的 动力 学 问题 也 有 不 少 讨论 ,但 到 把 问题 搞 清楚 还 有 相当 距离 ““.. 


10.8 HERR 


光 蛙 的 使 用 ”为 阱 中 的 凝聚 体 研 究 开辟 了 新 的 可 能 性 . 在 通常 的 磁 阱 中 原子 的 自 旋 自 
由 度 被 冻结 了 ,因为 只 有 一 种 或 少数 超 精细 结构 态 能 被 阱 所 局 限 . 一 种 自 旋 态 被 局 限 在 时 
中 ,原子 就 和 没有 自 旋 一 样 . 对 ( 超 精 细 ) 自 旋 为 1 的 凝聚 体 的 理论 研究 是 从 何 天 伦 … 开 
始 的 . 碱 金 属 原子 ”Na,”K,”Rb 的 核 自 旋 是 3/2, 因 此 超 精 细 自 旋 了 可 以 是 1 或 2. 在 能 量 
上 /==2 多 重 态 的 激发 能 远 比 阱 的 势能 高 . 在 低温 时 两 个 7 一 1 的 原子 散射 的 结果 仍然 停留 
在 J=] 多 重 态 内 . 因此 可 以 只 考虑 /二 1 的 多 重 态 ,mj 一 一 1,0,1. 散射 道 可 以 有 超 精细 日 
旋 0 或 2, 超 精细 自 旋 1 由 于 对 称 性 要 求 被 排除 . 两 个 原子 间 的 相互 作用 势 是 
VG, — rj) = 8G r) 2, ar Fe» (10. 8.1) 


此 处 gj 二 4x Har / Mog 是 散射 长 度 ,M 是 原子 质量 ,ar SUN Ae FON OR 
符 . 投影 算 符 有 以 下 性 质 ， 
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投影 算 符 可 以 用 原子 1 和 2 的 超 精细 自 旋 算 符 F HF, HRB F * F: 表示 . AA FE, ， 
F,— [FC 1) -2/ 2-1), BE DURS 
Ao = F, * F; |r-o =— 2, 
Az =F, * F; |r = 1. 
因此 
F, * F, —— 29, F 3. 
FAK C10. 8. 2048 sl 


&-laü-F F), B -iQ-F S F,). (10, 8. 3) 
去 掉 式 (10. 8. 1) 中 的 8 函数 ,有 
V =go OF, + F) +g GRE) (10. 8. 4) 
catal E 
此 处 
co = Elgo + 262) sc = li go). (10. 8. 5) 


旋 量 凝聚 体 的 二 次 量子 化 的 eni 量 是 
n=|ar| 5 P A )ve: « Vy 十 DU yi +2 OL 
+ 2 iF. ese tF b 
«2, du* (gh Foe ) | 


此 处 y 是 漂 灭 超 精 细 自 旋 分 量 为 a(a= 二 一 1,0,1) 原 子 的 场 算 符 ,U 是 阱 的 势 . 为 方便 起 见 ， 
我 们 给 出 f 一 1 多 重 态 的 超 精 细 自 旋 算 符 的 矩阵 形式 (此 二 1): 


(10. 8. 6) 


0 1 0 G —1 0 L Q 8 
tæl 0 lFQ---|i s -—ailx-]le o e (10. 8. 7) 
06 1i 9 9o T Q © © =] 
自 旋 的 转动 算 符 用 Euler 角 (a,B,t) 表 示 : 

Ua Ber) = et e Pee (10. 8. 8) 
e= 0 0 or gd D 

e'^5^—|0 1 pen p 1 1 
0 0 en 0 9 we* 
cos’ £ E Fata — cos! È (10. 8.9) 

; P ve 1... 
e FA 一 ad cos ar 


AL uini 
— cos’ 8 V2 P cos? £ 
我 们 将 要 看 到 ,基态 结构 、 集 体 激 发 和 涡 旋 结构 依赖 参数 gs Me 有 十 分 不 同 的 性 质 ， 
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10.8.1 基态 结构 


将 凝聚 体 波 函数 写作 
PCr) = (f(r) = nin t Go, (10, 8, 10) 
此 处 n 是 密度 ,5 RTE Ae URATKA — fe RE E c 1. 基态 由 在 粒子 数 
确定 的 局 限 下 使 能 量 最 小 化 的 要 求 确定 ,3( 五 一 上 AN) 一 0: 
EN = [ar (E cen E. | ve. in [a UG Int Cs tado), 
(10, 8,11) 
此 处 
Qn zur. 
所 有 的 旋 量 都 由 规范 变换 和 自 旋 转动 式 (10. 8. 8) 相 联系 ,在 能 量 上 都 是 简 并 的 .有 两 种 不 同 
的 情况 : 
(1) 极 态 (polar state) 9 
对 go> go (B c; 20. ARAO. 8. EE 这 可 以 通 
过 选择 超 精细 自 旋 分 量 mx/ 二 0 态 来 达到 ; 


Mt FIK TA, CF.) = (Fy) = CF.) =0. 对 它 使 用 自 旋 转动 ,得 到 
— 750 sing 
“| cosh . (10. 8. 12) 


TA 
—e sin 
E B 


l 
0 


= 6 


C= e" 


H —uN 的 最 小 化 给 出 
d(H — uN) = Jer ds Vn —[u —Utn ] t en|6n = 0, 


2M Ju 
它 导 致 基态 密度 
n’ (r) = L[4—U(G) —W»)]. (10. 8. 13) 
此 处 
Wor) = A a. (10, 8. 14) 


注意 式 (10. 8. 12) J& &fl Euler ff c EAM. 因此 极 态 的 对 称 群 是 U(1)X5S ,此 处 U(1) 是 指 
Hf 9,S* 是 指 单位 球面 , 自 旋 量 子 化 轴 的 方向 由 球面 上 的 点 (ay*B) 决 定 ， 


4 


这 个 名 称 是 从 液体 *He 的 极 态 类 比 采 用 的 . 
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(2) 铁 磁 态 : 
对 gs 二 go; 有 cs 一 0. 能 量 最 小 化 要 求 (F)* 二 1. 选择 超 精细 自 旋 分 量 m, 1 就 能 做 到 . 
更 普遍 可 以 选 


e * cos’ £ 
1 
¢ = 4/0] = e'*? Wacos Bein £. |, (10. 8. 15) 
0 
e" sin? E 


在 计算 8CH — 4 NO ATER DIA n^. 成 正比 的 那 一 项 是 n Ces +e.) /2— n^ gz/2. 最 后 得 到 
s) x [a Ut) +W(r)]. (10. 8. 16) 
2 


A JE A 77 EEF) — cospi o- sinfCcosa X +sina y). ÆR (10. 8.15) "P fl fB I 4H 4 (0— c) BA 
一 个 定 域 “ 自 旋 - 规 范 ? 对 称 性 了 . 铁 磁 态 的 对 称 群 是 SOG). 对 称 性 的 不 同 会 导致 涡 旋 性 质 
的 根本 不 同 . Na 和 ”Rb 分 别 是 极 态 和 铁 磁 态 . 


10.8.2 阱 中 旋 量 凝聚 体 的 集体 模 
Hamilton 量 ( 式 (10. 8.6)) 给 出 场 算 符 的 运动 方程 
i Hdim —— i» Vj, + [UCr) — pln + ev >) Goa bm + c: 2) GIF) * Fj,. 
l ! (10, 8. 17) 


要 探讨 元 激发 ,将 场 算 符 写作 V, V" +d, 并 将 方程 (10. 8.17) 在 基态 V 附近 线性 化 . 
(1) RA: 


0 
取 V^ =n |1| ,用 式 (10. 8. 13) 40 (OF) — 0, (10. 8. 17) 就 给 出 量子 涨 落 $ 所 满足 的 
0 
方程 ， 
Ü 2 ü do js -- di 
i |J " |--&v sewn nes kK e (10, 8. 18) 
— $i 2M | P. da di 
$1 2 1 $i i 
Li I-A [ewe pete | | (10.8.19) 
"un 2M $ $4 $i + "un 
在 线性 化 中 , 代 人 


Hove p+ iy 
并 考虑 到 Voce, 因而 只 有 do 和 os 对 密度 涨 落 有 贡献 
SAC) = Vn G)CÀ + 4D. 


O 令 凝 聚 体 的 波 函 数 为 V. GO a DOG t) ,此 处 m 是 沿 量子 化 轴 的 超 精细 自 施 分 量 . 在 Ve E TEE M 
NL HEAR eo ST DD M ANE H ERES e 72007 «FY Bri. 所 以 被 称 为 定 域 规范 - 自 施 对 称 性 . 
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2p 13 2 
8M. = 8(M, +i Mj) = VG Xi + $41); 
8M.— è Mi. 
记 激 发 模 如 A b+ 的 频率 为 we 和 w+ ,并 将 goce RANEA. 8. 18) 1010. 8. 19) ,就 
得 到 一 组 看 合 线性 齐 次 方程 . 方程 具有 非 零 解 的 条 件 导 致 (在 忽略 W 条 件 下 ) 
hanw = Ver Cex + 2cono) hws = seiler + 2csno), 
此 处 e, — 8 &* /2M. 在 谐振 子 阱 中 ,方程 (10. 8. 18) 和 标量 凝聚 体 的 集体 激发 方程 相同 . 忽略 
W 并 用 Thomas-Fermi 近似 ww(r) 二 [yy 一 U(r) /co; 方 程 (10. 8.18) 和 方程 (10. 8.19) 可 以 写 
为 
3,8 = Vicon’ Van), 2,8 M, — V(c,n? V8 M). (10. 8. 20) 
注意 到 自 旋 波 模式 满足 和 密度 模式 同样 的 方程 ,只 需 将 co 换 为 cx, 因 此 自 旋 模式 的 量子 数 
和 波 函 数 与 密度 模式 的 完全 相同 ,它们 的 频率 关系 是 


o; = ma = eme od. ^ — (10.8.21) 
(2) RAS: 
1 
Rv =n (0 | FHP) =i, H V, — V^ +4, 代入 方程 (10. 8. 17), 得 到 
0 
ĝi $i $: gi Gà + 4D 
^ 2 ^ ^ 
i fi. | d =- fy go We | 和 (+n {0 (10. 8. 22) 
$- $a $a 2 | ce | $4 


准 到 的 线性 项 ,密度 、 自 旋 和 “四 极 自 旋 涨 落 ” 分 别 是 d A= Vm (Aitei) è M- = V/m di 
和 ò Mt oa Jno $a. 在 均匀 情况 ， CW — 0) 这些 模式 的 频率 分 别 是 区 E Jey (ex | 2g ric ) 
(Bogoliubov 谱 ) ,jiw =e. CE. BL BE ÉD lie; =e + 2e; n; (BWA FS A REO. 


10.8.3 铁 磁 态 涡 旋 的 内 在 稳定 性 


超 流 体 速 度 是 v. = AU vt. 现在 容许 Euler 角 随 位 置 变化 ,这 是 “ 自 旋 织 构 ”(spin 
texture) 情 况 . 超 流体 速度 就 是 


v= Ë V9,( 极 态 情 况 》 
M 
(10, 8. 23) 
die Živo- t) 一 cos8Va],( 铁 磁 态 情况 ) 


铁 磁 态 的 超 流体 速度 与 极 态 时 不 同 , 在 于 它 和 自 旋转 动 有 关 . 这 就 导致 铁 磁 态 涡 旋 的 有 趣 性 
WR. 如 果 过 多 的 涡 旋 能 量 存储 在 一 个 自 旋 分 量 , 体 系 可 以 通过 自 旋 转动 来 摆脱 它 , 这 样 的 涡 
旋 是 不 稳定 的 . 我 们 来 演示 一 下 , 选 定 一 个 状态 : r=0, —a—0— m$ On JE E RE IO P= mt 
(t 是 从 0 到 1 变化 的 参数 ). 这 个 状态 由 下 式 描述 : 
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i nt 
e?"$ cos? ( £j ) 


wt) = n |e™ V2sin 5 cos = l (10. 8. 24) 
sin? T 
从 在 2: 方向 量子 数 为 2m 的 涡 旋 开始 : 
eim 
c(t = 0) = |0 " 
0 


通过 局 域 地 变化 Euler fA pa 从 0 变 到 1) 让 这 个 状态 连续 变化 到 
0 


ga = 1) = 


1 
这 表征 一 个 自 旋 为 一 1 的 没有 涡 旋 的 凝聚 体 . 25 (10. 8. 24) 的 自 旋 织 构 是 

(F) = cos(xt) ê + sin(xt)[cos(mg) ¥+ sin(mg) ĵ]. 
可 见 环流 量子 数 为 2m 的 涡 旋 是 拓扑 不 稳定 的 . 将 式 (10. 8. 24) 乘 以 e ,就 得 到 对 另 一 个 态 
的 演化 


iC2m--1)4 


0 
0 0 
0 e" 
这 表征 了 一 个 在 2 方向 的 2m 十 1 涡 旋 演 化 为 一 个 在 一 2 方向 的 单位 涡 旋 . 单位 环流 涡 旋 对 自 
旋 织 构 的 变化 是 稳定 的 . 极 态 和 铁 磁 态 的 区 别 源 于 它们 的 第 一 同 伦 群 ,I (U(1) X S) -Z 
和 工 (SO(3)) 王 2:. 极 态 相 角 有 无 穷 多 的 具有 不 同 环绕 数 的 缺陷 , 铁 磁 态 相 角 只 有 一 个 具 
有 非 平庸 环绕 数 的 缺陷 ， 


10.8.4 无 核 的 涡 旋 
考虑 一 个 凝聚 体 


e 


£0) = -一 ~ ¢(1) = ; (10. 8. 25) 


cos* 2 


t= wW2e"sin P cos 2 ' 

e^ sin? 2 
此 处 58(r) 是 一 个 ~ 的 增 函 数 ,在 r= 处 有 B0. 这 个 凝聚 体 的 自 旋 织 构 和 超 流体 速度 都 是 
圆柱 对 称 的 (F) — £cosg-- singl cose -+ sina $) lv, — (1 — cosp) . 当 B(r) 到 达 x/2 时， 


v, 是 超 流体 速度 ,但 当 770, 8-90 时 , 超 流体 速度 并 不 发 散 而 趋 于 零 . 自 旋 织 构 、 拓 扑 不 稳 
定性 和 超 流体 速度 和 超 流 He 的 A- 相 极为 相似 ， 


10.8.5 HAE AE 
前 面 的 讨论 是 基于 平均 场 理 论 的 . 如 果 超 出 平均 场 理 论 我 们 就 有 可 能 探索 具有 内 在 自 
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由 度 的 玻 色 子 体系 的 有 趣 的 性 质 . 我们 根据 文献 [96] 讨 论 自 旋 为 1 的 玻 色 体系 的 碎 裂 以 及 
单一 凝聚 体 问 题 . 在 外 磁场 内 的 自 旋 为 1 的 玻 色 气体 的 Hamilton RE 


^ ^ 2 ^ AL S E 
H = fà: (= Ea. V'— 7B À F,, Jj. dr 3 19:685. (0840 +oF,, * Fyy)d'r. 


2m 


(10. 8. 26) 
场 算 符 几 可 以 展开 为 
à, zn Dye aL QD, (10. 8. 27) 
此 处 只 为 体系 的 体积 .我 们 将 a (0) BMW a, APA a, 的 部 分 表示 为 五 。. 
H= A + #7", 
2 PEE. R EY a ‘ Lo. = 
Hs = zg E 2N) — yB F+ gN N 13. (10. 8. 28) 


此 处 下 一 atF_ „as, N—aja,. Ho 用 来 研究 基态 (凝聚 体 ) ,在 ' 则 给 出 凝聚 体 的 贫 化 . RADE P 
的 基态 表示 为 |F). 从 式 (10. 8. 28) 可 以 得 出 : 


i PF) =| FE= S, FF; = (10. 8. 29) 
此 处 S 是 使 下 式 得 以 极 小 化 的 整数 : 
Top = LE S Co _ aN 
(Hae = FASS HD — BS + ;ENCN — D —" n (10. 8. 30) 


在 详细 讨论 本 征 态 的 性 质 之 前 ,应 该 提 一 下 Law, Pu 和 Bigelow 的 一 篇 论文 2 . 他 们 
首先 超越 平均 场 方 法 研究 S=1 旋 量 凝聚 体 基 态 的 性 质 . 在 没有 外 磁场 情况 下 , Hamilton li 
可 以 由 式 (10. 8. 28) 给 出 .与 自 旋 有 关 的 部 分 是 : 


H, — ag (S D — 2N]. (10. 8. 31) 


对 于 620 HUE. HEA | FE) — 10,0), ZR AE (B A E, — — c; N/Q. 用 Fock $ |N, Nos 
N_1) 来 展开 |F) RE: 


LN/2] 


| F) = MA | k,N— 2k,k). (10. 8. 32) 


文献 [97] 给 出 展开 系数 A, 的 递 推 公式 . | 下 ) 态 各 分 量 的 平均 粒子 数 都 相等 : (ND — 
(N,) 二 (N_1)= 二 N/3. A, 对 于 的 分 布 几乎 是 均匀 的 ,因此 粒子 数 涨 落 极 大 ,虽然 总 粒子 数 
是 固定 的 .论文 作者 指出 ,这 类 超 Poisson 的 粒子 数 分 布 对 于 反 铁 磁 的 低能 量 本 征 态 是 常见 
的 . 这 样 的 状态 被 作者 称 为 “集体 的 自 旋 状态 ”, 因 为 它 不 能 被 表示 为 个 别 原子 波 函 数 的 
Fe FA. 
对 于 c0 情况 ,体系 有 2N 十 1 个 简 并 基态 
| P, =| Nom), m —0,X1- tN, (10. 8. 33) 


本 征 值 是 E, = 2c N CN — D. MEGSJH Fock 态 展开 ,有 
| Nm) = SJ Bi"? | k-- mi, N — 2k — m,,&). (10. 8. 34) 
分 布 Bi"? 是 亚 Poisson 的 , 它 的 宽度 随 mi 的 增加 而 减 小 . 在 文献 [97] 中 给 出 了 A, AB, 的 
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典型 曲线 图 . 

我 们 现在 回 到 文献 [96] 的 基态 式 (10. 8. 29) ,集中 考虑 有 磁场 存在 的 cs >0 情况 .要 了 
解 这 个 态 的 结构 和 性 质 ,我 们 先 注意 到 由 于 Bose 统计 , 自 旋 为 1 的 Bose 气体 的 多 体 单 态 是 
唯一 的 ; 这 是 因为 将 任意 两 个 Bose 子 交 换 所 得 的 状态 和 交换 前 是 完全 相同 的 .产生 一 个 单 
态 的 对 的 算 符 是 


6' 一 一 2aial; 十 at, (10. 8. 35) 
基态 | 下 ) 王 |S,S) 是 由 S 个 了 一 1 的 Bose 子 和 (CN 一 S)/2 个 单 态 对 所 组 成 , 即 为 
|[$,$) = Aa wee). (10, 8. 36) 
归 一 化 因子 fA(Q,S) 在 文献 [96] 中 给 出 : 
» (2Q4-2S 4-2 !! 
f(Q,S) = S1Q12° S DH (10. 8. 37) 
IF) 的 单 粒子 密度 矩阵 式 对 角 的 : 
(9), = (ag Qe) = N, Boe, (10. 8. 38) 


其 中 


j YS 要 
N = a UE M 本 AUN -— NS OED. (10. 8. 39) 


为 了 表征 体系 ,只 靠 单 粒子 密度 矩阵 是 不 够 的 . A RY DUE se 4 B I8] 00 SOP HE HG 
阵 ,但 它们 的 二 粒子 关联 则 可 以 完全 不 同 . 我 们 注意 到 因为 有 恒等式 N_ ,= N, 一 S( 因 为 在 
单 态 对 中 十 1 分 量 和 一 1 分 量 数 量 相 同 ) 以 及 N, 二 N 十 S 一 2 Ni ,所 有 的 二 粒子 关联 都 可 以 
用 (A Ñ’ =< atai — Gai 0*0) = (C12) 0*2 — (Galat)? 表示 , 例如 (A N,)?=(A N/A 
CA Ña), N, N-1)=(N,)(N+3S) —2(N?)SN—S? ,等 等 .用 式 (10. 8. 37) 可 以 证 明 


(AN 一 (asa) fees M Clas ) Gare) 


T (re (Gas ) State AD) 


S lF = |S, S) i te 5 REI BE S/N AK. 对 于 S=0, IGF Law, Pu 和 Bigelow 最 早 研究 
的 1]0,0) 态 中, 它 的 三 个 分 量 平均 粒子 数 相 同 : N, 王 No 王 N-, 王 N/3, 并 且 具 有 巨大 的 粒子 
数 涨 落 AN,— N. 4 S 的 值 增加 时 ,Ne 和 Au 迅速 减 小 . 

M SEHERE, N, MAN, MEW 0(1) 量 级 , 即 在 热力 学 极限 时 为 零 , 而 Ni; 三 
(N+S)/2 仍 保持 为 宏观 量 . 态 | 开 ?代表 碎 裂 的 凝聚 体 , 因 为 单 粒子 密度 矩阵 对 于 任何 磁化 
值 都 具有 不 止 一 个 宏观 本 征 值 . 设 定 Poisson 分 布 AN 一 VN 作为“ 超 碎 裂 态 ”(AN. 一 N) 到 
“相干 碎 裂 态 ”"(AN,. 一 1) 过 渡 的 界限 , 式 (10. 8. 40) 给 出 ,对 于 N. S1, xb UE ^E S/N< 
1/ V8N. 因此 , 超 碎 型 只 能 在 S/N 很 小 时 才能 达到 ,而 相干 碎 裂 则 易于 实现 而 经 常 出 现 . 

考虑 大 S 值 的 No=0 HTA.: 

S 


N = 23, N; = 0, 


N 
pae [Matt Atat, | ëh. (10. 8. 41) 
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这 个 态 可 以 用 Fock 态 来 近似 : 
| i WN Ed (10. 8. 42) 
多 = , > — = ——— wac . . . 
ANG ING 
在 Fock $Z [8] P3 HHTRKAZ) A, 可 以 写 为 
H, = (N, — N_,)? —yBCN, — NA). (10. 8. 43) 


20 

AS zh C10. 8. 42) 标 明 相 当 于 在 算 符 O ABR ao. 这 可 以 理解 为 对 于 大 的 N 值 的 Bose 增强 : 
在 具有 N 个 Bose 子 的 状态 上 再 加 一 个 Bose 子 的 过 程 伴 随 有 wWN 十 1 因子 . 将 态 (10. 8. 42) 
与 下 面 的 单一 凝聚 体 状 态 相 比较 是 有 启发 意义 的 : 


| = AU Re! + Nast) T (10. 8. 44) 
1C) 的 单 粒 子 密度 矩阵 是 : 
x = Ni pg (10. 8. 45) 
JÁN;Na Na 
和 态 |1F) 的 单 粒子 密度 矩阵 比较 : 
s (Nm o 
a= p x.) (10. 8. 46) 


我 们 注意 到 , 算 符 ala, 的 期 望 值 将 会 出 现在 密度 矩阵 的 非 对 角 元 位 置 上 , 它 在 作用 于 一 个 
自 旋 状态 时 会 改变 自 旋 分 量 的 值 . 因此 碎 裂 态 的 密度 矩阵 没有 非 对 角 元 的 根源 就 是 自 旋 守 
恒 . 这 启发 我 们 ,可 以 改变 自 旋 分 量 的 磁场 梯度 能 通过 产生 非 对 角 元 来 恢复 一 个 凝聚 体 的 相 
i+. 
考虑 以 下 的 外 磁场 : 

Bir) = BG +G [r —z£p,. (10. 8. 47) 
其 中 G' 表 征 磁场 梯度 的 强度 . 进行 一 个 导致 选择 局 域 场 的 方向 作为 量子 化 轴 的 么 正 变换 ， 
Hamilton 量变 为 中， 


H, =— $ (aja, + H.c.)+ 5g (Ni: —NAaY —yB(ON, — NA). (10.8. 48) 


此 处 出 现 了 改变 自 旋 分 量 的 算 符 aai +H. c. ,以 及 e— IG? /2M. Hy ARO! 
Na 
| 4o = (rf S eh us | p. (10, 8. 49) 
[一 一 Ni 
Heeb |Z) =| Ni 十 上 No Na Ds mc VN N- 0/46 E— (INCT3— N1)/4. 这 个 态 的 密度 
矩阵 是 
/ N. -—UAg 
à = ik ; E (10. 8. 50) 
V NI NA Nd NA 
它 的 本 征 值 是 : 


A. = +LN+ N*e 1/29 + S! C1 —eH y]. (10. 8. 51) 
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XE HBB BE OAs (NLS) ,凝聚 体 是 碎 裂 的 . 对 大 一 些 的 场 梯度 ,例如 y~5, 体 系 基 


本 上 是 单一 的 凝聚 体 ， 
在 有 束缚 阱 的 存在 时 ,文献 L96J 进 行 了 仔细 的 分 析 ,并 讨论 了 在 束缚 气体 内 观察 碎 裂 凝 
5 0 AY TT RETE. 
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两 个 相对 传播 的 激光 束 形成 驻 波 ,对 中 性 原子 形成 了 周期 势 . 这 是 因为 原子 感受 交流 
Stark 效应 而 趋 于 波 腹 ( 相 当 周 期 势 的 阱 ). 周期 势 的 阱 形成 光 唱 格 的 格 点 阵列 ,根据 激光 束 
的 数目 , 光 晶 格 可 以 是 一 维 、 二 维 或 三 维 的 . 在 势 阱 中 的 原子 往返 振动 , 势 阱 间 的 隧 穿 导致 能 
带 结 构 . 令 作 用 在 原子 上 的 势 为 


Vi (x) = SV sin Rr; (10.9. 1) 


dh k FEMA BE RE SUK OO k= 2n/a. 晶 格 常数 是 4/2. BV. 和 原子 极 化 率 
Ej OG TR HE 0 Fe BU. IE. HE. D. Jaksch 509? gp B8 ,装载 到 光 晶 格 中 的 Bose 原子 的 动力 学 实现 
T M.P. A. Fisher 4&U? $$ 2:3 H BJ Bose-Hubbard 模型 ,模型 的 参数 决定 于 激光 束 的 排列 
和 强度 . 在 周期 热 V,(x) 和 慢 变 化 的 势 阱 Vi(x) 中 的 相互 作用 Bose 原子 的 Hamilton RE 

H - [dpt Cx) ~ 在 V+ Vo (x) 十 Vr(z) ) gx) (10. 9. 2) 

1 4xa, K 

u E 

此 处 o GO FE Bose HAF a. 是 s 波 散 射 长 度 . 将 9 G0 A Wannier 基 展 开 , 只 限于 每 个 格 点 
处 的 最 低 振动 态 , 有 


| d’ apt GO 4 (xd x) 9GD , 


wx) = Sw -— x), (10. 9. 3) 


此 处 w(x 一 x;) 是 原子 局 域 在 格 点 i 处 的 Wannier 函数 ,b; 是 在 格 点 i 处 的 原子 潭 灭 算 符 . A 
^f b, ME MAE Hb) 满足 对 易 关 系 

[5;,5; ]= 8. (10. 9. 4) 
将 式 (10. 9. 3) 代 入 式 (10. 9. 22 3E FH SR (10. 9. 4), 35 (10. 9. 2) 就 变 为 Bose-Hubbard 模型 的 
Hamilton 量 


H =— J >) bib; + Que ñ; FUA (i — 1). (10. 9. 5) 


(i,j? 


第 一 项 代表 原子 从 一 个 格 点 跳跃 到 一 一 个 邻近 格 点 ， 求 和 对 每 一 对 最 近邻 格 点 进行 “跳跃 常 
"J 的 定义 是 


ja faw" n y, )[ 一 到 Ë HV) Jwa; y. (10. 9. 6) 
第 二 项 是 格 点 能 RA Fan; = bib, e; 由 下 式 给 出 : 
à ferv | [e Vio io (10.9. 7) 


这 是 每 个 格 点 处 的 能 量 偏 置 . 动能 算 符 和 光学 势 并 未 包括 在 格 点 能 内 ,因为 它们 只 导致 各 格 
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点 都 相同 的 常数 值 . 第 三 项 是 相互 作用 能 ,U 由 下 式 给 出 : 
U = ER [gz | wor) D (10. 9. 8) 
m 
对 于 给 定 的 光学 势 ,参数 J 和 UU 可 以 立即 算出 . Wannier ARM w(x) — wl zr) woo wCGO a] L 


从 一 维 能 带 计算 确定 . 光学 势 与 参数 J MU 的 关系 分 别 示 于 图 10. 19 Ca) fI Cb. 能 量 的 自然 
BE ( Re" Ic RE SEU Es = hh k /2m ,这 是 静止 的 原子 吸收 一 个 激光 的 光量 子 后 反 神 的 能 量 下 . 


用 反 冲 能 量 表示 原子 在 阱 中 的 振动 频率 是 wo 一 2 VErVo hi. 最 低能 带 和 上 面 一 个 能 带 的 能 量 
差 是 fiw. 谐振 子 波 函数 的 大 小 是 a= V 元 /mo . 


(a) (b) 


图 10. 19 ŽA JAUKA. KALS] 
(a) 光学 势 ; (b) U,/Era;( 实 线 ) ,] / ER CBR) Vo / Eg 的 关系 


Bose Hubbard 模型 的 物理 就 是 J 与 U 之 间 的 竞争 . 假定 每 格 点 平均 有 一 个 原子 ,在 
图 10. 19(a) 左 阱 中 用 黑 点 表示 . 如 果 它 跳 到 右 阱 并 和 原先 就 在 右 阱 中 的 原子 耦合 ,它们 间 
相互 作用 能 将 系统 的 能 量 提升 一 个 与 U 成 正比 的 量 . 跳跃 本 身 降 低 一 个 与 成 正比 的 量 . 
系统 的 基态 就 由 本 与 U 之 间 的 竞争 确定 . 如 果 V, 足够 大 ,使 得 U 的 影响 大 于 JJ 的 ,跳跃 将 
变 得 困难 . 系统 的 基态 就 决定 了 把 所 有 的 原子 均匀 分 配 到 各 个 格 点 以 使 相互 作用 能 降 到 最 
低 . 令 原 子 数 为 N、 格 点 数 为 M, 每 格 点 的 平均 原子 数 为 n= N/MOR. Æ U 很 大 的 极限 
下 ,没有 跳跃 ,n 为 有 限 , 也 没有 涨 落 . 因此 也 就 没有 格 点 之 间 的 相位 相干 . 这 种 状态 称 为 
Mott 绝缘 体 , 由 下 式 描 述 . 


| Vu? oc [[ Cot" | 0». (10. 9. 9) 
另 一 种 情况 , 减 小 Vo 使 得 跳跃 更 方便 ,各 格 点 的 粒子 数 涨 落 增加 ,相位 相干 性 也 增加 . 出 现 
了 超 流 相 , 在 很 大 的 了 极限 ,系统 的 基态 变 为 

| Ps) cc (Da) | 0). (10. 9. 10) 
这 个 状态 是 一 个 单一 的 凝聚 体 . Bose-Hubbard 模型 预言 了 在 增加 U/J 值 时 从 超 流 体 到 
Mott 绝缘 体 的 相 变 . 在 n — 1. 时 相 变 的 临界 值 是 U/zjJ <:5. 8, 此 处 = 是 格 点 最 近邻 的 数 


El 71, 相 变 在 模型 的 参数 发 生变 化 时 发 生 . 与 热 涨 落 所 诱发 的 热力 学 相 变 不 同 , 它 可 以 发 生 
在 极 低 的 温度 ,被 称 为 量子 相 变 , 是 由 量子 涨 落 所 诱发 的 ， 


”实际 上 激光 束 与 原子 共振 有 一 定 的 失 谐 ,以 避免 原子 损失 ， 
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文献 L69] 进 行 了 二 维 平均 场 的 数值 计算 .平均 场 基态 波 函数 设 定 为 


| wu? = [Ilo (10, 9. 11) 
格 点 i AOU eR Fock 态 |n) 为 基 展 开 : 
led = DISP | ns (10, 9. 12) 


将 巨 正则 Hamilton f& HA n; 对 fi” REME Lagrange PERTE u 保证 总 原 
子 数 固定 : 
(Wur | H | Yur) — pO | >) A: | Yur) — min. (10. 9. 13) 


如 果 问 题 的 解 是 |q) ,是 单一 的 Fock 态 1n;) ,因而 粒子 数 涨 落 是 零 , 这 就 是 Mott 绝缘 体 的 
特点 . 如 果 问 题 的 解 |p;) 是 许多 Fock 态 的 个 加 ,而 格 点 的 平均 场 不 为 零 : 4 99 (5 7-0 EB UC 
相 就 出 现 了 . 计算 的 结果 示 于 图 10. 20. 画 出 了 光 晶 格 以 及 慢 变 化 的 阱 中 的 冷 Bose 气体 的 


密度 po(z,y) 一 (nzyy)) 以 及 超 流 成 分 |g(Czyy)|1:. 格 点 (i7) 一 人 tl, 


10, 20(a) 在 中 心 部 分 显示 o—2 Mott 绝缘 相 , 外 面 环 绕 有 p= 1 的 绝缘 相 , 二 者 中 间 是 一 
个 超 流 相 的 环 . 阱 势 Vr Cr) 2e; GX C10. 9.7)) 导 致 了 局 域 化 学 势 n Cr) pn e. 在 绝缘 相 之 
间 粒 子 数 偏离 整数 1 或 2;“ 小 数 ” 的 部 分 可 以 自由 隧 穿 ,形成 超 流 成 分 . 


ý lø 
2 "E x | 
o4 
*-,9 
(a) (b) 


图 10. 20 二 维 光 学 势 和 谐振 子 阱 中 的 Mou 绝缘 相 和 直流 相 . SCR 69] 
(a) EE, Cb) 超 流 成 分 


在 图 10. 19Cb) 中 我 们 注意 到 一 旦 V, AE.) 和 就 同时 确定 ,不 能 独立 变化 .我们 可 
以 选择 原子 的 不 同 内 部 结构 态 | 有 和 |g ,它们 有 不 同 符号 的 原子 极 化 率 , 因 此 感受 到 的 光 
学 势 相 对 移动 1/4 波长 ,如 图 10. 21(a) 所 示 . 这 样 就 有 二 组 分 (a,b) 的 Bose-Hubbard 模型 
的 Hamilton f; 


—— (J$ atb; + H. c. )+ SJesala; + >) Ce; — blb; 
G3) i į 


ETE Dara +a Dorey + Uw Jala bib,» (10. 9. 14) 
当 原 子 不 同 内 部 态 用 两 个 Raman RAS SER 45 268 [8] B9 B SH TF UFR PTUS 
Jm | GR Gu (2-4), (10. 9. 15) 


此 处 Qu 是 有 效 二 光子 Rabi 频率 . Raman 失 谐 一 8 是 为 了 位 于 |g;) 态 的 原子 所 引入 的 , 它 移 
动 了 组 分 b 相对 组 分 a 的 化 学 势 . 这 用 来 产生 棋盘 式 的 图 样 : 品种 a 是 Mott 绝缘 态 , 品 种 b 
是 超 流体 ,如 图 10. 21(b) 所 示 . 

JC E dE IPS Bose 气体 的 超 流 到 Mott 绝缘 相间 的 相 变 实验 是 由 T. Hänsch Al I. Bloch 
领导 的 Munich 大 学 研究 组 进行 的 " .他们 用 了 超 精细 自 旋 态 下 二 2,mj 二 2 的 "Rb 原子 . 先 
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图 10.21 取 自 [69] 
(a) 移动 4/4 光学 势 的 原子 能 级 ; (b) 共存 的 Mott 绝缘 相 和 超 流 相 ,人 参数 为 
u=25] Un =U =45J ,Uw =0,8=—25J,e:=0 


在 磁 阱 中 形成 Thomas-Fermi 半径 26jm 的 BEc, 然 后 逐渐 增加 激光 束 的 强度 把 它 转移 到 光 
晶 格 中 . 激光 波长 为 852nm, 光 学 势 的 振幅 最 大 可 以 到 22 Es. 光学 势 阱 的 频率 是 30kHz. Y 
光束 的 Gauss 截面 产生 慢 变 化 的 势 Vt ,频率 为 65Hz. RRO 1. 5X10, BEc HA 2X10° 
原子 . 

在 达到 需要 的 激光 束 强度 后 ,所 有 的 约束 势 突然 取 
消 , 原 子 云 自由 膨胀 , 取 激 光 造 影 可 以 验证 相位 的 相干 性 . 
当 系 统 位 于 超 流 相 时 ( 浅 晶 格 势 ), 所 有 原子 是 不 局 域 化 
的 ,就 得 到 高 对 比 度 的 三 维 干涉 图 像 ( 示 于 图 10. 22). 当 
唱 格 势 深 度 增 加 时 ,干涉 图 像 变化 甚大 ' 示 于 图 10. 23. 开 
始 时 高 阶 干涉 极 大 的 强度 随 势 的 深度 增加 而 增加 ,这 是 因 
为 越 来 越 多 的 原子 局 域 在 格 点 处 , 在 Vo 二 13Er 时 高 阶 极 
大 停止 增加 (图 10. 23(e)), 同 时 原子 的 非 相干 背景 越 来 ”图 10.22 三 维 干涉 图 样 示意 5 
越 强 ,直到 势 深度 达到 22E« 时 干涉 图 样 完全 消失 . 值得 在 两 个 方向 上 给 出 造影 图 
注意 的 是 ,在 演化 过 程 中 只 要 干涉 图 样 还 存在 时 ,干涉 的 Vo — 10Es. 取 自 [71] 
峰值 都 不 变 宽 , 直 到 它们 消失 在 非 相干 背景 中 . 


DH 
teen 


图 10. 23 干涉 图 样 造影 . 取 自 [71] 
以 Eg 为 单位 各 图 的 Vs 值 依次 分 别 是 0,3,7,10,13,14,16,20 
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Mott 绝缘 体 的 一 个 极 有 趣 的 性 质 是 当 势 深度 减 小 到 对 应 体系 为 超 流体 的 数值 时 ,相位 
相 于 性 能 够 很 快 恢 复 . 在 实验 中 ,Vo 在 80ms 内 升 到 22Es ,保持 20ms. 然后 把 Vo 在 时 间 : 
( 取 不 同 值 ) 内 减 到 9Er (图 10.24(a)). 在 图 10. 24(b) 中 可 以 看 出 ,在 只 用 4ms 来 减 小 V 时 
已 经 可 以 看 到 干涉 图 样 ,而 在 用 14ms 来 减 小 Vo 时 ,干涉 峰 的 宽度 已 经 和 原来 一 样 了 .与 此 
相对 照 . 如 果 在 V. 升 高 过 程 而 体系 仍 在 超 流体 状态 下 施加 一 个 磁场 梯度 ,然后 达到 相位 非 
相干 状态 ,再 重复 上 述 的 Vo 减 小 过 程 ,相位 相干 性 就 不 再 恢复 (图 10. 24(b) 中 的 圆 点 ). 光 
det LH) BEC 研究 提供 了 探索 Bose 和 Fermi 强 关 联 多 体系 统 的 可 能 性 ,在 实验 中 参数 可 
以 精确 操控 . 特别 是 在 应 用 Feshbach 共振 调节 相互 作用 强度 ,可 以 提供 大 参数 范围 的 精确 、 
干净 的 实验 结果 . Zürich 高 工 研究 组 0 CM, Kohl 等 ) 就 用 “K 两 个 超 精细 自 旋 态 的 气体 十 
充 光 日 格 ,用 Feshbach 共振 来 研究 不 同 相互 作用 下 的 能 级 填充 , 画 出 Fermi 面 . 不 考虑 相互 
作用 时 ,自由 Fermi 气体 先 填充 第 一 个 能 带 ( 能 量 范 围 在 第 一 Brillouin 区 ) ,然后 再 填充 第 
二 能 带 . 但 有 了 相互 作用 情况 就 不 同 了 . 视 相 互 作用 强 弱 ,会 提前 开始 填充 第 二 个 能 带 . 在 光 
晶 格 实验 中 ,把 磁场 固定 后 ,去 掉 一 切 俘获 势 , 对 自由 膨胀 的 气体 云 进行 造影 ,就 得 到 动量 分 
布 .相互 作用 很 弱 的 情况 下 ,在 密度 逐步 增加 时 可 以 看 到 原子 动量 分 布 的 变化 ,在 二 维 动量 
平面 上 先是 充满 一 个 圆 ,然后 圆 逐 渐变 形 趋向 ,Bragg 平面 ,最 后 完全 充满 第 一 Brillouin 区 
的 边 长 为 2 hb 的 正方 形 , 此 处 上 = 二 x ^ Cód IO. 原子 间 有 相互 作用 时 情况 就 不 同 了 . 为 了 


10.24 取 自 [71] 
(a) Vo 变化 的 实验 过 程 ;(b) RE V 减 小 过 程 时 间 下 的 
中 央 峰 值 宽度 ; (c)~(e) 三 个 不 同 Vo 减 小 时 间 的 干涉 图 样 造影 
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研究 相互 作用 的 影响 ,将 光 晶 格 加 以 调整 ,使 w, — 2x X 50kHz w, 一 w, 二 2x X62kHz. 磁场 扫 
过 共振 是 从 a 二 0 到 a 二 0 方面 ,确定 原子 被 转移 到 高 能 带 的 比例 分 数 . 对 于 最 终 磁场 在 共振 
之 上 时 可 以 观察 到 在 唱 格 的 弱 轴 方向 位 于 高 能 带 的 原子 数目 有 可 观 的 增加 (图 10. 25). 


0.3 1 = 7 : E 
asy 


Feshbach thy 


在 高 能 带 上 的 项 子 分 数 


最 终 磁 场 /G 
(a) 


Æ 10.25 相互 作用 诱导 的 Bloch 能 带 间 的 跃迁 . 取 自 [91j 
箭头 标明 在 第 一 Brillouin 区 以 外 (相当 于 第 二 能 带 ) 的 动量 


这 些 实验 结果 对 强 相 互 作用 下 Fermi 面 变 化 的 理论 研究 有 参考 价值 

最 后 我 们 讨论 一 个 阵列 的 独立 凝聚 体 的 干涉 问题 . 将 凝聚 体 装 人 光 晶 格 就 能 做 到 这 一 
AUS, 这 是 我 们 在 10. 3 节 中 讨论 文献 [27] 的 推广 .用 交叉 一 个 角度 8 BS ROE ROR IE AE ih 
格 ( 图 10. 26(a)), 这 样 可 以 把 格 点 距离 从 4/2 增加 到 4/2(sin 6/2). 用 波长 532nm 的 激光 束 
交叉 0. 20rad 可 以 达到 格 点 距离 2. Tum. 在 实验 中 , 先 在 圆柱 对 称 磁 阱 中 形成 ”Rb 的 雪茄 
JE MEK, Thomas-Fermi 长 度 84m, #4% 61m. 增加 光 晶 格 势 产 生 30 个 BEC, 每 个 有 10° 
原子 . 由 于 长 唱 格 距离 和 格 点 间 的 高 势 侄 V, 守 600E , 隧 穿 的 Rabi 频率 仅 有 10“Hz, 在 实 
验 的 时 间 尺 度 上 可 以 忽略 . 原子 的 轴 向 运动 是 被 冻结 的 ,谐振 子 基态 长 度 是 120nm, 远 小 于 
格 点 距离 . 

在 典型 实验 中 光 唱 格 势 在 200ms 中 升 到 600E«. 在 形成 晶 格 前 ,化 学 势 为 常数 . 由 于 
Thomas-Fermi 分 布 ,在 不 同 的 位 置 原子 数 是 不 同 的 . 这 个 差别 正好 被 相互 作用 能 量 所 平 
衡 ,因此 保持 化 学 势 为 常数 . 当 光 晶 格 势 增 加 到 LOOK, 以 上 , 格 点 间 的 隧 穿 就 可 忽略 了 ， 
每 格 点 上 的 原子 数 就 固定 了 . 以 后 再 增加 光 晶 格 势 , 格 点 的 原子 云 被 压缩 ,但 相互 作用 能 
的 增加 不 再 能 被 粒子 数 的 变化 平衡 了 . 化 学 势 就 成 为 格 点 位 置 的 函数 了 .不 同 格 点 上 凝 
守 体 波 函 数 的 时 间 演 化 导致 不 同 的 相位 ,在 足够 长 的 时 间 以 后 各 个 格 点 的 相位 会 有 很 大 
的 差别 ， 

将 格 点 上 的 原子 再 保持 500ms, 撤 掉 光 阱 和 磁 阱 ,原子 云 在 自由 膨胀 22ms 以 后 被 吸收 
造影 ,记录 下 密度 分 布 . 虽然 不 同 的 BEC 相位 完全 没有 关联 ,一 般 情况 下 造影 还 是 显 出 干涉 
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图 样 .图 10. 26(b) (c) 显 示 了 高 达 60% HX} HERE. 


t 
S0um 


10.26 取 自 [74] 
(a) 光 晶 格 和 BEC 的 形成 ; (b) 自由 膨胀 后 的 吸收 造影 ;(c)》 云 的 轴 向 密度 分 布 ， 
在 径 向 平均 了 中 心 附近 的 25pm. 拟 合 给 出 达到 60% (X FO HE 


结果 的 理论 分 析 如 下 .考虑 位 于 zs 二 nd(n 二 1,…，,NN) 的 N 个 凝聚 体 一 维 阵列 ,每 个 凝 

聚 体 处 于 振幅 为 o. 相位 为 $, 的 相干 态 中 .在 膨胀 了 时 间 上 后 在 位 置 = 的 原子 密度 为 
I(z) cc | Ja. e^ ente met |? (10, 9. 16) 
此 处 Z= ñt/ml. 周期 性 指数 函数 是 时 间 演 化 因子 : 要 从 格 点 z 在 时 间 上 内 到 达 z 点 ,原子 


8E FU fiit 7 Gauss 因子 是 谐振 子 基态 波 函数 肛 胀 了 时 间 + 的 结果 . 凝聚 休 
在 格 点 上 的 动量 标 度 是 /1, 在 时 间 + 之 后 长 度 标 度 变 为 此 /ml 二 2。. 在 此 时 的 Gauss 分 布 就 
是 e-“%” 忆 .假定 格 点 上 有 同样 的 原子 数 a 一 a, 膨 胀 时 间 是 够 长 ,使 得 1,z,<<Zo， Vt. 


在 此 情况 下 , 式 (10.9, 16) 变 为 


I(z) oc Na’exp(— 22! / Zi) F(z), (10. 9. 17) 
此 处 
F(z)= 1+ >,A,cos(B, 十 2rmz/D)， (10. 9. 18) 
D= ht / md. 


A, AB, 分 别 是 F(z) 的 第 n 泛 波 的 振幅 和 相位 ,由 SD) et) ”的 模 和 宗 量 给 出 . 到 第 一 


个 泛 波 了 ， 

F(z) 一 1 十 Acos(B + 2nz/D). (10. 9. 19) 
在 图 10.27 中 总 结 了 200 个 相继 的 造影 结果 . 多 数 情况 下 条 纹 对 比 度 A, 是 可 观 的 ,平均 为 
(A,)=0, 34. 图 10. 27(a) 显 示 相 位 Bi 在 0 和 2x 间 随 机 分 布 . 因此, 如果 对 200 个 造影 进行 
平均 ,就 看 不 到 任何 调制 . 为 了 得 到 相位 更 为 相关 的 凝聚 体 , 要 把 晶 格 势 更 快 地 提升 (在 
3ms 内 ) ,并 将 凝聚 体 立即 释放 ,使 得 退 相干 还 来 不 及 进行 多 少 .在 此 情况 下 (图 10. 27(b)) 


o Bi |I ehon an |! = CD) D. FAA TR AE L 第 一 泛 波 是 由 4 和 /相差 为 1 的 交叉 乘积 


求 和 得 来 . 和 $ 有 关 的 部 分 给 出 名 91676 t ) UR OR EAN ABST HH eme = ez ,与 < 无 关 的 公共 相 因 子 略 去 了 .最 


后 结果 为 Alcos(Bi + 2zz/D). 
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条 纹 相 位 B. 就 不 再 随机 分 布 , 对 200 个 造影 求 和 还 能 得 到 有 相当 对 比 度 的 干涉 图 样 . 以 
上 的 论据 可 以 推广 到 二 维和 三 维 . 总 结 一 下 : 相位 不 相关 联 的 BEC 阵列 的 一 次 性 干涉 造 
影 是 随机 的 , 即 由 A, 决定 的 对 比 度 可 以 在 一 个 范围 内 取 任 意 值 ,多 数 情况 对 比 度 可 以 是 
可 观 的 值 . 相位 B 决定 沿 z 轴 方 向 的 相 移 . 它 的 随机 性 意味 着 当 对 许多 造影 取 平 均 时 会 
得 到 无 结构 的 分 布 . 因 此 ,我 们 应 注意 ,不 要 把 任何 干涉 图 样 的 出 现 当 作 相 位 相干 的 确定 
象征 . 


图 10.27 同样 实验 条 件 下 得 到 的 200 个 造影 条 纹 振幅 和 相位 (A: BUS OR E74] 
(a) 相位 不 相干 凝聚 体 的 造影 ; (b) 相位 相干 凝 带 体 的 造影 ! 插图 : 200 个 造影 平均 的 轴 向 分 布 
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低能 原子 散射 由 散射 长 度 表 征 ,在 Feshbach 共振 存在 的 条 件 下 ,散射 长 度 可 以 通过 磁 
场 调节 . 不 仅 相互 作用 的 强度 ,而 且 吸 引 或 排斥 的 性 质 也 能 够 改变 . 这 个 可 能 性 开辟 了 冷 原 
子 气体 物理 实验 研究 的 广大 领域 ,不 仅 是 Bose 气 体 , 而 且 包 括 Fermi 气体 . Fermi 原子 可 以 
形成 分 子 , 在 多 体 相 互 作用 存在 条 件 下 还 可 以 形成 对 ,就 像 Cooper 对 一 样 . 当 温度 足够 低 ， 
分 子 可 以 形成 BEC, 因 为 两 个 Fermi 原子 形成 的 分 子 是 Bose 子 . Fermi 原子 对 在 温度 低 于 
临界 温度 时 也 可 以 凝聚 成 BEC 并 显 出 超 流 性 质 . 这 些 现象 的 实验 实现 代表 了 2004 年 物理 
学 的 主要 进展 之 一 . 


10.10.1  Feshbach 共振 
在 量子 力学 散射 问题 中 , 波 矢 为 大 的 粒子 低能 散射 振幅 为 


fe aye — 1). (10. 10. 1) 
式 中 6, 是 * 波 散射 相 移 .在 低能 散射 中 以 s 波 散 射 为 主 . 散射 理论 给 出 
Lui A, (10. 10. 2) 
常数 a 称 为 (s 波 ) 散 射 长 度 . 在 相 移 很 小 时 有 
f e De =a. (10. 10, 3) 
散射 截面 为 
g = 4r | f |^ =4na’. (10. 10. 4) 


二 粒子 的 低能 散射 仅 由 散射 长 度 一 个 参数 描述 . 用 二 粒子 的 相对 坐标 rr rn. PT 
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射 问题 归结 为 单 粒 子 问题 ,散射 势 就 是 相互 作用 势 V(r). 图 10. 28 给 出 原子 间 典 型 的 相互 
作用 势 ,R 是 原子 间 相 对 距离 .通常 二 原子 逼近 进入 相互 作用 区 域 , 到 R (CR 7] EST BEI TR 0 
的 排斥 ,使 原子 远离 ,完成 散射 过 程 . 原子 在 相互 作用 区 域 停 留 时 间 短 ,数量 级 是 相互 作用 区 
的 大 小 除 以 原子 相对 速度 . 这 种 情况 称 为 势 散射 . 散射 长 度 由 原子 的 性 质 决定 ,ae 二 0 意味 相 
互 排 上 斥 作 用 ,a 二 0 意味 相互 吸引 作用 . 

原子 之 间 的 相互 作用 力 与 价 电 子 的 自 旋 取向 有 关 . 碱 金 属 有 一 个 价 电 子 . Na 原子 间 的 
相互 作用 势 在 价 电子 自 旋 平行 时 化 自 旋 反 平行 时 的 阱 要 低 一 些 . 由 于 超 精 细 相 互 作用 (原子 
核 自 旋 与 价 电 子 自 旋 合成 为 超 精细 自 旋 ) 使 得 原子 在 散射 过 程 中 自 旋 状态 可 以 发 生变 化 . 设 
价 电 子 自 旋 平行 的 原子 低能 人 人 射 ,在 进入 势 阱 后 自 旋 变 为 反 平行 . 这 时 原子 看 到 的 是 一 个 更 
高 的 势 阱 , 比 动能 要 高 ,原子 就 被 因 禁 了 . 如 果 在 反 平行 自 旋 的 势 阱 中 正好 有 一 个 束缚 态 能 
级 在 附近 , (图 10. 28 中 表明 有 一 个 能 量 差 为 e 的 能 级 存在 ) ,原子 就 暂时 能 够 以 束缚 态 存在 
于 自 旋 反 平行 势 阱 中 . 对 能 量 很 低 的 一 对 原子 而 言 , 自 旋 平行 的 道 是 开道 , 自 旋 反 平行 的 道 
是 闭 道 . 直到 超 精细 相互 作用 使 这 对 原子 的 自 旋 再 变 成 平行 时 , 较 低 的 势 阱 对 它们 就 变 得 畅 
通 无 阻 了 . 它们 就 分 离 ,完成 散射 过 程 , 见 图 10. 29.e 王 0, 即 在 闭 道 中 正好 有 一 个 能 级 和 开 
道 的 散射 态 能 量 相 同 ,被 称 为 共振 ,s 很 小 时 ,发 生 的 散射 称 为 共振 散射 , 和 势 散射 不 同 , 原 
子 在 势 阱 中 要 度 过 一 段 时 间 ,等 待 自 旋 再 次 变更 取向 . 


€ =|E ound! -Enom MHz 


155 156 157 158 159 160 161 162 
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图 10.28 原子 间 的 相互 作用 势 , 势 与 自 旋 图 10.29 自 旋 取 疝 改变 导致 共振 
有 关 , 对 低能 散射 态 可 以 分 出 开道 与 闭 道 散射 示意 图 


通常 共振 散射 比 势 散 射 时 间 要 大 几 个 量 级 . 共振 散射 的 散射 截面 显示 共振 峰 ,其 宽度 比 

势 散射 截面 曲线 的 宽度 要 小 得 多 . 这 是 由 量子 力学 能 量 和 时 间 的 不 确定 关系 所 决定 的 . 共振 
散射 为 主 时 ,散射 长 度 也 随 之 发 生变 化 : 

"EK (10, 10, 5) 


式 中 a, 是 远离 共振 时 的 散射 长 度 , 卫 是 共振 峰 宽 度 . 从 式 (10. 10.5) 可 知 ,共振 时 ac» xoc. 
极为 重要 的 一 点 是 : 闭 道 的 束缚 态 位 置 , 即 参数 e, 是 可 以 用 磁场 调节 的 , 令 束缚 态 的 磁 矩 为 
ji， 单个 原子 的 磁 矩 为 由 , 则 散射 态 的 磁 矩 为 2j4 ,在 磁场 中 散射 态 和 束缚 态 的 Zeeman 能 量 
差 为 (21 p) B. 因此 有 

e(B) = (2u: — po) (B— Ba), (10, 10. 6) 
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此 处 B, 为 发 生 共 振 时 的 磁场 .因此 调节 磁场 可 以 3000 
使 6 变更 符号 , 即 在 共振 附近 式 (10. 10. 5) 的 第 二 2000 
项 可 以 是 很 大 的 正 数 或 负数 . 图 10. 30 给 出 ”天 原 s 1000 
子 散 射 长 度 随 磁场 的 变化 . 由 于 美国 核 物理 学 家 g 

Hermann Feshbach 在 20 世纪 40 年 代 对 热 中 子 在 X _1000 
重 原 子 核 上 的 共振 散射 作 了 系统 的 研究 ,当今 冷 原 = 2000 
子 研 究 中 的 共振 散射 就 称 为 Feshbach 共振 . 在 共振 -3000 


一 一 - 4 一 一 一 人 一 
215 220 225 230 


时 ato 3X Je 8 ECKE IT 4H 8 EHI EAR P BIG 
AY. C10. 10. 3) SX C10. 10. 4) LE ô 很 小 时 的 过 相互 作用 能 测量 换算 的 . 
近似 结果 . 式 (10. 10. 1) 散 射 振幅 和 相 移 的 关 取 自 [75] 
RH: 
j= zi C 2sin'à, + Zisind, cosi.) —— zz (Ee LEM 
ENM IT 
=- a Hie, (10. 10. 7) 


三 的 实 部 决定 基态 的 能 移 , 虚 部 决定 散射 时 间 的 倒数 . 当 ka 很 大 时 , f m i/ kom Anx/ EL 这 个 
截面 值 与 散射 长 度 无 关 , 称 为 截面 的 么 正极 限 . 由 于 散射 过 程 的 么 正 性 (反映 几率 守恒 ), 截 
面 不 可 能 超越 这 个 极限 值 . 不 论 何 种 原子 ,到 共振 散射 时 截面 都 相同 ,而 与 原子 的 散射 长 度 
无 关 . 这 被 称 为 “ 普 适 行为 ”(universal behavior). 至 于 在 共振 条 件 下 的 原子 相互 作用 能 量 ， 
何 天 伦 与 E. Mueller" 给 出 


TM 3ka Tn n 
| Eim | a 2 (22 ) , (10. 10. 8) 


此 处 kp Jj Boltzmann 常数 ,T Jg CU IHE on 为 密度 ,4 为 热 de Broglie RK: 


2 1/2 
04 | A= (= t) l (10. 10. 9) 
B 


共振 时 的 相互 作用 能 量 也 与 散射 长 度 无 关 , 旺 现 普 

dd io 适 行为 .图 10. 31 的 实验 点 是 C. Regal 和 D. Jin"? 

E i i 用 射频 谱 学 方法 测 得 的 seK 气体 的 散射 长 度 a. 可见 

远离 共振 时 相互 作用 能 量 由 散射 长 度 决定 ,而 接近 

I 共振 时 相互 作用 能 显示 普 适 行为 而 与 散射 长 度 无 

600 700 Pon Page 1000 - 法 国 高 等 师范 的 C. Salomon 研究 组 "直接 测量 

相互 作用 能 与 动能 之 比 作为 磁场 强度 的 函数 , 示 于 

图 10. 31 ”相互 作用 能 在 共振 区 内 与 散射 ”图 10,31. 在 共振 区 域 完全 呈现 出 普 适 行为 . MRK 
长 度 无 关 . 取 自 [77] 与 E, Mueller 理论 和 实验 结果 符合 很 好 . 


10.10.2 简 并 Fermi 气体 


要 制备 简 并 Fermi 气体 ,首先 要 冷却 它 . 例如 用 蒸发 冷却 法 使 能 量 最 大 的 原子 逃逸 . 余 
下 的 气体 原子 通过 碰撞 而 趋向 平衡 . 但 在 磁 阱 中 约束 的 Fermi 气体 原子 ,它们 价 电子 的 自 旋 
是 同 向 的 . 原子 间 的 相对 轨道 角 动 量 必须 为 奇数 ,至 少 是 一 1 的 p 态 . 这 样 两 个 原子 的 波 
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函数 才能 是 反对 称 的 ,满足 费 米 统计 要 求 .在 低能 碰撞 中 ,pP 态 的 分 波 散 射 幅 比 s 态 要 小 
得 多 ,因此 碰撞 几率 很 低 .通过 Feshbach 共振 可 以 使 相互 作用 增强 很 多 ,促进 趋向 平衡 的 
ne. 

在 Feshbach 共振 两 侧 Fermi 气体 具有 极为 丰富 的 物理 性 质 . 先 考 虑 两 个 Fermi 原子 的 
Feshbach 共振 . 当 磁 场 BAKAN FHR B, 时 ,开道 散射 态 和 闭 道 束缚 态 的 能 量 也 趋 
于 相等 . 此 时 即将 出 现 一 对 原子 组 成 的 束缚 态 . B 继续 减 小 ,束缚 态 的 结合 能 增加 ,空间 尺度 
减 小 .在 共振 之 上 B>B, 原子 处 于 非 束 缚 状态 . 

gik Fermi 原子 的 情况 有 所 不 同 . BCS-BEC 跨 接 理论 ( BCS-BEC crossover 
theory) U*:?9? 26 tB D F PAR CB 10. 32). 在 从 B— B, 一 方 趋 近 Feshbach 共振 时 ,束缚 态 的 尺 
度 增 大 . HET JEU US. vj 28 25 B] HE 5 RPP BRAS. 所 有 Fermi 原子 气体 ,只 要 密度 相 
Ia] ,在 Feshbach 共振 处 的 性 质 都 一 样 ,呈现 普 适 性 . 在 共振 之 上 闭 道 和 开道 状态 间 的 涨 落 继 
续 将 费 米 原子 约束 成 对 . 余下 的 气体 原子 通过 碰撞 而 趋 于 平衡 ,这 样 原子 对 和 自由 原子 同时 
JF FF. 在 a 二 0( 即 B> Bo) 一 侧 远离 共振 处 , 较 弱 的 相互 作用 将 一 对 Fermi 原子 配 成 BCS Xf. 
两 个 Fermi 原子 配对 所 成 的 体系 是 Bose 粒子 ,因此 在 温度 足够 低 时 ,大 量 的 对 也 能 形成 
Bose-Einstein 凝聚 体 , 表 现 出 超 流体 性 质 . BCS 超 流 转变 温度 对 相互 作用 强度 的 依赖 很 灵 
f. 弱 耦 合理 论 给 出 : 

Tc ~ Tree, (10. 10. 10) 
此 处 ke 是 Fermi 动量 ,TE — ec /ks 是 Fermi 温度 ,其 和 简 并 温度 近乎 相等 . 在 相互 作用 弱 
时 ,转变 温度 很 低 . BCS 对 在 空间 有 很 松散 的 结构 . 配对 的 两 个 原子 之 间 的 距离 比 气体 原子 
间 的 平均 距离 要 大 得 多 , 即 在 它们 之 间 还 有 许多 其 他 的 原子 存在 . 减 小 磁场 ,逐步 趋 近 共振 
时 ,转变 温度 很 快 增加 . 但 此 时 导致 式 (10. 10. 100 BA HIE PLI FR FI. 接近 共振 时 , 配 
对 原子 的 距离 已 经 和 气体 原子 平均 距离 相等 . 在 a 二 0( 即 BB, ) 一 侧 束缚 态 的 能 量 低 于 散 
BY AS ,束缚 态 的 结合 能 和 尺度 大 小 相应 地 随 磁 场 的 减 小 而 增加 和 减 小 . 远离 共振 时 束缚 态 的 
尺度 和 原子 大 小 相同 . 当 温 度 低 于 临界 温度 时 ,束缚 态 形 成 Bose-Einstein 凝聚 体 . 在 温度 升 
高 到 大 于 临界 温度 时 , 超 流 性 质 被 热 涨 落 破 坏 , 即 BEC 不 复 存 在 ,但 原子 配对 仍然 存在 ,而 
对 之 间 的 相干 已 经 丧失 ERIS ERE BR Cpseudogap). 
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图 10.32 Fermi 气体 BEC-BCS 跨 接 相 图 . 取 自 [79] 
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图 10. 32 给 出 超 冷 Fermi 气体 的 BEC-BCS 跨越 的 示意 相 图 . 插图 代表 两 个 Fermi 子 的 
情况 , 主 图 代表 多 体 Fermi 子 的 情况 . ERP Te 是 BEC( 或 超 流 ) 转 变温 度 . 图 下 方 绘 出 原 
子 对 的 尺度 . 主 图 左 方 体系 是 分 子 状态 ,在 Te 之 下 是 BEC, YE Te 之 上 有 一 段 准 能 隙 . 在 灰 
色 线 以 上 形成 对 已 经 困难 了 .插图 中 AE 代表 束缚 态 与 开道 散射 态 之 间 的 能 量 差 . 在 实验 验 
证 方面 , 先 实现 的 是 分 子 态 的 BEC. 由 于 分 子 具 有 不 同 的 内 部 状态 ,有 关 它 的 研究 可 以 揭示 
丰富 的 物理 性 质 .在 a 二 0( 即 B Bu) 一 侧 ,接近 共振 附近 ,Fermi 原子 对 的 凝聚 体 ( 称 为 对 凝 
聚 体 ,pair condensate) 具 有 和 远 处 的 BCS 型 配对 的 凝聚 体 不 同 的 性 质 . 关于 它 的 发 现 从 
2004 年 初 到 现在 已 经 有 了 不 同 实验 组 的 报道 . 以 下 对 分 子 凝聚 体 和 对 凝聚 体 的 实验 研究 分 
IETA. 


10. 10.3 Fermi 原子 组 成 分 子 以 及 分 子 的 BEC 


Fermi 原子 组 成 的 分 子 BEC 之 发 现 被 认为 是 冷 量 子 气体 研究 的 一 个 里 程 碑 , 它 也 被 作 
为 向 对 凝聚 超 流体 研究 进军 的 桥头 堡 . 

要 得 到 分 子 BEC, 先 要 得 到 长 寿命 的 分 子 . 在 2003 年 JILA 的 D. Jin WAA We" K 
气体 的 50% 以 上 转变 为 分 子 ”K;. 采用 两 种 内 部 状态 为 | /—9/2;m,;— 5/2) 81 f=9/2, 
m/ 二 一 9/2) 原 子 的 等 量 混 合 ( 此 处 f 和 mj 分 别 是 超 精 细 自 旋 及 其 分 量 ) ,在 T= 二 150nK 从 
Feshbach 共振 的 a 二 0 一 侧 减 小 磁场 到 a 二 0 一 侧 . 分 子 产生 的 探测 方法 使 用 射频 分 子 离 解 
谱 , 可 以 得 到 分 子 的 波 函 数 和 结合 能 ,与 理论 结果 完全 一 致 .实验 结果 示 于 图 10. 33. 在 磁场 
不 同 条 件 下 用 Stern-Gerlach 方法 分 开 不 同 自 旋 态 ,再 作 激 光 吸 收 造影 . 图 10. 33(a) 是 在 磁 
场 扫 掠 前 ,显示 m,— —5/2,—9/2 两 种 成 分 .在 将 磁场 绝热 调 到 a70 区 后 (图 10. 33(b) )， 
可 看 到 两 种 成 分 损失 过 半 . (分 子 是 造影 激光 看 不 到 的 . ) 用 射频 离 解 得 到 两 个 原子 位 于 
m,— —7/2,—9/2 态 . 图 10. 33(c) 显 示 m,— — 7/2 成 分 和 较 强 的 mr 一 一 9/2 成 分 .一 部 分 
m,- —9/2 成 分 是 图 (b) 原 有 的 , 另 一 部 分 是 分 子 离 解 所 释 出 的 . 重要 的 一 点 是 ,分 子 和 原子 
在 磁场 调节 过 程 中 的 相互 转变 是 可 道 的 . 

MELE Miti CEBIT 41 96 AERE 
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图 10. 33 ”磁场 扫 控 前 . BR B [80] 
(a) HE: (b 以 及 射频 离 解 后 ; CO 不 同 自 旋 状态 的 吸收 造影 


此 处 Innsbruck 的 R. Grimm 研究 组 ,法 国 高 等 师范 的 C. Salomon 研究 组 ,美国 Rice 
University 的 R. Hulet 研究 组 都 得 到 了 费 米 原子 组 成 的 分 子 . 这 些 分 子 的 一 个 特点 是 寿命 
较 长 ,可 达 秒 的 量 级 . 玻 色 原子 形成 的 分 子 寿命 则 较 短 ,只 有 若干 毫秒 量 级 . 原因 是 费 米 原子 
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形成 的 分 子 中 两 个 价 电子 自 旋 是 反 平 行 的 ,其 离 解 的 主要 机 制 是 三 体 碰撞 . 不 论 第 三 个 原子 
的 价 电 子 自 旋 如 何 , 总 会 和 分 子 中 两 个 价 电子 之 一 的 自 旋 相同 . 根据 Pauli 不 相 容 原理 , 自 
旋 相 同 的 两 个 电子 相对 轨道 角 动量 不 能 为 零 . 因此 s 波 散 射 是 不 可 能 的 , 磁 撞 率 受 到 了 很 大 
压制 . 这 被 称 为 Pauli PAM (Pauli blocking). 玻 色 原子 形成 的 分 子 则 不 受 此 限制 ,三 体 碰 撞 
离 解 率 较 高 . 寿命 长 的 分 子 对 形成 玻 色 爱 因 斯 坦 凝 聚 体 是 很 有 利 的 ， 

分 子 BEC 是 在 2003 年 冬季 得 到 的 . Innsbruck 的 R. Grimm 研究 组 ,JILA 的 D. Jin 研 
究 组 和 MIT 的 W. Ketterle 研究 组 的 成 果 受 到 普遍 关注 . 原因 是 一 方面 可 以 用 分 子 BEC 作 
为 基础 ,经 过 绝热 改变 磁场 达到 Feshbach 共振 的 <<0 一 侧 , 试 图 获得 费 米 原 子 对 的 凝聚 体 
( 超 流 体 ), 另 一 方面 是 形成 BEC 的 分 子 具 有 可 以 调节 的 丰富 内 部 结构 . 三 个 研究 组 的 方案 
各 有 特点 . 下面 介 绍 的 是 D. Jin 研究 组 直接 用 造影 观测 的 实验 所 1. RHK 气体 的 两 个 不 同 
超 精细 结构 态 | f= 9/2,m,=—7/2)M| f=9/2,m,=—9/2 WIRE. EMM Feshbach 共振 
BL B,-—202.10G. 在 10ms 时 间 内 缓慢 地 将 磁场 从 278G 调 到 201. 54G. 然后 将 束缚 光 了 时 
撤去 , 令 气 体 自由 膨胀 20ms 后 再 用 激光 沿 轴 方向 对 分 子 作 飞行 时 间 吸 收 造 影 , 得 到 分 子 的 
空间 分 布 . 由 于 气体 是 自由 膨胀 ,空间 分 布 直 接 反 映 动量 分 布 . 图 10. 34 表明 ,如 果 从 T= 
1. 54Tc 开始 调 低 磁场 图 10. 34(a) ,动量 分 布 显示 不 出 BEC 的 存在 . 图 10. 34(c) 给 出 动量 
分 布 的 剖面 .图 10. 34(b) 和 (d) 是 从 T==0. 49T 开始 ,动量 分 布 明显 显示 BEC 形成 ,剖面 显示 
在 Gauss 4) ft Bj Ji Ed BEC 的 动量 峰 . 实验 表明 最 多 有 88% 的 原子 可 以 转变 为 分 子 . 


A 


ee ee ae es ^ 
-200-100 0 100 200 —200-100 0 100 200 
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(€) (d) 


Pf 10.34 分 子 云 的 飞行 时 间 造 影 在 BEC 临界 温度 以 上 ((a) 和 (c)) 
和 以 下 (Cb) 和 (d)) 的 光学 密度 . 取 自 [81] 


10. 10.4 Fermi 原子 对 的 凝聚 体 


获得 Fermi 原子 对 超 流 体 在 2004 年 初 就 有 了 报道 . 取得 结果 的 仍 是 Jin , Grimm" 
和 Ketterle 9X4. 由 于 Fermi 原子 对 在 Feshbach 共振 a 二 0 区 形成 原子 对 依靠 集体 效 
应 ,不 能 在 撤 阱 和 气体 膨胀 后 观测 , Grimm 组 用 的 是 “光学 现场 造影 ”(Optical in-situ 
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imaging) ,这 样 只 能 观测 到 气体 的 空间 分 布 , 它 并 不 能 转换 为 动量 分 布 . 关于 凝聚 体 的 存在 
只 能 靠 和 理论 比较 间接 推断 . Jin 研究 组 创造 了 一 种 “对 投影 技术 ”, 将 Fermi 原子 对 转变 为 
HF. 测量 分 子 的 动量 分 布 就 能 推断 原子 对 的 动量 分 布 . 现 将 他 们 的 结果 简 述 如 下 .“K 气 
体 的 两 个 最 低 超 精细 结构 态 f—9/2.m,——7/2)*11f—9/2,m,— —9/2)»1E 202. 1G RA 
Feshbach 共振 ,共振 宽度 为 7. 8G. 研究 组 在 共振 两 侧 都 观测 到 Fermi 原子 凝聚 ,相当 于 
BCS-BEC 跨越 . 先 将 磁场 固定 在 a 二 0 接近 共振 处 . 将 磁场 扫 掠 到 a 二 0. 这 个 “投影 磁场 ” 扫 
掠 的 速度 必须 快慢 得 当 : 要 慢 得 使 分 子 可 以 形成 ,又 要 快 得 不 致使 粒子 在 阱 中 碰撞 并 跑 得 
Aum. 投影 可 以 使 60% 到 80% 原 子 组 成 分 子 . 变更 初始 温度 ,发现 有 一 个 T/T; 与 磁场 失 谐 
B— B, 值 关 系 的 阅 值 曲线 ,在 曲线 之 下 能 观察 到 动量 在 0 附近 的 分 子 . 作者 将 此 诠释 为 反映 
费 米 原子 对 凝聚 体 的 存在 . 在 a 二 0 一 侧 二 体 Feshbach 共振 不 能 支持 分 子 状态 ,因此 凝聚 体 
只 能 是 由 多 体 效应 给 出 的 费 米 原子 对 . 实验 结果 示 于 图 10. 35. 初始 温度 是 T/ Tr 二 0. 08, 
Te —0. 35K. 磁场 随时 间 变 化 示 于 插图 内 . 开始 是 在 a 二 0 区 . 降 到 虚线 处 是 Feshbach d 
振 . 在 共振 上 下 (上 下 箭头 ) 停 留 不 同时 间 . 主 图 黑 点 为 停留 2ms, 三 角 为 停留 30ms. 然后 将 
光 阱 撤 掉 , 将 磁场 扫 掠 约 10G 到 a>0 区 以 便 原子 对 变 为 分 子 . 图 10. 35 给 出 在 不 同 初始 磁 
场 值 时 最 终 得 到 的 凝聚 粒子 数 . 不 同 停留 时 间 的 结果 显示 对 凝聚 体 在 共振 附近 以 及 在 BCS 
一 侧 的 寿命 比 再 BEC 一 侧 的 长 得 多 . 气体 云 自 由 膨胀 后 进行 造影 ,得 到 图 10. 36. 三 个 图 分 
别 对 应 在 BCS -一 侧 的 AB=0. 12,0. 25,0. 55G. 起 始 温 度 T / Te —0. 07. 分析 结 果 得 到 No/N 
值 为 0.10,0.05,0,01. 显示 在 BCS 一 侧 接近 共振 处 Fermi 原子 对 较 多 ,远离 共振 处 原子 相 
互 作 用 太 弱 ,以 致 临界 温度 太 低 , 观 测 到 的 对 数量 极 少 . 


0.15 


95 
-9 —6 30 31618 
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10.36 ”气体 云 飞行 时 间 造 影 . 取 自 [81] 


MIT 的 W. Ketterle 研究 组 "1 也 用 了 投影 技术 ,采用 'Li, 得 到 的 凝聚 体 比 例 高 达 80%. 
由 于 在 BCS 一 侧 的 Fermi 原子 对 结构 比较 松散 ( 见 图 10. 32 下 方 示意 图 ) ,在 磁场 通过 共振 
向 BEC 一 测 扫 掠 时 究竟 是 哪 一 对 原子 结合 成 分 子 ? 如 果 就 近 选 择 , 会 有 不 少 对 的 总 动量 不 
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为 零 , 即 多 数 对 不 能 凝聚 . 如 果 测 出 80%% 动 量 为 零 的 凝聚 体 , 只 能 判断 在 BCS 一 侧 也 有 束缚 
态 的 分 子 存在 .作者 的 解释 是 ,虽然 束缚 态 在 AB 二 0( 即 在 BCS 一 侧 ) 比 散射 态 能 量 高 ,以 二 
体 作用 判断 是 不 会 稳定 的 .但 因 在 BCS 一 侧 有 自由 费 米 原子 分 布 在 较 低 的 动量 状态 上 ， 
此 分 子 离 解 在 动量 空间 上 受到 抑制 . 只 有 在 能 量 差 较 大 时 才能 离 解 . 这 些 亚 稳 态 的 分 子 在 磁 
场 向 BEC 一 测 扫 掠 时 就 以 稳定 分 子 出 现 .一 时 间 人 们 对 实验 研究 能 否 确立 对 超 流 体 的 存在 
的 问题 存在 怀疑 . 

Innsbruck 的 R. Grimm 研究 组 5 采用 了 不 同 的 实验 途径 : 用 射频 谱 学 方法 测定 费 米 原子 
Xf AY BER. 用 "Li 的 三 个 超 精 细 结 构 态 |1) ,12) 和 |3)( 基 本 上 相当 于 核 自 旋 的 m, =1,0, 一 1). 取 
含有 |1》 和 12 两 种 状态 等 最 混合 的 气体 . 如 果 |1) 和 |2) 之 间 没 有 配对 ,射频 辐射 场 的 频率 等 
于 |2)? 一 |3) 既 迁 频 率 时 被 共振 吸收 . 如 果 存 在 配对 ,就 会 出 现 另 一 个 吸收 频率 ,相当 于 将 配 
Xf 112,12» BRE. 实验 表明 ,在 温度 降低 到 一 定 值 时 果然 出 现 了 这 个 新 的 频率 . 对 |1) ,12) 两 
种 态 的 原子 ,B 二 720G 在 BEC 区 ,相当 于 a 王 120nm. B—822G,837G 相当 于 共振 的 下 限 和 
EPR, B=875G 在 BCS 区 ,相当 于 a 二 一 600nm. 图 10. 37 给 出 不 同 温度 下 在 共振 两 侧 的 射 
频谱 . 由 于 在 磁场 扫 掠 时 温度 会 有 变化 , 须 确定 气体 在 BEC 极限 下 的 温度 T^. 磁场 扫 掠 到 
BCS 区 时 温度 会 更 低 . 图 中 第 一 行 是 在 温 巍 T= 二 6Ts, (Ty = 158 KO FRH. 看 出 在 磁场 不 
同时 都 只 有 相当 |2)->13) 跃 迁 的 吸收 频率 . 将 此 频率 定 为 横 坐 标 原点 . 中 间 一 行 相当 T = 
0. 5STy (Tr —3. 4pK). Æ BEC 区 看 到 了 相当 分 子 结合 能 的 峰 , 在 共振 区 以 及 BCS 一 侧 都 有 
夯 一 个 吸收 峰 , 可 以 认为 是 Fermi 原子 对 的 能 隙 . 最 下 一 行 相当 T <0. 2T, (Te — 1. 24K). 
自由 原子 11) ,12) 态 都 不 存在 了 ,只 有 相当 分 子 和 Fermi 原子 对 的 结合 能 和 能 隙 的 吸收 峰 . 
注意 在 BEC 区 横 坐 标尺 度 与 其 他 磁场 值 时 不 同 : 分 子 结合 能 比 原 子 对 的 能 隙 要 大 得 多 . 由 
于 芬兰 Torma 研究 组 的 工作 支持 ,射频 谱 线 型 实验 工作 与 已 知 理论 结果 符合 得 很 好 . 


损失 分 数 |2) 


0 15 30 -15 
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到 此 ,已 有 更 多 物理 学 家 相信 Fermi 原子 对 超 流体 存在 . 何 天 伦 的 评述 “| 便 是 这 种 观 
点 的 总 结 . 他 还 在 文献 [87] 和 文献 L88j] 中 从 理论 上 对 文献 [82] 和 文献 [84] 两 项 研究 给 予 强 
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有 力 的 支持 . 他 认为 这 就 是 在 强 相互 作用 区 Fermi 原子 对 存在 的 标志 . 他 们 采用 了 三 种 势 ， 
V 为 方 势 阱 ,Vr 为 有 高 侈 的 方 势 阱 ,Vi 为 6 函数 势 . 因为 Va 可 以 容许 长 寿命 的 准 束缚 态 ， 
它 具有 二 通道 共振 模型 的 特点 . 
为 了 描述 凝聚 体 分 子 的 占 总 粒子 数 的 分 数 , 定 义 动量 为 gq 的 Fermi 子 对 的 产生 算 符 ; 
D, x) = Dy fia GDaluesa tty (10. 10. 11) 


(og 
此 处 z= (kra) JE BECA EO BR ,是 表征 在 跨越 中 系统 的 状态 的 变量 , fi.ws(z) 是 对 波 函 数 
的 Fourier 变换 . 


Sighs 二 (10. 10. 12) 
Q 是 系统 的 体积 . 具有 N 个 零 动 量 对 的 凝聚 体 状 态 由 下 式 描 述 
| 2) = NDING) | vae? (10. 10. 13) 
成 对 基态 是 
| V(x)) = NII (up Cx) + Urap Cr2a1,4 lta) | vac? (10. 10. 14) 
kaf 
此 处 z Mot fiu OBI IRAE 
fias T) = Qoa GO / tts (10. 10. 15) 


“是 归 一 化 常数 , 在 对 投影 过 程 中 体系 从 z 演化 到 r. 此 时 凝聚 和 非 凝 聚 分 子 的 数目 分 别 是 
No = (GOD, G)),,, f Na = >2)(DiCz) DCz))n 


这 两 个 数字 分 别 计算 如 下 .我 们 有 


No =| (Do (a>) |? = | E fog GO Via (20/2 |", (10. 10, 16) 
此 处 Wien (ato) = (ai a4) JEBERE IE BS FF Bt. 此 外 还 有 
Nig = J) fis Vannin (10, 10. 17) 
k 


lib m= Calan ds, C10. 10. 16) 表 明 ,Ns 是 初始 序 参量 Wry AIA AS QE BICIS CR AL BE 
3 Hi oy BCH A OR 


" PLA 4 


y= PEDA ED ae (10. 10, 18) 
此 处 分 子 总 数 Nu 是 Nin = No Ne. 
跨越 图 景 由 以 下 Hamilton 量 表征 : 

H = deri, lint >, Vik— k )atsa A avs ky Awe y Qa. (10. 10. 19) 

um V RAIET A HEE ABH, 和 BCS 理论 一 样 将 有 关 的 参数 Ao 写 出 
| up |? = (Ex + &)/2Exs | v |? = (Ex — &)/2E; 
此 处 
& = e 一 A E, = Je 十 At， 

我 们 就 得 到 能 隙 方程 
一 一 22V (— k’ Ay /(2Ey); (10. 10. 20) 


PPS d V, = uv = Ar /ZEx ,以 及 布 居 数 ny = Uh. MEH u PUP RARE 
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n= 7 n, = n(T = 0,4). (10. 10, 21) 


用 不 同 的 势 对 能 隙 方程 数值 求解 ,从 式 (10. 10. 23) -L——1—- 
解 出 u WAK A s tr s Vrs Vy 和 ma 作为 势 
参量 和 粒子 数 的 函数 . 所 有 三 种 势 在 共振 附近 都 
给 出 同样 的 性 质 ( 例 如 化 学 势 , 能 际 , 相 干 因子 
等 ), 这 表明 了 在 此 体制 下 普 适 性 (与 相互 作用 细 
节 无 关 ) 的 存在 . 文献 [87] 给 出 的 we CIO PEERS TF 
图 10. 38, 虚 线 、 实 验 和 点 线 分 别 代 表 2 = 2( BEC 
区 ) ,z= 二 0( 共 振 ) 和 z= 二 一 2(BCS X). 在 BCS 区 看 
到 在 ke 处 的 峰值 ,显示 原子 配对 的 强烈 信号 . 在 10.38 路 过 共振 不 同 区 域 的 
BEC 区 则 看 到 分 子 的 波 函 数 ,没有 极 值 的 表现 ,而 FSR. 取 自 [87] 
在 共振 处 则 是 介 于 二 者 之 间 . 

以 上 讨论 的 各 个 实验 研究 都 指向 Fermi 子 气体 的 超 流 性 ,而 且 和 理论 工作 的 预言 有 很 
好 的 符合 ,但 还 都 不 算是 直接 的 证 明 . 旋转 气体 中 涡 旋 的 存在 是 超 流 性 的 直接 证 明 , 因 为 它 
是 描述 超 流 性 的 宏观 波 函 数 的 直接 后 果 . Ketterle 研究 组 5 在 强 相 互 作 用 体制 下 直接 观察 
了 涡 旋 点 阵 . 他 们 采用 了 5026 : 50% Li 的 两 个 最 低 超 精 细 自 旋 态 ,在 这 两 个 态 之 间 有 一 个 
宽 Feshbach 共振 ,相应 磁场 为 834G. BEC-BCS 跨越 区 由 1/ks la] —1 定义 ,位 于 780G 和 
925G 之 间 . 在 812G 对 Li 原子 云 用 两 束 平行 于 轴 的 激光 “搅拌 300 一 500ms, 然 后 在 不 同 实 
验 序列 中 把 磁场 调 低 到 792G (在 BEC 一 侧 ),833G (共振 ) 和 853G (在 BCS 一 侧 ). SH 
500ms 平衡 时 间 后 去 掉 俘获 势 令 气 体 自 由 膨胀 2ms ,快速 将 磁场 调 到 735G ,在 此 磁场 值 下 
再 经 过 9ms 膨胀 后 造影 . 这 个 措施 之 所 以 必要 ,是 因为 Fermi 原子 对 在 气体 膨胀 中 是 很 不 稳 
定 的 ,而 在 735G 磁场 条 件 下 对 已 经 变 成 稳定 的 分 子 , 这 样 可 以 保留 已 经 存在 的 涡 旋 点 阵 , 那 
么 ,如 何 能 排除 涡 旋 点 阵 不 是 在 735G 条 件 下 形成 的 呢 ? 这 个 可 能 能 够 排除 ,因为 磁场 调整 所 
需 的 时 间 远 小 于 涡 旋 形成 的 时 间 ( 经 实验 确定 为 几 百 ms). 在 共振 及 两 侧 形 成 的 涡 旋 点 阵 示 于 
图 10. 39. 研究 组 还 研究 了 涡 旋 点 阵 的 寿命 与 磁场 (相互 作用 强度 ) 的 关系 ,结果 示 于 图 10. 40. 


id 1o 
833 


792 852 


0.7 0 -0.25 
"s 相互 作用 参数 ，1/kra Bosco 


图 10.39 ”在 BEC-BCS 跨越 区 的 涡 旋 点 阵 . 取 自 [89] 


R. Grimmt 吕 称 这 项 研究 为 “ 超 流 性 的 最 后 的 、 戏 剧 性 的 证 明 ” Fermi 气体 超 流 性 可 以 
很 好 地 模拟 一 般 量子 物质 的 物理 ,从 高 温 超 导 中子星 和 和 夸克 一 胶 子 等 离子 体 . 用 Tc/TF 来 
作 比 较 ,普通 超导体 的 Te/TY 是 10“, 超 流 *He 的 是 10“, 高 温 超 导体 的 是 10 ,而 "Li 超 
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图 10.40 ” 涡 旋 点 阵 训 变 率 和 寿命 与 磁场 强度 和 相互 作用 强度 的 关系 . 取 自 [89] 
虚线 和 点 线 分 别 是 Gauss 和 指数 函数 拟 合 . 垂直 点 划 线 标明 Feshbach 共振 . 


流体 的 是 0. 3. 因此 *Li 是 迄今 为 止 所 知 的 最 高 温 的 超 流体 . 由 于 其 纯净 度 和 高 度 精确 的 操 
控 可 能 性 , 超 冷 量子 气体 研究 可 望 对 于 多 体 量子 物理 各 领域 有 参照 的 价值 

由 于 超 冷 量子 气体 的 研究 持续 兴旺 ,已 经 有 了 车 干 评述 性 文章 "中 及 暑期 学 校 广 
DUET EI IT M 
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第 113€ 
量子 力学 中 的 Yangian Xf X 5 


从 本 章 开 始 ,将 着 重 介绍 杨振宁 -Baxter 系统 (简称 杨 -Baxter 2& t) 0. 它 是 处 理 一 大 类 
非 线性 量子 可 积 模型 的 普遍 理论 ,对 象 是 多 体系 统 . 30 年 来 这 方面 的 研究 取得 了 长 足 进 展 ， 
成 为 数学 物理 研究 中 的 一 个 节 勃 发 展 的 分 支 . 由 于 许多 数学 家 参与 ,很 多 文献 在 形式 上 比较 
数学 化 . 然而 不 少 理论 物理 问题 又 与 它 密 切 相 关 , 甚 至 量子 力学 中 很 基础 的 氢 原 子 也 是 如 
此 .在 第 3 PRN A TS ARTA SO(4) 对 称 性 : 动力 学 对 称 性 本 身 能 够 给 出 束缚 态 能 
谱 . 在 本 章 中 将 看 到 氢 原 子 还 具有 Yangian 对 称 性 , 即 它 具有 超出 李 代 数 范围 的 一 种 无 穷 维 
代数 结构 ,这 是 对 氧 原子 更 深 一 步 的 理解 . 在 此 基础 上 ,在 第 11 章 将 介绍 杨 -Baxter 系统 最 
基本 的 内 容 , 然 后 再 回 到 氢 原 子 问 题 , 这 将 有 助 于 对 杨 -Baxter 系统 的 了 解 . 第 12 章 将 从 一 
些 物理 问题 介绍 量子 代数 的 本 质 . 


11.1 迄 原 子 的 张 量 算 符 与 Yangian 


在 本 书 4.3 节 中 讨论 了 和 氢 原 子 的 SO(4) 动 力学 对 称 性 . 对 称 群 的 生成 元 是 角 动 量 算 符 
I, (oa 一 1,2,3) 以 及 标 度 化 了 的 Runge-Lenz KEH B.. I 5 B 是 满足 以 下 SO(4) 对 易 关系 
的 一 种 特殊 实现 : 
[1,,11= ies I, C11. 1. 13 
[B,,B,]— ics I, a RR 
[I,,B,]— iesBy. (11.1. 3) 
其 中 sw 为 三 维 全 反对 称 张 量 , 即 sz 三 1, 且 任意 两 个 下 标 交换 时 改变 符号 ,例如 ens = — 1 
等 . 在 式 (11. 1. D — X C11. 1. 32 rd I, —L,, B, — M',  , 则 回 到 第 4. 3 节 的 情况 (10. 现 
在 我 们 先 从 式 (11. 1.1) 一 式 (11.1. 3) 所 示 的 一 般 情况 出 发 建立 较为 一 般 的 理论 ,然后 再 回 
到 氢 原 子 问题 . 
定义 张 量 算 符 


—lrxB, (41. 1. 4) 
21 


O 有 关 杨 -Baxter HERMLE RELER] HP MOMMA TH KH AS RT SL MLZ), 
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FF LSJ: 的 对 易 子 是 简单 的 : 
[1,5J5]— "ET MET LB, ] 
= pau (Lr. '1,j 3 xB, u^ 39. |) 


Ses Bay (Eqa TAB, "ltd, B,) 


29 
= LB, — IB, 
= ite], (11. 1. 5) 
在 以 上 推导 中 用 了 sw 的 性 质 ， 
tint = Bede: — Bata. (11. 1. 6) 


对 易 关 系 式 (11.1.5) 和 式 (11.1. 3) 是 相似 的 ,但 J ,J 的 对 易 子 却 比 较 复杂 : 
[11s] =~ tee LIB. LB.] 


— Fegan CI, ;I, ]B,B, + DLL ‚B. |B, 
LB, 1, ]B, + ILI, LB, B. D. (11.1. 72) 


fI FIR C11. 1.1 ) 一 式 (11.1.3) 以 及 式 (11. 1. 6) ,并 用 到 cague 二 25, ,得 到 
t, I,I,— Aes UL, 1L] x5 Fite mals 


= ida J, = il,» (11. 1 8) 
Q1. 1.7) 式 简化 为 
(io Teml, U - PE (1.1.9 
对 氧 原子 ,从 式 (4. 3. 20) 和 式 (4. 3. 2600 HA=1 以 及 das B=M', FH 
=— (P +1) -£. (11. 1.10) 
33x 011. 1. 1004 AX C11. 1. 95,18 
i k? 
[J..J5] —— Ariel; (2r + su]: (11.1.1) 


上 式 中 对 易 子 涉及 能 量 本 征 值 , 且 其 右 端 不 能 表示 为 1 SI, 线性 组 合 的 形式 ( 现 为 非 线性 
ae). 为 此 ,我 们 要 计算 式 (11. 1. 11) 与 J. 的 对 易 关 系 . 为 了 方便 ,矢量 算 符 分 量 采用 
(十 ,一 ,3) 形 式 代替 a 二 1,2,3, 例 如 

L-l-ih, IL=h—ih. 
式 (11. 1.4) 的 分 量 形式 为 

Ji js B, — L; Bs), 

(11. 1. 12) 
js = I. B-L HE 


I 分量 的 对 易 关 系 是 
[A,.lh]sdXifs. CDE] = 2h. (11. 1. 13) 
J 间 对 易 关 系 (11. 1.5) 式 的 新 形式 是 
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LI. Ja] =0, [h;Ji]-—0, 
LI ,Js = DJ] =tJi, | 
[ I. ey = Efe = Ji. 
此 外 还 有 
CPJ] 一 士 2(07Js 一 JI)， 
LI. Ji] = Te J J4 L. | 
X1. 1.9) 28 Hi 


mS. k 
5.74] =F 4 (2h +g) 


LJ45J-] —— 5 (zr 4 žE 
用 式 (11. 1. 16) 和 式 (11.1.15) 可 以 得 出 高 阶 对 易 关 系 : 
CJL JJ] =F rit , (2r + ag). 


=F SU PMs 


= (13; J— JaIz) Ix. 
利用 式 (11. 1. 14) 可 以 得 到 它 的 其 他 分 量 形式 : 
[Jz sLJs J+ 一 (TJ4— JI) 
= (Ji h- Tt, Js) I 
= It C3 J4—JsIz) 
= Ix (J+ L — L Js). 
类 似 地 可 以 得 到 
[hs[J45J Ilm BG, J-J ED 
= T(J- L— I- J+) 
= (I, J-=—J+ Ih 
= (J- L— I. J)k 
进一步 可 以 计算 [Ja LJ + :JI-JJAARUJ; LJ: ‘Ja ]]. Xit. 51A 
K = [J55J«]: 
则 Jacobi 恒等式 为 


(Ci; [Js 区] 十 [Js,LK, 1:]] 4 UK S LT Ja] 一 0. 


上 式 第 三 项 用 式 (11. 1, 14) ,可 改写 为 
[K, T2Ji]—- 2[[J; Ja l)Js1 
=F 2LJ; [Ja Js J], 
而 第 二 项 中 
[K,I]- [LJsJa s1-]— Ls Ji IH] 
= [(JesI¢]Jz—Jz LJ: Jz] =+ [Js Ja], 
故 (11.1. 19) 式 第 二 项 即 为 
E [Ja [JJ 1] c [Js s[J4.,J- 1]; 


(11. 1. 14) 


(11. 1. 15) 


(11. 1. 16) 


Cli. 1,17) 


(11. 1. 18) 


(11, 1, 19) 
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而 第 一 项 用 式 (11. 1. 15) 8] 5 4E 
[I.I 4 Is — I4 Js] 

=[I Ts iI — I J+ L Ce Ja l — 1 Ja)] 

=— 21,(J+ I — Iz Js) +14 Js IE4— I4 Jẹ). 
将 结果 代 回 恒等式 (11.1. 19) ,得 

DPA Y LI] 352 LJ s L JssJ 1] 
—92hCC4 h =h hte Ue J= I IH; (11, 1. 20) 

因此 ,考虑 到 式 (11. 1. 14) 5j Jacobi 恒等式 可 知 , 式 (11. 1. 17) , 5X5 C11. 1. 18) 5 3X (11. 1. 20) 
中 只 有 一 个 是 独立 的 . 


以 上 的 推 证 表明 , 角 动 量 算 符 工 与 张 量 算 符 J 一 言 IXB 作为 一 个 集合 ,满足 式 (11. 1. 13)， 


式 (11.1. 14) , 式 (11.1.17), 式 (11.1.18) 及 其 推论 ( 式 (11.1. 20)). 工 所 满足 的 (11. 1. 13) 式 
是 李 代 数 关系 .TI,J 分 量 间 的 对 易 关 系 ( 式 (11. 1. MERT J 的 矢量 性 质 ,而 JJ 分 量 间 的 
对 易 关 系 ( 式 (11.1.17) 一 (11.1.20)) 则 比较 复杂 . 这 些 代 数 关 系 有 深刻 的 含义 ,将 在 以 下 逐 
2b pi HA. 

上 面 讨论 的 算 符 和 集合 ILJ 均 源 于 李 代 数 SL (2), 且 满足 对 易 关 系 ( 式 (11. 1. 13)， 
式 (11.1. 14) , 式 (11.1.17) 一 式 (11. 1. 20)). HE CI, JO (注意 I 不 限于 角 动 景 上 ,J, 也 不 限于 


廊 LXB) 组 成 的 集合 称 为 Y(SL(2)). 这 一 类 代数 结构 称 为 Yangian, 是 数学 家 V. G. Drinfeld 
于 1985 年 命名 的 四 ,以 表征 杨振宁 教授 在 研究 多 体 可 积 模型 (1967 年 ) 中 的 杰出 贡献 . Yangian 
的 引入 始 于 一 维 量子 多 体 问题 严格 解 的 研究 ,此 后 成 为 数学 物理 的 一 个 热门 方向 . 在 不 少 问 
题 中 , 它 是 和 抽象 的 概念 联系 在 一 起 的 . 但 从 以 上 的 例子 说 明 , 它 已 包含 在 氢 原 子 问题 之 中 ， 
11.2 Yangian 代数 


将 上 一 节 的 代数 关系 进行 推广 : 


(1) ERL] Gp Fin: Ave da, (11, 2.1) 
式 中 Cu, 为 结构 常数 , 当 Cy, Sie pv 1,2,3 时 式 (11. 2, 1) 还 原 为 式 (11. 1. 13). 
(2) [L.J,]—C4.J.» 24:—1,2,3,*, (11. 2. 2) 
4 Cy, mie A spoy7152,3 时 式 (11. 2.2) 还 原 为 式 (11. 1.14). 
(3) CJ, É[J;sEL1]— Eb [psd] ] æ anum UI, Tp Ty} (11.2. 39 
其 中 
up = dj Cie C Cn Cos (11.2.4) 
{21 »22923} = b» LiL jZ x. (11. 2. 5) 


(11.2. 5) 式 是 三 个 量 的 对 称 组 合 . 
(4) [LIsJ, A DJ LEELEE S3 ED ad, 1 
= (11.2.6) 
当 Cy, mieu, (My 一 1,2,3) 时 , 式 (11.2.3) 自 然 满足 ,证 明 如 下 : 利用 Jacobi 恒等式 可 将 
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式 (11. 2. 2) 左 端 第 二 项 改写 , 即 
[Jas EJ,51,1] — E55 [J,5J.1] =O, EJ 4L] blotl 4D 3] EJ E JJ] 
mieg lj ji ti ji tid i — 01.2.7) 
在 ,pvy 三 个 指标 中 有 两 个 相等 时 ( 例 ^ 二 py) ,上 式 三 项 中 有 一 项 为 0( 例 如 第 三 项 ) ,而 其 他 
两 项 抵消 . 当 ,wy 各 不 相同 时 ,以 第 一 项 为 例 , 它 的 求 和 指标 c 必须 等 于 X 才能 使 se 不 为 
0, 但 此 时 对 易 子 却 等 于 0. 其 他 两 项 也 是 一 样 .结论 是 : 当 )，pv 一 1,2,3 时 , 式 (11. 2.3) 左 
端 恒 为 0. 考虑 式 (11. 2. 3) 右 端 在 C, Siep (Asy 一 1,2,3) 时 的 情况 , 先 设 固 定 指标 ,wy 
各 不 相同 . 求 和 指标 a,8,Y 必须 彼此 不 同 且 分 别 等 于 ,py 其 中 之 一 ,否则 arpar (简称 a) 为 
0. a 不 为 0 的 组 合 只 有 an. Bv y= Ma =v, PA, y= p. 因此 式 (11. 2. 3) 右 方 是 


Quy ls 2". 
3 -3 
Se oat as Eas U, IL) T JEEE ya nt Us T, plats 


VA Asuy 为 标准 次 序 , 则 第 一 项 系数 为 /24, 第 二 项 系数 为 一 了 /24. 由 于 (1,,1,,I) 是 对 称 
组 合 , 故 两 项 抵消 为 0. Aau 中 有 一 对 指标 相等 ,如 4 二 py 了 v. 令 与 4,v 不 等 的 第 三 个 指标 
为 o. aiwm 式 右 方 的 四 个 反对 称 张 量 中 第 一 个 因子 可 以 是 emw 或 是 eve， 第 四 个 因子 三 个 指标 
必须 完全 不 同 ( 否 则 它 为 0) ,要 求 第 一 个 与 第 二 个 因子 的 最 后 一 个 指标 必须 不 同 . 因此 相应 
第 一 个 因子 的 两 种 选择 ,第 二 个 因子 是 ew 与 ew,( 其 第 一 个 指标 为 ,因为 设 定 4 二 py). 第 四 
个 因子 相应 地 是 eu 与 sw ,而 第 三 个 因子 对 两 种 选择 都 是 su. 因此 


Gussgr M, II, 
:3 
= 57 (Ein m (L1, 1,) Feita tlvrtest.})- 


两 项 的 全 反对 称 张 量 中 ,三 对 是 相同 的 ,第 四 对 符号 相反 ,而 {} 内 是 对 称 组 合 , 彼 此 相等 , 故 
上 式 为 0. 如 1 一 wx 一 内 则 os cup 彼此 不 同 但 任何 一 个 又 都 不 能 等 于 的 要 求 无 法 实现 ,因此 
至 少 有 一 个 e 张 量 为 0, 即 auus lIa s Ips 1y} =0. 以 上 证 明了 ,对 SL(2) 式 (11.2.3) 是 0—0. 
考虑 SL(2) 情 况 下 的 式 (11. 2. 6). 其 左 方 四 个 固定 指标 ,两 两 成 对 : Ay) Gr. 如 
有 一 对 指标 相等 ,例如 =u WERNA 0. X11. 2. AA Hh 28 — 088 dn Co | T. Ij =0, 
原因 和 以 上 分 析 式 (11. 2. 2A — pu 情况 时 相同 ; 而 第 二 项 eu, — 0. RAAB. o — c 时 情况 类 
似 . 此 时 式 (11. 2.6) 又 是 0—0. 
如 前 一 对 中 的 一 个 指标 和 后 一 对 中 一 个 指标 相等 ,例如 4 三 +, 则 另 两 个 指标 可 以 相等 
(c=) ,也 可 以 不 相等 (c 天 /0). 当 ) 王 rz 时 式 (11. 2.6) 左 方 为 
[ER EE dL 
用 I 与 J 分 量 的 对 易 关 系 , 上 式 变 为 
ias LJ» E 1] t+ ie sl Jedd. (11. 2. 8) 
WE Aspe 是 固定 指标 ,p 是 求 和 指标 . 第 一 项 不 为 0 的 条 件 是 o7 AA pr A. 因此 求 和 指标 
bp 必须 为 .第 二 项 不 为 0 RFE Au p Ava, AK p AS HUN o. 以 上 两 项 之 和 的 不 为 0 
部 分 是 (在 oF p HEF) 
iea LJ, LJ, 5J41] + ie LJo 4 ELJ43J. 1] 
eJ ld dd EL BD oF p. 
要 注意 的 一 点 是 ,上 式 没有 求 和 指标 . 重复 的 指标 没有 求 和 意义 . 当 uoo 时 式 (11. 2. 8) 变 为 
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2iewe LJ,» LJ adds go 
总 结 以 上 , 式 (11. 2.6) 在 4 二 + 时 ,其 左 方 等 于 
ipei tr cecil oF ps 


Ziew CJ CJJ, JI» 对 p 求 和 ,og = p. 
相应 地 ,在 4 二 + 时 式 (11. 2.6) 右 方 等 于 
1CQyvapy€ oa, + QoraprEyv ) V, 2r T S 
注意 到 4,0 是 固定 指标 ,v,a,B,Y 是 求 和 指标 .将 a 的 定义 式 (11. 2. 4) 代 入 ,进行 求 和 并 用 
式 (11. 1.6)，, 得 


zie Uo hJa) 一 Edea) a ES R R. =e (Lilli OF ui 


mi Td tel 9 


24 

考虑 到 {1, ,1,J} 是 对 称 组 合 , 则 式 (11. 2.6) 给 出 
[J.4LJ,3J,]] = T —LJ., (11. 2. 9) 
LED 431 — UL, J.2] 
= TL — Lh, +J, — Lh,). (11. 2. 10) 


在 上 式 中 Às psv 均 为 固定 指标 1 $449. 
3k C11. 2. 6) PITH PRA.) 5 Co PMNS A= RM uo 3X uo c» PESE ICE TIR 53 E I 
讨论 的 1 一 r 情况 同 .如 用 (十 ,一 ,3) 分 量 表示 , 则 式 (11. 2.6), 式 (11.2.10) 可 以 写作 5 个 关系 式 : 


EEA PE Tee lg- Lf loh (11.2.11) 

beh IER (4 I1, — L Ji). (1.2.12) 

a Ti iL CTI d. (11.2.13) 
CIs Us JT) UL UL J | 

= LLO, Exe. GL. (11. 2. 14) 
2[J55[J53J4]] -F EJ—EJ- 3J4 1] 

z Ian. FE (11. 2. 15) 


HLL, 重新 标 度 并 考虑 到 J，(J- 了 一 1- 40 = OC J- 一 J+ LJ 等 关系 , 则 


式 (11.2.11) 一 式 (11. 2. 15) IE SR C11. 1.17) — xx U01. 1. 20). 由 (11. 2. 2) 式 与 Jacobi 恒 等 
式 , 可 证 式 (11. 2. 112—311. 2. 15) 诸 式 中 只 有 一 个 是 独立 的 . 

以 上 的 讨论 表明 , 式 (11. 2.1), 式 (11. 2. 2) , 式 (11. 2. 3) 与 式 (11. 2. 6) 是 Drinfeld 给 出 
的 一 般 的 Yangian 对 易 关 系 , 它 适用 于 任何 简单 李 代 数 ,而 在 SLOE Cys = ier CA v 1, 


2,3) 就 简化 为 氢 原 子 中 角 动 量 算 符 工 以 及 了 一 去 工 X 吾 所 满足 的 代数 关系 , 即 氢 原 子 的 工 ,了 
算 符 是 Y(SL(2)) 的 一 个 简单 实现 . 


440 第 11 章 量子 力学 中 的 Yangian 对 易 关 系 


11.3 Y(SL(2)) 在 量子 力学 中 的 其 他 实现 


本 节 内 容 源 于 文献 [4]. 
从 Yangian 的 基本 关系 ( 式 (11. 1. 13) , 式 (11. 1. 14) , 式 (11. 1. 18) 或 式 (11. 1.17)) 出 
发 ,容易 得 到 : WIR 了 与 J,(a 一 十 ,一 ,3) 满 足 Y(SL(2)) 的 对 易 关 系 , 则 1, 与 一 J。 必 满足 
Yangian. 同时 ,I ,pI 十 J。 也 满足 Yangian, 由 于 式 (11.1.14), 式 (11.1.17), 式 (11. 1. 18) 
Mk HA ABUS J B I 与 一 J 满足 Yangian 是 显然 的 . EROL 1. 14) 中 将 Ji EE 
J>] tpl. ,为 任意 参数 或 Yangian 的 Casimir 算 符 , 得 到 
LI; Jat uli ]— CI Ja] ul I sI] 
| =+ J+ s= Cat ple). 
RL 1. 14) 78 三 平移 后 关系 仍然 保持 . 考察 式 (11.1.18),LJ+',J- j 在 平移 以 后 为 
(Jat ply J+ pl -] = [Je 5J-] - 29! Is +4yJs, 
BRU styl; [J+ Haly J- ul] 88 ell EJ J- 3 EJ LJs ,J-Jj. 因 此 对 易 
子 [J;,[J; ,J - JIE? EJ HEREDI LCI LJ eJ - 11: HH Jacobi 恒等式, 它 变 为 
一 pn[J LJ- 41551] — EJ EI 5J«1]—— alJ +J- + CEJ-5J4 D = 0, 
式 (11. 1. 18) 右 方 在 平移 时 增 景 为 
ay .— I, LD — 0. 
类 似 地 可 以 证 明 式 (11. 1. 17) e J. 作 平 移 时 不 变 . 下面 讨论 Y(SL(2)) 几 个 实现 的 例子 . 
1. 二 角 动 量 系统 
任意 两 个 角 动 量 算 符 j Mj HRA I: 


I—-h^j (11.3.1) 
并 定义 
z—ijiXJA. (11:3, 2) 
其 中 joj: 满足 对 易 关 系 
C5298] = icf tds, ij = 152. (11.9.3) 


由 于 任意 刻 分 量 与 任意 jh 分 量 对 易 , 因此 总 角 动 量 分量 满 足 SL(2) 对 易 关 系 
( 式 (11.1.13)). 下 面 验证 式 (11.1. 14): 
iT, »Jg1— Cit + ji ve and 35% J 
= eg. (Lit $31 lj + JE L5 8D 
= iegr (64,7173 + Emp) 159) 
= itl — jiji)» 
即 有 
IE old = ais (11. 3. 4) 
式 (11.1.17), 式 (11. 1.18) 验 证 如 下 
[Jao Dp ]=— Capel gu (5852 9 5492 J 
—— eut gs Ct it 15392 + OUS HED 
—-— leseEgs (£927 i Jij? + Card 1J1J2) 
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= eye (171J6 — Sp Ji * Ja) H Sajta * ja) — 147114). 
在 以 上 的 步骤 中 用 了 对 易 子 的 展开 : 
[AB ,CD] = [A,C]BD + BLA,D]C + ALB,C]D + AC[ B,D], 
UR j oj: 的 对 易 关 系 ,进一步 简化 要 用 到 
1 


Equj j= we Ut sj ]= y Ee pd 


= Jg*. 
将 式 (11. 2. 160 gg XL CT 0* 9- C2? +,» iw PWS 
[JJ =— ies Gi * fF +iGigt — jaji). (11.3.5) 


定义 式 (11. 3. 17) 导致 ies J? SGD) HONE j om FOP A Ga FD 
iG Deu -p.dHsf s 


[J..J4] —— eJ, — 6n OI! — DL. (11.3. 6) 
用 (十 ,一 ,3) 分 量 表 示 , 有 
E EET 
Us Jel =t [4-750 i. € 


[J,,1.] = 24, CP — DE. 
用 式 (11. 1. 15) 最 后 得 出 
Pfarr I] -T[IofÓ]h = 
[Je LJs Js 1] =F AUP] = (lJi—JiII,. | 
与 式 (11.1.17). 式 (11. 1.18) 相 同 . 
考虑 两 个 自 旋 1/2 组 成 的 系统 ,TI 一 S, 十 S:. 盾 的 分 量 是 
Jy = FSIS: 一 Si a 


(11. 3. 8) 


(11.3.9) 
Je=4 (SiS — StSD. 
如 在 定义 1 与 J( 十 ,一 ) 分 量 时 采用 另 一 种 归 一 的 方式 : 
JU xu 
它 的 分 量 以 $ S: 表示 就 是 ( 男 记 为 Q: RQ.) 
Q = SSS -S S}, | 


(11. 3. 10) 
Q. a+ 7 (SIS — StSi. 


在 系统 的 总 自 旋 状态 的 关系 中 , 算 符 Q@ 具有 直接 的 物理 意义 . 以 | 人 + 表示 自 旋 1 与 2 的 z 分 
量 ( 量 子 化 轴 方 向 分 量 ) 分 别 为 十 1/2 与 一 1/2, 其 余 类 推 . 系统 总 自 旋 可 以 为 1( 分 量 1,0, 一 1)， 
即 三 重 态 ,也 可 以 为 0( 分 量 0) , 即 单 态 . 三 重 态 的 波 函 数 是 
Wi 一 | 44), 
l 
Wio E t 5», (11. 3. 11) 
Wii =| 4 4). 
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W 的 两 个 下 标 分 别 表示 总 自 旋 及 其 = 分量. 单 态 波 函数 是 
1 
Wo,o | ^ 452—194». (11. 3. 12) 

SAS 分 别 是 自 旋 = 4 EBITESMEST: 

Stl 站 > 一 | 4» St] ^»—9; 

St &)=—] 4», 81 p> =. 
在 三 重 态 的 三 个 状态 之 间 ,I* = 二 St 十 Si 与 二 SY 十 Sz ERAR = 分 量 的 升 与 降 算 符 ， 
在 三 重 态 与 单 态 之 间 进 行 变换 的 “跃迁 算 符 ” 正 是 Q* 与 Q@ ,考虑 将 Q 作用 于 Yii: 


1 1 
P= —(SISi —SI SD ) = —(—| Pb ») 
Q WV, B 192 S&D] v 5 + EE. 


(11. 3. 13) 


= Pio. 
I* 5 Q* ,Q* 对 自 旋 态 的 变换 示 于 图 11. 1. 更 复杂 的 自 旋 系统 也 可 以 引入 多 个 了 算 符 
Lh — 1S, XS,» 


三 重 态 单 态 
图 11.1 体系 总 自 旋 态 间 的 升降 算 符 


LJ Sz BAAR [s] L3 A 3R s [8] B EK XE. 自 旋 角 动量 与 轨道 角 动 量 的 耦合 也 可 以 用 同 法 处 理 : 


AS es 
j.= L, ji= oye 


I— L4 e. (11. 3. 14) 
J 2—ib4- Le. 
2 


2. 转动 ( 角 动 量 ) 与 平移 (动量 ?结合 的 J 算 符 
HLY EHL HL 仍 简写 为 L^ , 则 
I=L, 


(11. 3. 15) 
J = i" p. 
也 是 Y(SL(2)) 的 生成 元 . 由 于 坐标 r 5 L 的 对 易 关 系 
[L, sra] = jar, (11. 3. 16) 
与 p HILL 的 对 易 关 系 
CL. Pp) = ie Dy (11. 3. 17) 


相同 ,因此 I=L. JL’ 也 满足 Yangian. 以 下 给 出 式 (11. 3. 15) f J£. Yangian 的 证 明 . 
I 5; J. 间 的 对 易 关 系 很 简单 : 
[IJ = CL, L’ pe] = iL'ep, = iea y- 
HEAL. JA HSI BILL’ .p, |, CE 
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CL? , pp J= LLL.» pp] 十 LL, pp IL. 
= ies (L,p, + Pel.) (11. 3. 18) 
—— Zieg, Lp, — 2ps. 
分 量 间 的 对 易 关 系 计 算 如 下 : 
CJasJe]= LE! 5, L^ py] = CUL ,ps ps +L Lpa L’ pe 
= 2iL’ (e, L,p,p, — 2ip. Pp — ap). 
注意 到 a8 意 为 对 指标 a ,8 进行 反对 称 化 ,pps 对 指标 反对 称 化 时 得 0, 因 p. 与 pp 对 易 ， 
因此 
CJ, Jp] = 2iE! (e, Lp, p, — acp). 
tha Sp 是 固定 指标 ,w Sv 为 求 和 指标 . 我 们 只 关心 a75 B 的 情况 .在 eu MMS AAA 
时 (否则 为 0) ,或 有 p Bi RA vg. PR JG - 
LJ. 2m = 2iL’ Ces L ep Pp " EmpL DD s =a acp. 
将 指标 反对 称 化 明确 写 出 ,并 用 e 对 指标 的 反对 称 性 质 ,最 后 有 


[J.5J5] = 2ik*e,9, [CL * po p, — L,p* J. (11. 3. 19) 
继续 计算 时 ,以 下 关系 是 有 用 的 ， 

[L* p,L,] 一 0， [L* p.170, 

[p^ .L,] = 0, | (11. 3. 20) 

[L * p.J.] = [L * pL’ 5,] = 0. 


从 式 (11. 3.19), n] 48. 
[J45J-] 2—2i[Ji5J2] = 4L:L(L * p)ps — Lip! js 
以 下 的 计算 是 直接 的 : 
[Js s [Ja J-]]=— 4[E^ ps E^ p! Li] —— 4L Lpr L’ ]p^ La 
一 一 8L’ p’ Li (i(L pa — L2pi) + ps). 


从 另 一 方面 ,有 
LG- 1,—1- 3=B J-— bk Jam) 
—— 2L;L? CiCL, p2 — Lipi? + ps). 
因此 得 
[Roa ww ap th. 22. (11. 3,21) 
类 似 地 可 以 得 到 


LJa (Ja Js J]= 4p! L’ L, (一 La ps Lspr p+) 
lea ee Di TAX, (11.3. 22) 
由 于 六 是 代数 的 Casimir 算 符 ,4P? 因子 可 以 用 重新 定义 J 的 方式 消去 ,至 此 SL(2) 
Yangian 代数 关系 已 全 部 验证 完毕 . 


11.4 长 程 相互 作用 的 一 维 链 模型 和 


N 个 自 旋 算 符 (*=1/2) 位 于 N 个 一 维 链 的 格 点 上 ,不 同 格 点 上 的 自 旋 算 符 对 易 : 
[$97] = 0, 2563. (11.4.1) 
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自 旋 1/2 的 条 件 给 出 
(Si)? = (S; »* = 0. (11. 4. 2) 
I 5J 构造 如 下 : 
L= J, S» a 一 十 ， 一 ，3， 


N N 
Je=F SD) wy StS} =+ J ,wyS}S+, (11. 4. 3) 
f is 
1 N 
Js = +>) w,SiS;. 
25 
此 处 Wij 满足 
Wwy ST Wji s 
(11.4.4) 
Aj = Wy W ji + tw; wy + Ww, 一 一 l. 


] :的 写法 是 与 不 同 格 点 自 旋 算 符 对 易 以 及 ws 的 反对 称 性 质 相 一 致 的 ,rwy 体现 了 长 程 相 互 
作用 . 满足 式 (11. 4.4) 最 简单 的 解 是 
i, >i ij = 18s Ns 
wi -| 0, i=j, iíj—1l2.N, (11.4.5) 
-ip id je ij-21,2,—,N. 
为 了 验证 这 样 定义 的 I 与 J 满足 Yangian 条 件 , 计 算 


[js ids] + >) wjwu [StS; "SES? | 
ijkl 


ig det 


ES n D>) we (2wyS} SjSi + Cw, + wa) St STS; ). (11.4. 6) 


164 ed 


进一步 用 式 (11. 4. 60 3T K LJ ,[LJs 5 J 4 ll: 
[J.. «L5 sd d m E b Wj Win STS ;2waS; SS} X (wg + wy ) S$ STS; ] 


I 


PN 93 wy wm {St [2w4 S1 SSi ðm + Cwa + we) 


ijekien 
© (84, + Bin — Sim SSES ] +C 2wy (858; Sj Si + uS; Sj S1 
+ 2g + w,284S; S1S; ]Sh) 
-一 5 >， wy {2wyw ST STS Si + Cw + we) Cu + wa — Wy) 
isjikslem 
» SFSISIS; — 2wywyS!S}SiS} — 2wpwuSi S? StS} 
+ 2(wg + wy )w4Si S1SjSi) 
1 


一 一 二 by ((Zwywgw; — 2wywawy — LWW yW j 
IMS 


十 2wa Gu dw; wey St S; SISi 
+ wj Cw + wy) Go, + wa — wy ) St SSI S; ). 
注意 在 求 和 号 内 作为 SIS! 的 系数 ,! Mk 指标 可 以 互 换 : 
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+ 


Wir W ji W y W quU) ji W ik , 


得 
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(J+ LTT) =— EY {20 2wyw wy, 一 WW kWa — WWW  wawywa)Si S; SISi 
2 


ipfb 


+ wy (wry, + wy ) Cw, + Wy — wy )St SLSIS; ). 


(11. 4. 7) 


在 右 方 第 一 项 的 系数 中 TER BIER AS A EA RRA STS) ,SiS; 的 系数 ,指标 可 


WAR: 
ke 
Wy WyWy = WO UD i TUU ps 
一 Wi W jz W jt s d) Xni , 
于 是 在 式 (11.4.7) 中 下 式 成 立 ， 


Z1, Ww, — Wy WaWa = wy; (WaWy + www + WW i ) 


作为 Si S;SiSi 的 系数 ,zj 和 k,l 各自 可 以 互 换 , 有 


SUM 

WW yj Wy = Wy Wy Wu » 
因此 

> wy wy we St Sf SiS} zs D, 

sjikt 
这 导致 

WW VUA — Wit Wy = Wy WW 十 WyWy 十 WYW j) 一 WW j Wu 
= WL — Wi gw » 

A 的 定义 是 式 (11. 4. 4). 


在 式 (11.4.7) 右 方 第 二 项 的 系数 中 ， 
| Wa Cw», + we) Cw + wy — wy) 

= Wy (WW a 十 WaWy + Wy y) — Wa, 
+ wi Cu + we) wy — wiyw; Ga + Wa ) 

= Wy A dg — Wy W GU + WW + WW jW 
— "ij Wy Wy — Wy Wy We v 

作 i,L, 上 循环 置换 ,上 式 等 于 

Wa ijk + wawarws F WW yW ji + WW ws 

= WaS je T wg. 


将 以 上 计算 的 两 项 系数 代入 式 (11.4.7), 则 有 
[Js [Ja «Jli mem E p» {2 Cw iat nd wid Si S; SiS? 


tjl 
T Cwyd ij -cFwgaAguSi SISI S; ) 4 
其 中 
Aij E QUU + TH TU ki + Wy Wi. 


由 式 (11. 2. 12) ,现在 计算 


(11.£, 8) 
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I, (IJ4— JLO = L (J4 I; — I. Ja) 
=— >) |waStSISISt + LwuS!S;SlS: | 


Él 


— n [S's; SiS! — 18!SISIS; f (11.4.9) 


tj 
如 果 要 求 式 (11.1. 17) 成 立 , 即 要 求 [J [JsJ] 5I J+ — Ja 140 WEERAL. 4. 8) 
等 于 式 (11. 4. 9) , 即 
E 2 (ZGwjA ia: — wi au S; S; SiS} + Cwyd ye + wad ye) S$ SiS7S; } 


1j kd 


= 之) wa [St S] SIS! ia 4 stststs; E (11. 4. 10) 


ijik? 


以 下 证 明 它 是 成 立 的 . ' 
M iX jzkTl 时 , 取 Aine =— 1, WA Ain 二 A 三 一 1, 必 有 
>) (wa — wi — we) STSTSISI = 0. 
A Pru 
因为 w= 二 一 wi ;而 S; S; Hij 为 对 称 , 将 上 式 括号 中 第 三 项 与 括号 外 因子 的 对 7 RAR 
为 对 i SRA, MI Wi Wik. 同 理 
35 (wy — Wy — wa ) St SISIS; = O. 
i jek, 
ij 
于 是 在 Ay 三 一 1 条 件 下 , 式 (11.1.17) 成 立 ， 
M ixgHk 时 , 式 (11. 4.9) 的 左 端 给 出 


+ 2; (2Cws A4 S1 SIS} Si + (wy ge — wA) SSIS S 
LL 

+ wgASGSTS;S;Si) 

+ 2) {2Cwahin — wade Sr SIS; SI 
ix jp 

+ 2GwjA a; — wil a; ) S S; SjSi 

| eA in — Windia SIS] (SD! 

+ (wy Ain — wady,)STSTS;S; ) 


A 


2 » {2 wL a + wy Aya m ws is + WL ini 


Era 
— ApS yr + wedge — Wn) SISS Si 
+ 2CwiA ian — waAa S! S; CSE? 
+ GoyA H Way + walg S: 919; S; ! 
= i 2, {2(2wy Age — waAg — Wa (Wy Wy 十 Wa 
m: 
+ wywy) — wawgwpa)S! SiS; Si 
— 2wa (wy wy, + wats + wows STS} G3) 
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二 y 2 (2€(Qw; — Wa — Ui Ais C Wy aW jk )S;SiS; Si 
isla 
— wsgAj SiS; (S3)! + w;AASTSIS]IS;) 
— y 2j ( wj + wis AST StS} 
jn 
2waAg SiS; (Si)? + U"adguSiSiS]S; ps (11. 4, 11) 
上 面 已 用 到 了 对 自 旋 1/2 有 下 述 等 式 成 立 ， 
+g? =— 1e 
Si Si 7 Sia 


>) wywawaST StS} = 0. 


64d 
iX stk 
现在 考虑 式 (11. 4. 100 HA Se, BD 
2) wa (StSI SIS! — 1S! SISIS;) 
ia Aha 
= > [wsS*SISISt + w4StSISISI + waStS}S}S: 
Ds 
+ waStS] (SD 一 qwaSISISIS; ) 
= 3 (Go; + wa +wa)StSiS}Si 
iia 
+ 2wa4STS] SD! — l-waS! SIS] S;) 


2 
— i 3 {Cw + wa StS} S? — 2w4S1 S] CS? 


ghee 
+ wS SPS} SF}. (11. 4.12) 
比较 式 (11. 4. 12 5 XX C1. 4.12) , 亦 即 式 (11. 4. 10) 的 两 端 ,在 i55; HR 情况 下 ,两 端 相 等 的 


条 件 是 


Aj = j, 

于 是 我 们 在 各 种 可 能 的 指标 求 和 均 考 虑 在 内 时 证 明了 式 (11. 4. 3) 满 足 Y(SL(2)) 的 对 易 

关系 . 

容易 验证 ,满足 式 (11. 4. 4) 的 wa 的 参数 化 解 为 
a i, TE aeri (11. 4. 13) 

jk 

将 式 (11.4.13) 代 入 式 (11.4.4) 验 证 ,有 

A i he ie Ce ey 


Eg. 


+ Cz, +2) Cz; + zz} 


1 
= (zizy + ziz4--ziza4) —— 1. 
ZjyZyuTu 


当选 择 
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2, = exp (ik x) (11. 4, 14) 
时 , 则 
wa —icot(j —k) x” (11. 4. 15) 
与 之 相应 的 J. 是 
F --i Don PR, S#Si. (11. 4. 16) 


42 


它 对 应 一 个 长 程 相互 作用 模型 . 在 J 的 构成 中 ,不 同 的 一 对 格 点 j 和 的 系数 cor 8 
不 同 , 它 与 两 格 点 的 间距 有 关 . 这 个 模型 是 一 个 长 程 相互 作用 模型 . 


11.5 Hubbard 模型 7” 


4> a, 与 5; 代表 在 i 格 点 处 消灭 自 旋 1/2 与 一 1/2 AFH Fermi WIF a) SO) 是 相应 的 
产生 算 符 . 它们 满足 反对 易 关 系 
{aiyal) = dn» 
(b; ,bi} = de» (11.5.1) 
(a; ,b,) = laj,bi) = O. 
格 点 上 以 及 体系 总 的 自 旋 算 符 都 可 以 用 这 些 算 符 表示 : 


N 
= > ald; 
j=! 
N 
S= 2 bias» (11. 5. 2) 


1 N 
S = 7 2 (ala; — btb;), 


JEA 


它们 满足 对 易 关 系 
[Si ,St] —E St, [S*.S ]- 26. (11. 5. 3) 
这 很 容易 从 a,6 算 符 的 反对 易 关 系 式 (11. 5.1) 以 及 S 算 符 的 构成 ( 式 (11. 5.2)) 证 明 , 仍 定 
XS xl 
P-S, (11. 5. 4) 
而 J* 的 构成 为 


J= M Y0;alb, —U jesl}, 
ac it 
= 0sbla; +U Dies lil}, (11.5.5) 
te) iz 


Ja = DZ (aja; — bib;) *UPjesl! I; * 
is tel 
其 中 


11.5 Hubbard 模型 449 


0; EM Òi. j- Lo Òi, j+ , 


d. P3. 
| Ned (11.5, 6) 


Es, — 0, i=j, 
—1L £25, 
3X 01.5.5037 U 的 项 正 是 258; XS, , 而 包含 6; 的 项 称 为 “巡游 "项 (hopping term): 从 


一 个 格 点 移 向 相 邻 的 一 个 格 点 . 巡游 项 只 能 用 算 符 a,b 表示 ,而 不 能 由 整体 算 符 S 表示 . 证 
明了 I 与 J 满足 Yangian, 计 算 较 为 繁琐 ,以 下 仅 给 出 证 明 的 要 点 ， 
I1 55 J 分 量 间 的 对 易 关 系 可 以 用 ea 心间 对 易 关 系 式 (11. 5. 1) 以 及 对 易 子 展开 : 
[AB ,C]— A[B,C]+[A,C]B 
= A(B,C) — (A,C)B, 


18 i| uF HH. 
了 分 量 间 的 对 易 子 [J:,J+] 经 过 直接 计算 ,结果 是 
Ts das] = A,J-UB,--U'C,, (1l. D. 7) 
其 中 
T 219s0naibs 
一 一 222^ (Cen +e, )alb,Ii+ F (Bey — en) Itaia; 
TG — 3e) Itbtb; ^ 
C, — es (2e It 131} + (ey — ey ISIE; ) 
A- =— " B.—— (B,)* , 
C.—— 3 Xin (2e4I; TT (es — ey) I ITI} ). 
利用 Jacobi 恒等式 ,有 


CJs» J-)s1-]+[UJ-14]:J:] +UI. 7333J- ] 一 0， 
第 二 项 中 [了 _ I] —2J, KEW 0,88 EXUBPEI ,J 二 一 J+ ,因此 恒等式 变 为 
Jpg] - LLJs J- d. ]. 
直接 计算 得 
[J.5J-] = A; +UB;+U°C,, (11.5.8) 


其 中 
Ay = 2/040, (aia, — bibo, 
B, =F (Cea teu) (bla ;It — alb,Ii) 
+ 2(e; — ep ) (ala, — bb) Ti)» 
C, —— 221 (2641211 (en — eO TE I1 Ti). 
EROL 5.7) 基 础 上 可 算出 
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L4 


[J^ [Ja 4J4 ]] = s£--US-J4-U*€--U?2, (11. 5. 9) 
其 中 
A= 2 = 0, 
g=} 5) {utd + — epea) 
n 72) As + Ain + eves Ege je + eye EEk 
T 
+ Itajobi} + Ii | (es Cen Heu) + Cen — Ben) 
" (ex ti — ey) ) Jaja + (ss (e, — £y ) p Ge. — En) 
1 1 
" (ex -一 3 — eu) ) Jj, | rs 1240» (eye x + eye H*ajb, , 
9 =D) (2, — eO ITI 
ij 
T (En — Ejk )Aulil]Itlt ) , 
此 处 
Aue = EjgE jk + Een + ext i. 
应 与 式 (11. 5.9) 相 比 的 是 
I. (15J.— JiI.) = D,J-UE,;,, (11.5; 10) 
计算 结果 是 
D= Ph | $ IIS jb E | i 
PEN 
Ea Wey Ino +A h: 
ij hd 
比较 的 结果 发 现 
D; = €, } = 9, 
从 而 导致 
[1:5 [1354411 =A (I;J-— JT). (11. 9. 11) 
t th eA th AT LAS 10 38 18. HH . 


Hubbard 模型 的 Hamilton 量 是 


N 
一 一 > (alam + aliai + bibas + blab 


^ 
im] 


-UJ (ata. — 1.) (s. - 1). (11. 5. 12) 
i=l 


可 以 证 明 Yangian 生成 元 ( 式 (11. 5.4), 1.5.5) 5 H HACS N 为 无 穷 时 ), 即 一 维 无 
33 Hubbard 链 具 有 Y(SL(2)) 对 称 性 . 将 式 (11. 5. 12) 改 写 ， 
H —— Sirs ala, +6lb) —U( >) (aia bib. — iX. arsi» 


其 中 


fà = 0m; — 9i1,5- 


可 以 直接 证 明 
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DZ (aja; + bib,) ,T+ |= Date Catb; — aib;) 一 0， 


[ 22ala bib, I |= S Cato, — alb,) = 
BUB LH,I,]-0. 再 由 LH: I-]= =[H, I, JI 以 及 Jacobi 人 恒等式 可 证 [H， 1-]=0, 
CH, ]=0. 
CH, J]=0 的 证 明 以 LH ,J 1S B0: 


N N N N 
[H, J+] =— [Dire Cata; +6'b,), 2 uaib, J+u{[ DF (ala; + bb; » Djeul tT? | 
Rl 


一 P ‘a,b DN beo [at ta bi lou Nea], (11.5. 14) 
当 链 长 No oH, 可 以 通过 具体 计算 证 明 式 (11, 5. LU EYES KEM E NOS AE, 
而 U 的 一 次 寡 的 系数 由 两 项 构成 ,分 别 是 
[ dors ala, + bb,), Dewli Ti | 
= Sry (en — ea Jalb,Ii + lea — eu) Ii Cala; — bib,) 


= 2) | Gea — eu albai ii + Gea — €in Jaib I} 
Tti. il — ey) If (a! T/ ih — bibi) 十 一 + Cer, i-1 — e) I; Caib; Hi — 616.49} 
一 -一 了 D (alba (bb! = bib) — alb, + dibina Chib; xot bibi) 


E albi 2 albinain ani 十 alb; aliam } 
= Dal {Cur — bia )bib, = bahrain + 6; TN }， 
以 及 
| Slate bie, , Dy0nalb, | 
i jk 
hj 
— 3321 (bi (btb, = aliai) — bia (bib, Ps alsa; 1)} 


cms ai {Cbar — bi )blb; — bi aids + b. TET ds 


LIE EE. BE BCH. 14 LH. J: 10:28 4p th EAS. 这 个 例子 表明 ， 
李 代数 (如 SL(2)) 描 述 了 局 域 转动 ,而 Yangian 描述 了 转动 与 巡游 的 结合 . 

以 上 举 出 了 一 些 具体 实现 Yangian 的 例子 ,有 单 体 的 形式 ,也 有 多 体 的 形式 .有 的 是 一 
次 量子 化 的 ,有 的 是 二 次 量子 化 的 . Yangian 关系 仅 规 定 算 符 的 对 易 关 系 , 因 此 在 具体 实现 
中 允许 有 相当 大 的 选择 自由 度 . Yangian 是 一 种 新 的 对 称 性 运算 , 它 包含 李 代 数 为 其 子 代 
数 ,并 有 组 成 无 穷 维 代数 的 机 制 . 例如 在 IHL p Rj —L'r 中,L? 是 转动 不 变 的 ,而 p 则 是 
平移 算 符 , 它 已 超出 转动 操作 的 范围 从 Hubbard 模型 的 J( 式 (11. 3. 43)) 看 , 既 有 表征 同 
一 格 点 处 转动 的 张 量 算 符 S: XS, ,又 有 在 不 同 格 点 间 的 巡游 项 , 它 导 致 了 无 限 维 代数 结构 . 
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另 一 方面 ,多 格 点 的 移动 都 可 以 由 一 个 格 点 逐步 移动 所 实现 . 这 使 我 们 可 以 理解 Yangian 的 
本 质 : 它 是 无 穷 维 代数 ,但 由 有 限 个 生成 元 构成 . 两 组 基本 的 生成 元 I 与 J 决定 了 所 有 更 高 
阶 算 符 的 行为 .这 种 现象 来 源 于 系统 存在 某 种 强烈 限制 ,并非 每 阶 的 元 素 都 是 独立 的 ; 而 这 
种 限制 又 是 很 巧妙 的 , 即 只 有 工 与 了 才 是 独立 的 生成 元 . 当然 并 非 任 意 系统 都 有 Yangian， 
但 有 一 大 类 模型 与 Yangian 相关 ,下 一 章 介 绍 的 Yang-Baxter 系统 就 提供 了 这 类 模型 的 
例子 . 

本 章 开始 从 量子 力学 中 的 一 个 例子 一 一 所 原子 一 一 引出 了 Yangian 代数 . 我们 在 下 面 
两 章 将 要 看 到 , 它 和 物理 学 中 许多 模型 和 现象 有 关 . 


11.6 SL(3) 一 维 表 示 和 八 维 表 示 间 的 Yangian 跃迁 


在 11.3 节 我 们 证 明了 Y(SL(2)) 算 符 能 引起 自 旋 单 态 和 三 重 态 间 的 跃迁 . 这 个 概念 很 
容易 推广 到 SLO). 在 基本 粒子 物理 学 的 课程 中 我 们 学 到 基本 粒子 的 SL(3) 对 称 性 , 
SL(3) 代 数 由 下 式 定 义 
| (F,.F,] = if, F,. (11.6.1) 
此 处 ,pv 二 1,2,…，,8, 结 构 常数 fs 对 任意 两 个 指标 是 反对 称 的 : 
fias = l, fase = fen = 内， 
(11. 6. 2) 
fur = fs = fu — fus 一 一 fise 一 一 fiu i. 


SL(3) 的 三 维 表 示 是 由 Gell-mann £f A, =2F, 构成 的 ,它们 是 Pauli 矩阵 的 推广 : 


1 9 g p D 1^0 O0 
e= f , | =| Td =| a o| 
0 0 0 0 0 0 D 0 9 
0 1 Du cm 0 0 
l 9 9D i 0 0 0 1 0 
0.0 0 " 0 0 
A: = |O 0 ij,4s = —|0 1 0 
beni 
定义 
L= F, t iF; U= F, +iF;, Vi= Fy FiFs » (11. 6. 3) 
2 
I, = F,,Y E" d 


SL(3) 的 对 易 关 系 可 以 写作 以 下 形式 : 
$7 pT. =+ I, 了 AS 4:117] E 21; Ls ste] = 0(a =+,3), 


[1,,U,] =F LU. Eh Us] +U, [UU] =— I; -in. 


[I Va] =+ ae „LI V] =F V4 LV; Va LE (J: Tin) 


11.6 SL(3) 一 维 表 示 和 八 维 表 示 间 的 Yangian 跃迁 453 


CE R ee = LU: Vel — [Va rie] = 0, CIT, 6. 4) 
LI, Us] =+ U uU; »Vi] =+ I | Vio E] =+ U. 
通过 以 下 符号 
U, =— jh +31, V, -— 41, —3h, (11.6, 5) 
我 们 得 到 
U Uu JU , U. yo a = 2, 
[Us Us] + [U4,U- ] tA 
[Vs V+] =+ V4 [V+ V-] = 2V, 
以 及 
Q= LY, (11.6. 7) 


此 处 Q 是 电荷 算 符 ,Y 是 超 荷 . 夸克 和 反 专 克 组 成 介子 ,例如 ,好 (属于 八 维 表示 ) 以 及 和 (一 
维 表示 ). 二 者 均 具 有 I 一 五 =Y 一 Q=0: 


1 ET = = 
| 2#) = —(—| ua) 一 | dd) +2 | ss)), (11. 6.8) 
TU MS 
; 1 T - T 
ly) = —C| uü) +| dd} +| s5)), (11.6.9) 
di a 


WE Ab | uu) — |u) |u): AAS Fh h ATF S eA Se 


I AERE I; 2" 3° Q 3? 
ai, ak. wet, mend 
| iI—- li 2" Y 3' Q 3° 
| sy € Eu, I,=0, y=—4, Q-—-i; 
1 1 1 2 (11. 6. 10) 
[ups qe I; — a Kommen 人 一 一 二 人 
F, E S — d — E — 
| P4 Totes hg x 5° Q 3° 
ls): {= Q L= 0, Y-2, Q- i. 
有 关 的 算 符 导致 夸克 之 间 的 转换 
I| d) = ; I. —|d»,V.|d»-2ls^ 
Ild) =| u) | «> =| |d) 一 | (1. D 
Ui | =| r Ve | isd =|? 
我 们 定义 算 符 
I, = SF, (11. 6.12) 
N ‘ N 
Jı = X uF? +B ye D WFF; (We =— Wi), (11. 6. 13) 
i-1 ij 
此 处 
(FF) = if ,,F'o,, (11. 6. 14) 


指标 i 代表 夸克 的 味 . 将 式 (11. 6. 12) 和 式 (11. 6. 132 FRA 11. 2 FR Yangian WAKA TE 


454 第 11 章 量子 力学 中 的 Yangian 对 易 关 系 


意 到 这 些 关 系 和 SL(2) 的 不 同 , 式 (11. 6. 12) 和 式 (11. 6. 13) 满 足 Y(SL(3)) 的 充分 条 件 : 


(D Ay 二 WyWi 二 WWi 十 WsWs 二 一 1( 对 重复 指标 不 求 和 i~jAR.W,=—W,); 
(2) Fi 取 Gell-mann 矩阵 (基础 表示 ); 
(3) Am 是 任意 参数 ， 


用 以 下 的 符号 
l= Ji tiles v= Jè iJ, V= Jetijs 
Kom T: -aie (11. 6. 15) 
并 设 8= 一 io， Y(SL(3)) 可 以 充分 得 到 实现 1 
| Nu s, U+ 一 21U? s, U = DiVis I; = Sons — SOUS 
i=l i i 
z N y 1 
i=] ij 
$Y; )+ IV} | 
i ij (11. 6. 16) 


此 处 dem NS 以 及 cos 0 一 


V= ipi d B + Sarai, 


= Dali +e LW, e: — 34UtU; *VtV;)|. 

I, = DK. + p>) W,(UiU; —VtV;]. 
对 于 N 一 2, 即 有 两 个 夸克 ， 我 们 设 Ww 二 1(W =—1). ¥ I EAF | Bl 
Li P= is ETT y= Len ET d 


- pear $)-csin6lg», 
NETTE 


(11. 6. 17) 


式 (11.6.17) 告 诉 我 们 五 FRM | of SR rs Ly URL ) 的 跃迁 . 它 是 和 二 自 旋 一 方 粒子 
体系 更 到 Woo 跃迁 相对 应 的 . 
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RTT 关系 与 Yang-Baxter 方程 


在 上 一 章 中 我 们 从 氢 原 子 引 出 了 Yangian, 又 讨论 了 几 个 实现 Yangian 的 例子 . 这 种 代 
数 结构 的 存在 是 有 深刻 根源 并 和 一 个 普遍 的 原则 相 联系 的 . 氢 原 子 问 题 很 简单 ,因为 它 是 线 
性 问题 . Yangian 的 重要 性 恰恰 在 于 它 本 质 上 反映 了 一 大 类 非 线性 模型 的 特点 ,对 非 线性 问 
题 ,其 严格 解 常常 不 能 由 微 扰 解 和 至 加 而 得 到 ,在 低 维 情况 下 ,对 一 些 模型 已 经 有 办 法 得 到 严 
格 解 . 最 好 能 有 一 个 原则 性 的 理论 , 它 一 方面 能 给 出 式 (11. 1.13), 式 (11.1. 14), 式 (11. 1. 17)， 
式 (11. 1. 18) 一 类 对 易 关 系 , 而 同时 又 能 给 出 构造 Hamilton 量 的 原则 ,这 样 就 在 更 深入 的 
层次 上 建立 了 新 型 代数 关系 与 Hamilton 守恒 系统 的 联系 . 为 了 使 讨论 具有 普遍 性 ,最 好 不 
涉及 对 易 括 号 的 具体 实现 形式 ,而 进行 与 模型 无 关 的 讨论 . 


12.1 对 易 关 系 的 矩阵 直 乘 形式 


本 节 内 容 基 于 文献 [1],[2j. 
量子 力学 中 最 基本 的 对 易 关 系 是 xp ix E 3t8g 71 2E CIS] SUE OR E OD s 
Lx. + pa] = iða» (12:4. 15 
从 此 导出 其 他 一 些 力学 量 间 的 对 易 关 系 ,例如 
[L, L4] = iegL;; (12. 1. 2) 
这 是 角 动 量 分 量 间 的 对 易 关 系 , 还 有 
CL, rxe] = ies L, 
CL.» Pp] = ie py» 
等 .在 量子 场 论 中 ,相应 式 (12. 1.1) 的 正则 对 易 关 系 对 不 同 的 场 形式 也 有 不 同 . 例如 对 标量 
场 有 
[e(x,0.9(y,0] = 8 Ga— y), (12.1. 3) 
对 旋 量 场 则 有 / 
[4 0, d$ Cyt] = E Cx Wd» (12. 1. 4) 
等 等 . 能 否 构 造 一 种 对 易 关 系 的 普遍 框架 , 它 能 涵盖 各 种 可 能 的 形式 ,作为 它 自 身 的 实现 ? 
对 易 关 系 的 核心 在 于 算 符 的 先后 次 序 . 可 以 引入 一 个 2X2 和 扼 阵 工 , 它 的 矩阵 元 都 是 量 
子 力学 算 符 . 为 区 别 两 个 矩阵 的 次 序 可 引入 一 个 参数 u, BEI LG Lo) BAL F LG) 
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先 、L(w) 后 : 
Li(u) Li (wu) 
L(u) = aw aut (12. 1. 5) 
*& PF Br 3 6 s (RE OR A “GB As [8] " GARRET Hilbert 空间 的 量子 力学 算 符 .为 了 
IEN TT AS FE FE — Tc RBA LS A TE 4E Pe BO) FE — TICKER OK FH ÉCER. 矩阵 
A 5j B ÉRACOB 的 定义 是 
4j ù bu bx 
a in a m int xi 
11 12 21 22 
1l [anbu anbi anbu anbe 
12 janba ailpzz arba anrbz 
i anbu Gabe, Qarby anb CUM 
22|anbn  anbs arba — anbn 
AQB 的 矩阵 元 的 行 与 列 均 用 两 个 指标 表示 : 
(A © B), = auby. (12.1. 7) 
AQB 的 各 个 元 素 都 是 4 的 元 素 在 前 ,B 的 元 素 在 后 ,4 的 B 与 BOA 的 差别 形成 了 对 易 
关系 . 
以 下 讨论 一 种 特定 形式 的 工 (zx): 


L( =i ME 3 3 (12.1.8) 
Tnt aan E " ë dl Tus 


其 中 zx 称 为 谱 参 数 , 下 面 计算 工 (x)COL(Co) 与 工 (u)COL(Cz) : 
wou (Ebel Dot bol 2 


0 


b 5 
+u 


£& c 

O OS A 
"n B o o 
yoo OQ. =" 


b 
0 
d 
0 
b? 
bd 
, (12. 1.9) 

db 

d? 


Tu! 


R& oo fF o 
oo "Ww & 
oo N wv 
sr o o 
& oc o o 


1 
1 
Liv) ® Liaw) = 1 | v! 
1 


(12. 1. 10) 


*u RM E UG RN o6 9 


a^ ab ba 
dogs ac ad bc 
ca cb da 
^ cd dc 
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由 于 谱 参 数 的 存在 ,它们 显示 了 区 别 . 但 因 工 除 谱 参 数 外 的 抢 阵 组 成 是 确定 的 ,在 以 上 二 式 
中 位 置 相同 的 矩阵 元 其 算 符 的 次 序 仍 是 一 样 的 .为 了 使 算 符 能 以 不 同 的 次 序 出 现 , 需 引入 置 
换 和 矩阵 


0 0 0 
0 9 I 9 
P= (12. 1. 11) 
0 19 0 
0 0 9 l 


容易 验证 ,将 P 自 左 方 作用 于 4X4 和 矩阵 上 ,能 使 第 2 行 与 第 3 行 对 调 .将 P 从 右 方 作用 时 ， 
能 使 第 2 列 与 第 3 列 对 调 . 定义 一 个 c 数 和 矩阵 及 ， 
R(u— v) = I + (u — v)P, 12.1.12) 


其 中 工 是 单位 矩阵 . ERA ZEE UG 77 4: 9IME FH X (12. 1. 9) 和 式 (12. 1. 100 E t TE VE E B 
阵 元 的 相应 位 置 上 产生 不 同 的 算 符 次 序 , 令 结果 相等 则 能 产生 出 对 易 关 系 . 演示 如 下 : 


R(u 一切 (Ca & L(v)) 


a 0 b 0 0 0 
a Ô 6 t H 0 8 
二 了 十 ul Tv! 
e 0 d 8 0 0 4 b 
c 0 d 0 c 
2 ab ba B Ll 0:09. 40 a 0 b&b 0 
ad & bd 全 2 0 c 0 4d 0 
Tag + (u— v) Tu! 
c da db o i 8G 0 0 « 0 6 
2 qd dc dt 0 0 I1 c 0. ‘a 
b 0 0 a? ab im 好 
ü O a B5 ca cb da db 
+o |y , 
c G R ac ad tk bd 
D ë iad 2 œd dc d* 
uw c0. 5: 0 & 9 90 
- 0 a 0 b ec d 9-0 
(L(v) @ L(u)) Rfu— vu) = I v' Ta 
c d 0 0 0 a b 
ec 0 d 0 c d 
? ab ba b? 100 ab 00 a0b0 2 m ab b 
ac ad be bd 00196 00ab codo ac bc ad bd 
Twy! + (u—v) Ty Tul Tulv! 
al cb da db 0 10 0 cd 0 0 0a0b ca da cb db 
ed dc d* 00 1 Ocd c 0 dc cd d* 
令 二 者 相等 ; 
RG —)LGO Q Lv) = LG Q Llu) R(u — v), (12. 1. 13) 


则 容易 验证 有 以 下 结果 : 
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0 [a,b] +6 [b,a]— b 0 
M——— [o,a]-- c [c,b]+d—a  [d,a] [d,b]—6| - 
[asc] — c [a.d] [b,.c]—d--a [5,d]--b 
0 [Ee —€ [d,c]--c 0 


| (12. 1. 14) 


R 中 谱 参 数 设 置 为 u 一 v, 使 得 式 (12. 1. 13) 左 右 双 方 各 自 有 8 个 矩阵 , 除 最 后 一 个 以 外 ,其 他 
7 个 之 和 正好 对 消 , 而 最 后 一 个 矩阵 的 相等 便 给 出 式 (12. 1. 14). 从 式 (12. 1. 14) 便 得 到 以 下 
HARR: 

[a,b] =—b, [a,d]-—0, | 


[asc]=¢e, [b,d] =—6, (12. 1. 15) 
[c,b] = a— d; [c,d] — c. 
式 (12. 1.18) 中 的 L(w) 是 一 种 选择 . 如 果 将 它 改 为 
Lin) = D pee ia el (12. 1. 16) 
则 得 到 以 下 对 易 关 系 : 
[a,b] =— b; [a.d] — 0, 
Lac] = th [bsd] al (22.1, 17) 


[c,b] = Aa — d; [esd] = Ac. 
量子 力学 中 的 算 符 都 可 以 用 来 实现 这 些 关 系 . 在 式 (12. 1.16) PR A=0,d=0, WH 
关系 式 (12. 1. 17) 变 为 


[asc] -— £3 [a,b] =— b; [c.b] = 0. (12. 1. 18) 
容易 验证 ， 
à im Pee C= d; b= e! (12.1, 19) 
dq 
uk 
w-—— — 462 (12. 1. 20) 
dg 


都 是 式 (12. 1. 18) 的 实现 ,只 要 qu p 满足 正则 对 易 关 系 [g,p] 一 i. 如 令 式 (12. 1.16) 中 4 二 1 
( BD IB) A) sO C12. 1. 8)) ,并 选择 
a=~—L,, bL, celo, d= (12. 1. 21) 
5k 
a=L;, b-L 4, c= Ly; d=— Lis (12. 1. 22) 
Wl 3€ C12. 1. 15) 4E OS 
[L55L4] =t Li» 
[LL] Bley 
在 建立 对 易 关 系 的 普遍 框架 中 ,置换 矩阵 起 了 重要 作用 . 今后 会 看 到 ,在 处 理 相互 作用 全 


同 粒子 体系 中 ,矩阵 忍 (zx) 会 有 重要 作用 . 下 面 着 重 讨论 一 下 置换 矩阵 . 置换 矩阵 式 (12. 1. 11) 


(12. 1. 23) 
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可 以 用 Pauli 矩阵 的 直 积 表示 出 来 , 它 是 


p= jüc-eGe ; (12. 1. 24) 
其 中 
cQaox=a' Horo Woo Wo. (12. 1. 25) 
注意 ,Pauli 矩阵 的 直 积 是 
1 = 1 
1 1 1 
éGe-|, [|e8vc- , e Ge = - 
1 EE 1 
ABS EIAS AB EIC OO, Wl) 
0 
r=| ， (12.1. 26) 


1 
在 式 (12.1. 24) 中 直 积 是 代表 不 同 空间 算 符 的 积 . 例如 两 个 自 旋 1/2 粒子 的 体系 ,两 个 自 旋 
算 符 作用 于 两 个 不 同 的 空间 . 如 果 标 明 粒 子 自 旋 的 Pauli BAH ei 与 o: ,体系 的 状态 用 
[A ) ) 等 表示 , 则 式 (12. 1. 24) 便 是 量子 力学 中 的 置换 算 符 


P= Ste, e 0;). 


为 了 演示 P 在 自 旋 状态 上 的 作用 ,将 P 改写 为 
= zu ji 6z + oie!) + elei |. C12 1, 27) 


很 容易 验证 ， 
有 


1 m. 
P Fiere Hout v rn ^», 


P|t^»—|lv**?» 


1 = —( - 
Paty | 44» Aor n | * $25. 


置换 算 符 恰好 对 两 个 粒子 进行 置换 , 它 作 用 于 三 重 态 波 函数 (对 称 ) 时 给 出 1, 作 用 于 单 态 波 


函数 (反对 称 ) 给 出 一 1. 置换 算 符 (和 矩阵 ) 有 一 个 重要 性 质 , 即 
P=], (12. 1. 28) 


两 次 置换 相当 于 全 同 变换 . 
再 回 到 式 (12. 1. 13).L(w) 的 辅助 空间 属 SL(2) ,与 自 旋 1/2 矩阵 表示 相 联 系 .LC(u) 


L(v) 涉 及 两 个 自 旋 空间 ,包含 了 P 矩阵 的 及 (wu 一 v) 对 两 个 空间 进行 置换 . 为 了 进一步 讨论 
式 (12.1.13), 将 它 写 作 和 矩阵 元 形式 : 
RG — ym Lu) Q LCV) mn = L) O Lu) s,m Ka—o,.u. (12.1.29) 
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4B [E368 MAS A+. 00] 2X2 48 UE L 写作 
= L4; j 
iod E^ ld 
TI HIC C12. 1.7) 将 直 积 的 矩阵 元 用 工 的 矩阵 元 表示 ,有 


Re — 9), 4L GOL GO, = L) mL G2, R Ct — v), (12. 1. 30) 
引入 新 的 矩阵 RGO : 


RE = Rs (12.1.31) 
式 (12.1.30) 可 以 写作 三 个 4X4 和 矩阵 的 乘积 ， 
1 2 
RG DLL e LGXLGORUC-—39. (12.1. 32) 


其 中 
Léa = Oi 


LG — FRLG): 
I 是 2X2 单位 矩阵 . 式 (12. 1. 32) 的 证 明 如 下 ,将 它 用 矩阵 元 形式 写 出 : 


} 2 
R(u — v) Llu) L(Vv)= RG — 905, (LGO O D. I 69 LOU, 
—R(u—;.LGO49,04,L (v), 
= Ru — vs.mL Cu) mL Cv) u 


LC) LG)RG — 0) = (GIG) LG) 4. LC) Q Dm RGC— v), 
= Sin Cv) ,L Ct) me BR CU — Din 
= Llu), L (Cu) sR Cu — v)..u 
将 以 上 自由 指标 i 与 7 对 换 , 右 端 求 和 指标 (n,5) 换 为 (m,n), 即 为 


Rt — VimL GO, 4L GO, = LCV) ig Le CAD FR Ct = V) pn ct» (12, 1. 33) 
将 它 和 式 (12.1. 30) 比 较 , 就 看 到 式 (12.1. 31) 中 R 与 R 的 关系 . 将 R 的 矩阵 形式 写 出 : 
1 1 
= 2 1 1 
R = I+uP = 1 tu 1 
ji 1 


A ito EE A REE GI; ED 5j Gi, kL) 对 换 ,就 是 R 实际 上 这 只 涉及 第 二 行 及 第 三 行 对 换 ， 
其 第 一 行 的 元 素 是 (十 十 ; RD ,第 二 行 的 元 素 是 (十 一 ; BD ,第 三 行 的 元 素 是 (一 十 ; kD) W 
四 行 的 元 素 是 (一 一 ; RD. RA 
1 1 
R= +u = P+ul, (12, 1. 34) 


1 1 
亦 即 
R= PR,R = PR. (12. 1. 35) 


MRAR WAH 0 的 元 素 看 , 它们 是 (以 并 为 例 ): Riju = Rasa Roa Ris 
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CONO Mu; + ,R 一 ?一 一 。 
共同 特点 是 i 十 j 一 上 十 !, 以 后 会 看 到 它 反 映 了 自 旋 守 人 恒 . 132 Ps 312 
ME P 交换 的 对 象 是 多 个 自 旋 ( 或 多 个 粒子 ) 中 的 两 个 ,就 。， 


需要 标 出 它们 的 标号 ,例如 Pi 表示 粒子 1 与 2 的 交换 . 置换 算 Pus 
符 的 重要 性 质 是 123 32.1 
| Pj; Pj P = P23 P13 Pir. (12. 1. 36) Pi Py 


它 以 图 12. 1 表明 . 粒子 (1,2,3) 先 经 Pa: BA Pu ,再 经 Puik 213 Py 23, 
到 (3,2,1). 它们 也 可 先 经 Pis ,再 经 P, 再 经 Ps 达到 同样 状 io 式 (12 1. 36) 的 说 明 
态 .同样 还 可 以 证 明 
P4P,5(1,2,3) = P4(2,1,3) = (3,1,2), 
| PisP;s(l1,2,3) = Pi3(1,3,2) = (3,1,2). 
故 有 Pa Pe 二 Pis P425. 总 括 结果 如 下 : 


Pa Pi = Py3P23 = PPn, (12. 1. 31) 
Pa P = PuPu = Pi Pos. (12. 1. 38) 

由 于 R(wu) 与 PP 有 线性 关系 ,R 也 应 满足 类 似 关系 : 
Ru)is ROut vs Rv)ss = RG)4RG + 001 RGO1. (12. 1. 39) 


直接 计算 就 可 以 证 明 . 
Rw) we RG 4 v) Rode = Cut Pi (Cut v) + Ps (vt Pos) 
= uvlu + v) +v(utv) Py, + woP; + ulut 9)PA 
+ Gc v) P5 P23 + uP 12 Pi + uP is Pes + Piz Pis Pa. 

Al ist (12. 1. 38D 得 以 上 v 5 v 线性 项 vP Pi c uPi; Pa =(utv) Pi Ps. 再 考虑 到 
xt (12. 1. 36) ,结果 和 式 (12.1. 39) 的 右 端 相同 .R(x) 是 置换 算 符 的 推广 . 作用 在 自 旋 空 间 它 
与 卫 满 足 类 似 的 关系 ,只 是 在 不 同 空间 有 了 不 同 的 谱 参数 ,并 且 LRCu) 了 天 工 以 后 可 以 看 
到 , 谱 参 数 具 有 动量 的 意义 ,因此 R(w) 的 解 具 有 动力 学 内 容 . 以 上 我 们 从 一 个 简单 的 RCo) 
形式 式 (12. 1. 34) 推 出 了 方程 (12.1. 39). 方 程 (12.1.39) 有 多 种 形式 的 解 , 式 (12. 1. 34) 是 最 
简单 的 形式 . 实际 上 方程 (12. 1. 39) 具 有 非常 普遍 的 意义 , 它 就 是 杨振宁 -Baxter 
Jr fg ^. 


12. 2 RIT 关系 


上 一 节 讨 论 的 工 (x) 辅 助 空间 是 2X2 矩阵 ,从 而 R(u) 和 矩阵 是 4X4 48. 实际 上 辅助 空 
间 可 以 是 任意 维 的 ,例如 开 (z) 是 MXM 矩阵. 相应 地 R 即 是 M? XM 矩阵 .在 显示 矩阵 及 的 


置换 作用 的 式 (12. 1. 32) 中 ,L(w) 与 L(w) 分 属 不 同 的 空间 ,而 RC(u 一 作用 于 两 个 空间 上 . 
在 物理 问题 中 会 出 现 具有 许多 格 点 的 体系 . 每 个 格 点 上 的 力学 量 ( 算 符 ) 满 足 通常 的 对 
易 关 系 , 但 不 同 格 点 上 的 力学 量 彼 此 对 易 .矩阵 L(u) 可 以 在 各 格 点 上 定义 ,例如 在 格 点 7 上 
HERE L, GO , 它 的 矩阵 元 是 了 格 点 上 的 算 符 . 不同 格 点 上 的 算 符 对 易 , 因 此 
[L*GO,Lz(0]-90, FEE (19.2.1) 
a,b 与 c,d EBL 辅助 空间 的 矩阵 元 指标 ,作为 矩阵 L; (OS L,(v) 一 般 是 不 对 易 的 .对 NN 格 
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点 体系 工 (z) 推 广 为 T(zx) ， 


Tlu) = Lys GOLy a GOL; GOL; Cu) = Ico. (3.2.2 
记号 上 的 箭头 表示 二 矩阵 的 次 序 . TO) 称 为 整体 转移 矩阵 , 式 (12. 1. 32) 给 出 的 


t 2 2 
R(u—v) L(u) L(v) -2LGOYLGORG —2) X X I 
Ru — jm TCU) me T GO, = TO) jon T Ce) ig RC — uu» (12. 2. 3) 
其 矩阵 形式 是 


R(u—v) Tlu) T(o) = TG) TGOR(G — v). (12. 2. 4) 
对 式 (12. 2. 3) 的 证 明 , 可 以 先 证 N=2 的 情况 : TGO =L: GOL; GO. XX (12. 2. 3) 左 方 为 
R(u — 0) jS L2 GO s L1 CW) gle Co) wl Cw) a. 
利用 不 同 格 点 算 符 对 易 将 L 与 五 各 自 的 矩阵 元 颠倒 次 序 , 然 后 利用 式 (12. 1. 330 3€ RLL 
写 为 LLR , 左 方 即 为 
Le CO) La l)a R CU — vm Li (aL CO) 
= LCU) jm doe Ct) inde CO) re Le C06) eR C — 0) tt 
= Lo Cv) mLa CO) Lz Ct) ge Ct) eR CU V) ,nu 
= Tv) jm T(t) aR CU — V) sent 9 
iE 3X 02.2.3» MAW. 证 明 N=2 的 情况 下 式 (12. 2. 2) 满 足 式 (12. 2. 3) 后 ,将 TO wR 
上 另 一 格 点 的 工 (zw) 和 矩阵 ,用 同样 办 法 可 以 证 明 N=3 的 情况 正确 , 依 此 类 推 , 可 证 一 般 情 况 
正确 . 式 (12. 2. 3) 称 RTT 关系 . 和 式 (12.1. 30) 相 比 ,只 是 将 王 换 为 了 汪 表 征 一 个 格 点 处 的 
局 域 关系 ,而 RTT 关系 表征 整体 关系 . RIT 关系 是 杨 -Baxter 系统 理论 中 的 基本 关系 式 ， 
也 是 联系 物理 学 中 模型 的 出 发 点 . 
给 定 R(u) ,求解 RTT 关系 是 指 寻 找 满足 RTT 关系 的 了 和 矩阵 的 矩阵 元 ,它们 可 用 量子 
理论 中 基本 算 符 表示 出 来 . 上 一 节 的 简单 例子 中 , 式 (12. 1. 8D L Cu 58 Fe f 3E 3 


式 (12. 1. 21) 是 
i O L; | a 
L = | ] xil I (12.2, 5) 
Cu) aü +u L, E 


TW EGER REER) =u +P MEH RTT 关系 .将 工 改 写 为 $: 
i =e la, Aio, 


则 用 Pauli 矩阵 o nf H L GO SE 

LG) = I+u'Se, (12. 2. 6) 
S & Hilbert 空间 的 算 符 , 而 o 58 Bh 2 (e] 694€ PE. 将 量子 力学 算 符 $ 以 及 相应 的 LC(u) 定 义 
在 各 格 点 上 , 则 有 

L(u) = It u^! Se, (12, 2. 7) 
S; 的 对 易 关 系 是 

[St St] = ieS. (12, 2. 8) 
L; Cu) Sy Jy si St BE. 整体 转移 矩阵 是 

TG) = U +u Sno) (T+u ! Sy.,50)* (I7 u ! Sie). (12. 2. 9) 
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利用 
0,05 一 Sop 十 IEopray 
可 将 T(w) 展 开 , 得 
N 
T(u)— I--u! ( 9s, je Tu? (1 >) €, S:SÍo, 4. > S,S, Es eos 
j=l pego pkgk 


=I +u Sø +u’ 3 S, X So tu? 3 SS+, (12. 2. 10) 


Jrk. JAk peg 

其 中 5 = 258, 为 总 自 旋 . 

以 上 是 从 局 域 转移 矩阵 工 (x) 出 发 ,构造 整体 转移 矩阵 T(x), 并 证 明了 RTT 关系 
式 (12. 2.4) 成 立 . 但 一 般 RTT 关系 ( 式 (12. 2. 4)) 的 解 , 却 不 一 定 总 能 分 解 为 局 域 转移 矩阵 
HY Fe FR. 

整体 转移 矩阵 式 (12, 2. 9? RT WB u 860276523 R12. 2. 10), 也 可 能 是 x ' 的 有 限 
阶级 数 ,核心 是 当 给 定 R 矩阵 时 ,能 解 出 Tu). 

RTT 关系 是 在 给 定 R(w) 人 情况 下 对 转移 和 矩阵 TT 的 限定 条 件 , 而 R(w) 的 “给 定 ” 也 是 有 条 
件 的 , 它 必 须 是 杨振宁 -Baxter 方程 的 解 . 


12.3 杨振宁 -Baxter 方程 


上 一 节 从 一 个 简单 的 RGO-—P-- ul 出 发 ,考虑 在 不 同 空间 上 按 一 定 次 序 作 用 以 R 算 
符 , 其 结果 应 该 自治 ,得 出 杨 -Baxter 方程 (YBE)( 式 (12. 1. 39)), 但 方程 普遍 的 正确 性 不 应 
依赖 具体 的 RGO. 由 于 要 考虑 多 个 空间 ,将 RTT 关系 式 (12. 2.4) 略 作 改 变 , 写 为 


1 2 2 1 
Ri; (u, — uz) TGa) TGi) = TGu) TGa) Ry Ga — w). (12, 3. 1) 
1 2 3 
A NS E f HE BAT Cu ) TC) T Cus 2. 对 它们 的 辅助 空间 而 言 , 应 满足 矩阵 的 结 
ef. 
1 2 3 l 2 3 
Tu ) (TC) TCu:)) = (Tlu) T(u;)) TC(us), (12. B, 2) 


这 一 个 普遍 的 要 求 导致 RGO 4758 IE YBE. 
由 Rs (ww 一 us)( 式 (12. 3. DOR (wi 一 ws);， 易 得 


urn Tin) Tn) Tend Ten Ra s iehi (12.3.3) 
并 注意 Rv ,RE 只 作用 在 空间 1,2, 因 而 与 工 对 易 ,同时 用 结合 律 ,在 诸如 TTT 乘 积 中 不 再 用 
括号 . 在 以 下 证 明 中 暂时 略 去 R; (u; — új ) UET u) PHRSR. 从 Ros Ria Riz TTT 开 始 ,用 
RTT 关系 ,以 及 Re STHA , CAH Ry Ris TITR. 再 同样 处 理 前 两 个 因子 Re 和 Ris ,最 后 
得 

Rz Ruy Rz T T T = TT TRaRRv. (12. 3. 4) 

再 用 
[RRR]? = Ri Ri Ri » 
将 上 式 左 方 作 用 于 式 (12. 3.4) 左 方 ,上 式 右 方 作用 于 式 (12. 3.4) 右 方 ,得 
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i 123 
CR RaRa] Res Riz Ry; T TT = TT TUR: Ro Res |) Rea Ris Riz» 
这 正 是 
0123 
[RaRa Rs) ! Ra RR TTT] = 0. 


由 于 TTT 是 三 个 空间 矩阵 的 乘积 ,与 它 对 易 的 只 能 是 常数 c, 亦 即 
RaRgaR; 一 cRüRuRa. 
对 三 个 空间 抢 阵 乘积 取 行 列 式 , 用 detABC= detA detB detC, 即 可 确定 c—1. Ast 
Ri Ga; — uz ) Ris Cu, 一 za)R2 (u2 — u) = Raz (uz — us) Ri Gu — uu) Riz (ui — uz)» 
(12. 3. 5) 

WEB SEH. 35 (12. 3. 5) 是 个 较 抽 象 的 形式 ,辅助 空间 标号 1,2,3 实际 上 是 矩阵 元 标号 演变 来 
的 .和 RTT 关系 式 (12.2.3) 相 比 ,现在 的 式 (12. 3.5) 应 该 写作 

RGOZRCGu + DER m = RODER (u T DTR t) m. (12. 3. 6) 
式 (12.3.6) 中 已 将 一 wz yt 一 ta suz — us 分 别 改 写作 yu 十 v,v, 注 意 到 (wi 一 wuz) 十 (wz 一 us) 二 
u, — us ,原来 矩阵 指标 Ry ome BUS RT 535 (2.3. 60 40r 2f AE — P 5B BE B3 3A. 若是 那样 ,就 应 
该 只 有 两 个 自由 下 指标 和 两 个 自由 上 指标 . 式 (12. 3. 6) 左 右 方 各 有 三 个 自由 下 指标 gk, 
三 个 自由 上 指标 prs. 其 他 的 1,m,n 是 求 和 指标 ,一 个 上 指标 与 一 个 下 指标 求 和 . tec 
是 ,左右 双方 都 是 作用 于 三 个 了 和 矩阵 乘积 , 它 有 上 、 下 指标 各 一 . 这 些 指标 “消耗 ”了 三 
乘积 的 三 个 下 指标 和 三 个 上 指标 . 式 (12. 3. 6) 与 式 (12. 3. 5) 的 关系 正如 式 (12. 2. Ws 


3£ (12. 2.4) 的 关系 . 相应 的 RC(u)* — RC ,满足 


RG07 R(u 4-002 RD = RO ROu+ 97 RWS. 12,3, 
用 空间 标志 的 关系 是 
Ry (u) Rs (u +v) Ry (u) = Řn (vo) Ry Gr v) Res G2. (12. 3.8) 


为 了 了 解 用 空间 记 法 与 用 和 矩阵 指标 记 法 的 一 致 性 ,可 以 用 图 示 法 , 见 图 12. 2 中 


让 (wD* 表 示 一 个 具有 内 部 自由 度 : 的 粒子 与 一 个 具有 内 部 自由 度 j 的 粒子 以 相对 快 度 ?u 
发 生 磁 撞 , 磁 撞 后 的 内 部 自由 度 分 别 变 为 上 与 1. 如 果 这 个 自由 度 是 自 旋 , 则 自 旋 守恒 要 求 
:十 1 二 十 1. 图 中 标 出 空间 I 与 工 碰撞 后 末 态 粒子 i,k 分 别处 于 空间 工 , 工 , 线 交叉 表示 碰 


撞 . 玉 一 的 表示 与 尺 不 同 之 处 在 于 两 条 粒子 空间 线 的 交叉 不 同 . 这 是 个 约定 问题 . 现在 的 约定 
是 ,在 六 中 未 态 处 于 空间 | WEL. MR SEHR. 这 是 由 研一 一 工 决定 的 . 从 图 12. 3 BR, 


玉 -: 两 条 线 , 一 条 总 在 另 -- 条 上 面 . 因 此 可 以 把 它们 拉 开 ,最 后 成 为 两 条 平行 线 ， 根本 没有 磁 
撞 ( 工 ). 这 类 图 形 的 性 质 仅 依赖 于 交叉 点 的 数目 以 及 交叉 为 上 交 (overcrossltng) 或 下 交 
(undercrossing) 性 质 . 在 不 改变 交叉 数目 而 将 线 连续 变形 ,是 一 种 拓扑 变换 . 上面 列举 的 性 


质 是 拓扑 性 质 , 而 ji-:! 或 玉 :及 与 工 拓扑 等 价 . 注意 R 一 PR. 


RTT 关系 
R(u ——7TTGORLT(G), = TGO7T GO?R Cu — vm 


p 在 相对 论 运动 学 中 ,质量 为 m IUNCTI BE Ee RC p 之 间 关 系 为 sz 一 办 十 zz. 因此 可 定义 快 度 u Me= 
mcoshu, p= msinhu. 在 v&c 时 x B IE XE BE v. 
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(a) (b) 


12.3 RDR GO =1 的 图 示 


可 用 图 12. 4 表示 . 图 中 的 两 个 交叉 分 别 代表 RT (wu 一 wv) 与 Rz (wu 一 v) ,已 在 图 12. 2 中 解释 
过 . 左 图 中 Re T 与 T4 上 ,使 粒子 1( 快 度 SUR S Hm BHR OCR dn 
变 为 1, 虚 线 代 表 景 子 空间 指标 ,未 标 出 . m 与 n 是 求 和 指标 . 右 图 的 诠释 与 左 图 类 似 . 它们 
相等 的 含义 是 : 将 左 图 的 虚线 连续 移动 ,在 不 改变 图 的 拓扑 性 质 情 况 下 就 成 了 右 图 . 


12.4 RTT 关系 


求解 问题 的 过 程 是 , 先 解 YBE ,得 到 一 种 解 Ru). 然后 对 给 定 R(u) 求 解 RTT 关系 , 即 
得 到 T(w) 和 矩阵 的 各 和 矩阵 元 作为 基本 量子 力学 算 符 的 实现 . 这 种 表示 要 做 到 使 T(w) 作 为 wu” 
展开 到 某 一 阶 ,满足 RTT 关系 , 式 (12. 2. 10) 给 出 这 种 表示 的 一 个 例子 . 

RTT 关系 的 重要 性 是 它 不 仅 给 出 对 易 关 系 , 还 给 出 量子 系统 的 守恒 量 , 包 括 Hamilton 
量 , 即 规定 系统 的 动力 学 . RTT 关系 是 L. D. Fadde 1 及 其 合作 者 在 建立 二 次 量子 化 反 散 
射 方法 时 提出 的 .此 后 经 V. G. Drinfeld5s 阅 进一步 发 展 成 新 型 对 称 性 理论 . 


12.4 守恒 量 集 合 ,Hamilton & 


在 力学 中 ,只 要 知道 系统 的 所 有 运动 积分 ( 即 守恒 量 ), 这 个 系统 就 称 为 完全 可 积 的 . 在 
量子 理论 中 ,相应 的 系统 称 量子 可 积 系统 .在 12. 2 节 中 引入 的 转移 矩阵 与 守恒 量 族 有 和 密切 


关系 . 用 及 表示 的 RTT 关系 是 式 (12. 1. 29) : 
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R(u— v)(T(u) Q TG) = CFG) (9 TG) RG — v). (12. 4. 1) 
RHA REE EER | BOR 
T(u) @ Tlv) = K^ Cu — v) (TG) Q TG) RG — v). 


由 于 trCAG9B) — trA tB, EX WARM. A 
trT(u)trT(v) = trTCo)trTCu), 


Bp 
[trTG2 ,trT(v) ] = 0. (12. 4. 2) 
定义 
rlu) = trT(u) = Asp ipt , (12.4. 3) 
Ax (O2. 4. 2) AIR 12. 4. 3218. 
Co peo” ] = 0, (12. 4. 4) 


ERAZ. 4. 3) 中 未 规定 wn 求 上 下 限 ,这 取决 于 RTT KAR T(u) 的 形式 .有 时 O<n<co, 
有 时 上 限 是 正 整数 ,一 般 n 可 以 对 一 吕 一 十 吕 区 间 求 和 . 

以 上 的 讨论 表明 ,知道 了 T(zx) 的 物理 实现 , 取 其 矩阵 迹 再 对 谱 参 数 展开 ,就 得 到 系统 的 
所 有 守恒 量 v0 ,它们 彼此 对 易 . 可 以 选择 其 中 某 一 个 或 几 个 的 线性 组 合作 为 Hamilton 量 . 
这 种 选择 往往 以 物理 意义 作为 导 引 , 它 的 经 典 极限 也 可 以 提供 参考 . 此 外 ,满足 RTT 关系 
的 系统 一 定 是 量子 可 积 系统 . 虽然 在 具体 实现 时 并 不 很 简单 ,但 理论 构架 却 是 十 分 确切 而 简 
洁 的 . RTT 关系 不 仅 给 出 力学 量 的 对 易 关 系 ,还 给 出 守恒 量 的 完全 集合 ,并 且 判 断 出 系统 的 
量子 可 积 性 . 

EH riu ' 展 开 至 无 穷 阶 ,就 有 无 穷 多 守恒 量 . 经 典 一 维 孤 子 解 有 无 穷 多 守恒 量 , 这 
里 粗略 说 就 是 它 的 量子 对 应 . 展开 式 止 于 有 限 阶 时 ,守恒 量 的 个 数 就 是 有 限 的 . 它 的 数目 由 
系统 自由 度 具 体 地 确定 . 

作 展 开 时 可 以 用 trT(w) ,也 可 以 用 In trT Cu). 对 长 程 相互 作用 的 一 维 格 点 模型 有 特定 
的 方式 . 下面 讨论 近邻 作用 的 Toda 格子 .在 第 ”个 格 点 上 的 局 域 转移 矩阵 是 

L,(u) = ls MZ u Ea sia (12.4. 5) 

整体 转移 和 矩阵 是 


0 
Ẹ 2 i — pi em 
eve P i 12.4.6 
ip jJ = 0 J} ee 
以 下 计算 TCu) 按 zx: 展开 的 低 阶 赛 次 ,并 取 迹 : 
trT(u) = As +u A; Hu” A: +e, (12. 4. 7) 


其 中 


N 
A; EE 21 fe 


n=] 
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N N—1 
Ar = 3) pape Xie, 
"menm n=l 


其 中 A, 的 计算 如 下 : 给 出 u^ TAS AAAS. 对 周期 边界 条 件 , 如 果 
它们 相 邻 ,给 出 的 是 M bua b. 十 >)exp[iCew 一 9,2]; 如 果 它 们 不 相 邻 ,矩阵 之 间 会 有 


1 g 
[o o] IRIE D) purs. 为 了 得 到 与 经 典 的 对 应 , 先 取 ln eT GO BERE RT. 


ee m is T 


式 (12.4.7) 中 相应 的 z 是 
=y tA, +u ?A, e, 
因此 有 
In fr) gA (A: = IA )+ - 
a Pr EE Aeon, 

由 于 一 十 A -—l(3)»)' =— >) pada — 21 vhs WS A, 第 一 项 抵消 ,于 是 守恒 量 
是 

P. 


oo -— 
N 

df e >} €zz 十 ea? ) (12. 4. 8) 
n=l 


其 中 P 2 Mah, H Æ Toda 格子 的 Hamilton Jt. YE H 中 格 点 相互 作用 只 涉及 近邻 . 若 在 
L 5 1 0 
选 局 域 转移 矩阵 时 不 用 | 、 .| 而 用 | 。 | | , 便 出 现 长 程 相互 作用 

以 上 描述 的 方法 可 以 总 结 为 三 个 步骤 : D AE Ru) , 求 出 转移 矩阵 L(u); © Lu) 
赋予 格 点 指标 Le G0 ,形成 整体 转移 矩阵 TG = [|L u); O 将 i TGO RE In trT(w) 展 成 


x ~: 的 守 级 数 , 各 阶 系数 就 是 守恒 量 . 这 个 普遍 的 方法 是 Faddeev 等 在 量子 反 散 射 方法 中 首 
创 的 . 在 一 些 特定 情况 下 ,可 以 直接 从 RORY Hamilton 量 ,方法 就 大 大 简化 了 . 
矩阵 L(w) 的 每 个 元 素 都 是 Halbert 空间 的 算 符 . 若 取 式 (12. 1. 33) 在 量子 态 a,b 间 的 
矩阵 元 ,结果 将 是 
RGOT CL, (ut 9))1 (Le (oh = (La CUT (La Cu HoR Cu). (12.4.9) 


定义 矩阵 及 (z) ; 


Riw™ = RGOT, (12. 4. 10) 
它 将 R 的 两 个 后 指标 交换 ,而 R 则 是 将 R 的 两 个 前 指标 交换 . 再 定义 一 个 矩阵 
RGOZ = (La (u)):, (12. å. 11) 


它 的 指标 既 来 自 辅助 空间 矩阵 元 指标 (n,t) ,又 来 自 Hilbert 空间 指标 (a,c). 3X (12. 4, 9) fl 
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可 以 写作 
RGOT RG 4-2 R G8 = Rw)" R ut 97 Rs, (12. 4. 12) 
Al YBEGR (12. 3.7)) 相 比 ,发 现 R 满 足 的 方程 与 有 相同. 因此 它 最 简单 的 解 便 是 


R(u) = RG). (12. 4. 13) 
在 一 个 特定 情况 下 , 当 辅 助 空间 指标 i,j,k&,… 与 Hilbert 空间 指标 取 值 范围 相同 时 ,还 可 以 
用 R 定 义 整体 转移 矩阵 : 
(T Ci = (Las Ce) it (Lua, Cu) Dit Las Cu) Diner , (12. 4. 14) 
其 中 
a = (aisar, san), b= (by bi e sbn). 
x12, 4. 14) tH Hilbert 空间 指标 是 与 格 点 有 关 的 , 格 点 间 没 有 求 和 ,而 辅助 空间 则 是 NN 个 
矩阵 相 乘 ,因此 有 指标 求 和 .用 定义 式 (12.4.11), 有 
(T? Cub ives = Ruhe RGo*b + RODi, (12. 4. 15) 
RTT 关系 是 
RG — v) CT (aw) Q T? (05) = CI? Cos Q T? (u)*) RG — v). (12. 4.16) 


由 于 RR 是 置换 辅助 空间 指标 的 , 故 Hilbert 空间 指标 不 受 影 响 . 关系 式 (12. 4. 16) 的 图 示 是 
图 12.4 的 扩展 , 示 于 图 12. 5. 图 中 ai 56, 均 为 自由 指标 . 令 一 个 图 的 虚线 平移 越过 交叉 
点 ,各 线 保持 距 交 叉 点 远近 次 序 , 便 成 为 男 一 个 (相等 的 ) 图 . 对 辅助 空间 求 迹 ,得 

(2? (5)?! tr (TM Ca)! = (TM Cu) ra 


= Rao^s Roots - RD RODi. (12. 4. 17) 


!2?3 


N-1 


i 
an 


图 12.5 RTT 关系 图 示 


在 YBE fet , JH RCGu —0) — E, MER 
Ru = 0) = 1, (12. 4. 18) 
FAAR-SR7E YBE 意义 下 没有 差别 . ^4 Hilbert 空间 指标 与 辅助 空间 取 值 范围 相等 时 ,利用 
ROY = aG Dhe = 8,48. 
其 中 R 是 M? XM 矩阵 ,I MXM HR ERE I 18 
(T Cudt}h = 8 oz * 0202 ee e Ty SA, = Sal Dat des cro, (12. 4. 19) 


2N Kronecker 8 N+ Kronecker 8 


(T™ (uae = = õa! az eee Òa ài. (12. 4, 20) 
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于 是 有 
Sag od) = Ce Gat S Go cs 
dn et du u=0 
N d 
= 27 (9 d Bey Ge Roth NL (12. 4. 21) 
用 空间 直 乘 形式 写 出 ,有 


N (1) (2) D d R(u) 6» 


di, o» A T 
元 lnr (a) |o 2; IG9169--69 IQ zm 


G9) p» G PUT 9 Im. 
uD 


(12. 4. 22) 
3X (12. 4. 22) 给 出 的 是 Inc Cu) Xf. u 展开 的 一 阶 系数 ( 算 符 ). 有 些 模型 就 是 取 它 为 
Hamilton 量 . 按 这 种 选择 , 式 (12. 4. 22) 就 给 出 “局 域 "Hamilton REUS 


Hin = E f aye lions (12. 4. 23) 
而 系统 的 Hamilton 量 是 
H = 3 Has: (12. 4. 24) 
HFR SR) KE YBE 的 解 , 也 可 以 选择 
Ha = E RO Lua. (12. 4. 25) 


以 上 的 讨论 证 明了 ,对 一 类 可 积 系统 , 它 的 量子 空间 维 数 与 辅助 空间 维 数 相 同时 ,例如 自 旋 
1/2 的 态 空间 与 辅助 空间 维 数 均 为 2 时 ,再 选 lnr(w) 的 一 阶 展开 系数 为 Hamilton 量 , 则 不 
必 从 头 按 Faddeev 等 创立 的 步骤 执行 . 只 要 选 好 YBE 的 解 ,将 它 局 域 化 , 取 对 u 的 导数 , 然 
后 设 u=0,80% Hamilton Ht. 
由 于 六 (zx) 和 矩阵 是 将 两 个 相 邻 空间 进行 置换 ,而 最 简单 的 解 及 = IH uP 在 格 点 情况 下 就 是 
Rut? = 14+ uP ini. 

R 的 一 阶 系数 就 是 p ,因此 

Hs > = Pas. (12. 4. 26) 
置换 算 符 式 (12. 1.26 LE BE 1/2 时 可 表示 为 


Phat = icem. 


即 得 到 
N 
H=5 Itoo). (12. 4. 27) 


i=l 


这 是 各 向 同性 Heisenberg 链 模 型 的 Hamilton ft. 在 自 旋 不 是 1/2 时 ,用 自 旋 算 符 表示 
P. MEBRT. 以 上 方法 大 体 适用 于 近邻 自 旋 相互 作用 的 链 模 型 . 

最 后 ,对 谱 参 数 展开 作 一 点 补充 .上面 提 到 过 将 rT (uw) et un !' 作 展开 ,在 以 上 简便 方法 
中 ,是 取 的 一 次 项 .由 于 RTT 关系 ,如 在 R pu ERK, TE u HEKER ROK 
一 样 . 物理 中 许多 问题 是 和 某 些 解 析 函 数 的 极点 以 及 在 极点 处 的 留 数 有 关 的 . 因此 需要 得 到 
Laurent 级 数 , 这 便 是 以 上 两 种 选择 的 原因 . 如 果 函 数 到 处 解析 ,在 物理 上 便 成 为 平庸 了 . 

本 节 相 关内 容 可 参阅 文献 [1],[21,[8]~[11]. 
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12.5 量子 行列 式 , 余 乘法 


当 辅 助 空间 为 SL(2) 时 ,转移 矩阵 TGO dE 2x2 BK, HERETER R. 对 于 一 个 c 
数 和 矩阵 ,其 道 矩 阵 与 矩阵 的 行列 式 有 关 . 因此 ,需要 找 出 转移 矩阵 的 相应 “行列 式 ”, 它 应 能 和 


任何 矩阵 元 ( 算 符 ) 对 易 . 这 个 “行列 式 ” 记 为 detT(z) , 称 为 量子 行列 式 ; 


detT(u) — Tn Cu) T5; Cu = 1) = Ti; (a) Tx Cu = 1) 1 £12. 5. 1) 
它 满足 
[CdqetT(x) , T4 Cv) ] = 0. (12. 5. 2) 


在 证 明之 前 , 先 要 导出 一 个 关系 ,在 RTT 关系 
RG — v)(T(u) Q TC) = (T) @ TG) RG — v) 


中 , 取 
R(u) = I up, 
并 用 置换 矩阵 P. 的 表达 式 
P4 = 8%, a,b,c,d = 1,2. (12. 5. 3) 
RTT 关系 给 出 


(Qu — OLT, lu), Tar 0) ) + To Ca) Ty (0) — Ty (0) Tig (u) = 0. (12.5. 4) 
在 式 (12. 5. A) a=b,c =d, BSBA u 与 v 是 任意 的 ,有 
[了 0] 一 0。 (12. 5. 5) 
为 了 证 明 式 (12. 5. 2), 先 取 一 个 矩阵 元 Tu 为 例 . 用 式 (12.5.5), 有 


Er 
—[Tu GO. Ta CO Tn Cu — 1) — Tu GO[Ta Gc— 20, Ta Cv) ]. 
将 式 (12. 5.4) 给 出 的 [Tu C D T4 (00 J Cu 9— 1) 7 CT CO Ty GO — T, Cu) Ty GO) AR 
AER, WA 
[detT Cu), Tu Co) ]= (u— v— D^ Tu Go) (Ti CO Ta (uv — D — Tu Ge — D Ta CoD 
— (u— v) (Ty GO) Ti GO — Ty G) Ty GO) Tu Cu — 1) 
— (u—v—1)^ Talu) (Ty CO Ta (4 —1) — Tu Cu — 1) Ta C9) 
= (u—v—1)"'(u—vwyY'((G —w[TuiG). Ti; G2] 
+ Ti GO Ti; CO — Ty GO Ti; GO) Ta Cu — I) 
zm Ü 


最 后 一 步 是 式 (12. 5. 人) 中 6 二 c 二 1,4a 一 1,d 一 2 的 结果 ,类似 地 可 以 证 明 detT(x) 与 所 有 T(v) 
的 矩阵 元 对 易 ,detT(z) 显 然 也 和 trT(v) — Ty (o) + Tz GO EH : 


[detT(u) trT(v) ] = 0. (12. 5. 6) 
T, (1s) flüdetT Cu) TRAE JEJE . 
Talu) = 1+ 9v" TS, (12.5.7) 


n=l 


detT(u) = C, + DuC. (12. 5. 8) 


n=] 


12.5 量子 行列 式 , 余 乘法 471 


式 (12. 5. 2) 给 出 

[GT = 0; (12.5.9) 
必 有 

[C, x” ] — 0. (12. 5. 10) 
(C, 构成 一 族 守恒 量 ， 

[C65] 三 .05 (12. 5. 11) 


3F 55 (ce } 对 易 ; 不 同 的 是 ,C, MTS 对 易 ,而 cM TZ" 不 对 易 . 注意 ,守恒 族 是 由 彼此 
对 易 的 集合 构成 的 ,原则 上 并 不 要 求 与 TP HD. 有 些 模 型 的 Hamilton 量 是 与 C, 相 联系 
的 ,有 的 则 与 =” 相 联系 


由 于 detT(w) 与 TAX BIBLIA CTGO2 7 


Tz: (u— 1) Soe ee 
— T3,(u— 1) Tu Cu — 1) 


在 定义 det 时 用 了 wu 一 1, 实 际 上 用 u—aCa 为 任意 常数 ) 是 一 样 的 . 


Yangian ff] 5j —/- EX Je 48 3E IE (co-product). 它 是 一 种 运算 “1 , FH A 表示 . 它 作 用 于 
两 个 算 符 之 积 时 满足 


(Tu) = (dev | (12. 5. 12) 


ACAB) = ACA) ACB), (12. 5. 13) 
它 作用 于 转移 矩阵 的 算 符 元 素 时 定义 为 
ACT,) = SOT, GT, = 1, @ T, (12. 5. 14) 
用 直 积 表示 算 符 分 属 两 个 独立 的 量子 空间 . 当 Bose 算 符 直 积 相 乘 时 有 
(A @ B)(C@ D) = AC QBD, (13.5.15) 


两 个 空间 分 别 保持 算 符 次 序 . 余 乘 法 的 定义 保证 A 运算 作用 于 T(x) 元 素 算 符 乘积 上 时 ,保持 


RTT 关系 在 量子 空间 的 张 量 空间 也 成 立 . 车 选择 R= 二 I 十 uP RTT 的 具体 形式 就 是 式 (12. 5. 2). 
以 下 证 明 这 个 关系 在 A 作用 时 是 不 变 的 . 考虑 将 A 作用 于 [Ts G0 Tu CO) JINR : 
ALT, GO + Tus Cv) J 
=A[Ts Ct) Teg Cv) — T4 GO Ty Cu) ] 
=ACT, G2) ACTA CO) — ACTA Co) ACT, Cu)) 
—(T, Ci) Q T, GO) CD, GO G9 T,4 COV) = CT, CO) G9 Tia GOD CT im Cu) G T, Cu). 
以 上 用 了 式 (12. 5. 132,35 (12. 5. 140 ,重复 指标 n Rm 代表 求 和 . 再 用 式 (12. 5. 15) 有 
ALT, GO Ta Co] 
= Tan GO Tom G 69 T. GO Tra Cv) 
— Tam GO T, GO OO T, GO T, GO) + T4, CO) T, Cu) 69 T GO Tet Co) 
— Tam GO T4 Cu) 69 T,4 GO Tre Ce). 
bt US 8 58 88 — 9 e c D e dz 80 , cR y 2g BEER m 和 n 作 了 对 换 . 故 有 
ACT, GO. Ta C0) ] — [Tu GO, Tom CU) ] 69 T, GO T,4 CU) 
+ Tim OC) T, G) 69 CT (1) Tm CO) ]. 
Xt ERR Cu—v) MATA G7 0L, BR 12. 5.4), 因 此 有 
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Gu — v) ALT, GO, Ta Cv) ] 
= CT, GO Tom Cu) — Tan GO Tu CO) ) 69 Tae GO Tina Co) 
+ T, CV) Ton GO O (CT CV) T, GO 一 T GO Ta CO) 
= Tan Cv) Tm GO 6) Te Cu Tra CO) — Tan GO Tom C 69 T, GO Tra Co) 
+ Ton Cv) Tin GO 69 Tne C0) T, Ce)? — Tam GO T4 GO G9 Tne (0) Tg GO. 
3 555 — Xj (p MR n 5 m 对 换 ,发 现 它 和 第 四 项 正 相 抵消 ,结果 是 
(zx 一 V)ALT GO, Tag Cv) ] 
=(T,,, CO) 69 Tue COD CT, Cu) G9 Tna CU) 
— CT, G0 Q) Tre G00CT4 Cv) 69 Tma Cv) 
— ACT, Cv) ACT, CU)) — ACT, Ca) ACT COD) 
=ACT,. Co) T, (au) — T, (ud Ty Cv) ). 
CERK A 运算 作用 于 式 (12. 5.4) 的 结果 . 即 余 乘 法 保证 了 RTT KR. 

上 述 定 义 余 乘法 A 的 形式 式 (12. 5. 14) 有 更 深 一 层 的 含义 . 我 们 知道 ,RTT 关系 给 出 
TRS PRAT BS To ) 间 的 对 易 关 系 , 它 们 都 是 在 同一 个 量子 空间 即 “ 向 量 ” 空 
间 中 实现 的 ,但 是 作为 完整 的 运算 ,必定 应 存在 量子 张 量 空间 的 定义 , 它 必须 满足 一 定 的 运 
算 封 闭 性 . 因而 余 乘 法 的 引入 是 十 分 必要 的 ,因为 它 给 出 了 从 量子 向 量 空间 向 张 量 空间 扩张 
的 规则 . 从 RTT 关系 角度 看 ,所 定义 的 A 运 算 ( 余 乘法 ) 必 须 满足 RTT 关系 两 端 在 A 下 相 
等 , 亦 即 在 量子 张 量 空间 的 成 立 , 这 就 是 上 面 证 明 过 程 的 含义 .严格 说 ,Yangian 由 两 部 分 构 
成 ,一 个 是 对 易 关 系 , 另 一 个 是 余 乘 法 . MRM RTT 关系 出 发 ,那么 将 出 现 两 者 的 一 致 性 : 
只 要 找到 满足 RTT 关系 的 T, GO , 按 式 (12. 5. 14) 立 即 定 义 了 余 乘 法 ,一切 都 是 自 洽 的 . 

当 辅 助 空间 取 为 2X2 时 ,T(w) 的 对 uw "展开 的 一 般 形式 写 为 


ou n) Tw 
T(u) = I 十 Holi - (12. 5, 16) 
TP = Ti, T? = TH, | 
(12. 5. 17) 
T = TR = TP Te = Te + TE. 
通过 它们 T(w) 可 以 写作 
T FTP = TS”) T° 
Tu) =14+ u" , i ; (12. 5.18) 
n=l Tu 30i" 十 Te"? 
引入 
pq, he iT. 
i (12. 5. 19) 
J= TE, ami » $ 
则 转移 矩阵 可 表达 为 
FTP — I, Í; lu J; J+ 
Tlu) =I+u"! í Tu i 
[- aie 十 五 J- 719 tJ: 


" (12. 5. 20) 


T™ ITP + T£" ) 
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利用 式 (12. 5. 20) 的 符号 标记 ,容易 得 到 3etT(u) 展 开 式 (12.5.8) 的 各 阶 系数 ， 
G= T; 
C= Ti? = uT”, 


jia TP? -FOR +L ESE I.) - Ti (14- ET? ) 


= T -P +TP (1 FR FTP ) : 
(12.5.21) 


在 12.2 节 中 从 R= 二 I 十 uP 出 发 ,RTT JP RISE L G0 —IHE-- u^ S; * o 作为 局 域 转移 矩 
阵 构 成 了 整体 转移 矩阵 T(x), 它 对 zx 的 展开 式 (12. 2. 100 Æ 
Tlu) —I--vuv'S*o-u*i»,s,Xs;-acu* S s est 
ijj 


与 一 般 形式 式 (12.5. 20) 比 较 , 有 = 


TP =0, TY =F, (12, 5. 22) 

I.— S; , I, = S, , CIZ; 9. 23) 

Jz=i >) (BX Js ——i >) G, Xd) (12. 5. 24) 
ji ij ij 


将 式 (12. 5.22) 8515 (12. 5. 21) 相 比 , 得 到 C, —1,C, —0,C, —0. 因此 , 准 到 u PA detTu) — 1. 


对 当前 的 情况 可 以 严格 证 明 detT(z) 一 1 

有 了 以 上 的 讨论 ,可 以 给 与 SL(2) 相 关 的 Yangian 一 个 简单 的 定义 . 设 RGOW YBE 
且 具 有 u 多 项 式 形式 ,T(u) 满 足 RTT 关系 , 则 TOX u :的 展开 式 中 x :与 x 前 的 算 符 
系数 诸 和 矩阵 元 组 成 Yangian 的 生成 元 ,它们 的 对 易 关 系 由 RTT 关系 决定 ,而 RTT 关系 是 
和 余 乘 法 相 洽 的 . 对 易 关 系 与 余 蒜 法 是 定义 Yangian MATER. (HMM RTT 关系 出 发 得 


到 { 工 }( 与 u AUR RDS J.) (与 zz: 相 联 系 ) 的 对 易 关 系 , 则 余 乘 法 自然 成 立 . 当 detT(z) =1 


Rf, EXE Yangian Æ YCSL(2) ,WidetT(u) 1 时 ,Yangian X Y(gL(2)). 
Drinfeld 阐明 了 Yangian 的 重要 性 质 . WR Ru) È 的 多 项 式 形 式 ( 包 括 上 面 讨 论 的 


R=I+uP), WW YBE 的 有 理解 .对 有 理解 ,只 需 知道 I 与 J。 共 6 个 生成 元 , 则 以 后 各 阶 
T,"(n 宇 3; a 二 十 ,一 ,3) 元 素 及 其 对 易 关 系 就 都 确定 了 . Ts” 组 成 一 组 无 穷 维 代数 ,但 这 个 
无 穷 维 代数 是 由 有 限 个 生成 元 ( 现 为 6 个) 决定 的 . 这 一 点 可 以 和 李 群 与 李 代 数 的 关系 作 一 
个 比较 . 李 群 是 由 李 代 数 决定 的 , 群 元 素 在 原点 附近 对 群 参数 的 一 阶 微 商 ( 李 代 数 生 成 元 ) 决 
定 了 李 群 行为 . 现在 T(w) 不 仅 由 T? 决定 ,而 且 还 要 由 TP, TP (gq 二 十 ,一 ,3,0) 决 定 . 
YBE 的 另 一 种 解 是 三 角 解 , 即 对 参数 u 具有 周期 性 ,将 另 作 讨论 . 

本 节 内 容 可 参阅 文献 [6,7]. 

此 外 ,作为 SL(2) 代 数 的 延伸 ,Y(SL(2)) 的 表示 论 已 由 Chari-Pressley 解决 ,可 参阅 文 
献 [L13]. 


D $= (25) 与 D s «s Hi Det OU ENG TI? 是 通过 对 易 关系 定义 的 ,常数 不 起 作用 . 
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在 下 面 我 们 研究 余 乘 的 具体 情况 . 引 人 基 子 直 积 符号 多, 它 是 和 辅助 空间 的 直 积 不 同 
的 ,我 们 考虑 


ACT (D) = >) (Ta Ct) @ Tu Cu), (12. 5. 25) 
此 处 Tu 是 转移 矩阵 T GO BY BE. 在 上 面 的 例子 中 ,m,n 二 a,6 二 1,2. 
式 (12. 5.25) 对 于 任何 u 的 值 都 成 立 , 因 此 我 们 可 以 考虑 它 对 于 u ,wu“ 的 展开 ,即将 展开 
T(w) = Mu" T? RAER. Æ detT(u)=1 的 情况 下 ( 即 对 于 Y(SL(2))) ,我们 有 


n=O 


A(T (u)) = >) (Talu) Q T4 G5, (12. 5. 26) 
c=1,2 


由 于 式 (12. 5. 23) 813£(12.5. 220 ,I 对 应 于 wu ! 的 算 符 系数 ,J 对 应 于 ww 的 算 符 系数 ,因此 
只 展开 到 ww! 和 ww REBT: 


MITE I= SMILE QS od (12. 5. 27a) 
ACIP j= OP @ TP + TL’ 6 T2». (12, 5. 27b) 


A(T?) = SCTE OTE + TS OTP +T2 ATP) (12.5. 27) 


(12. 5. 27a) BH ACD =1@Q1, WRN HR. 3x (12. 5. 27b) 和 式 (12. 5. 27e) 的 另外 两 式 变 为 
ACTS y= TP 614-16 TS"; (12. 5. 28) 
A(T? y= T? 1-19 T? -- DTH 9 T2». 
考虑 到 TP =T HTP TP = Te — Ti? ,并 将 
y= Iz, 


TP eT eu 
4 
T? = (—2h) Jz. T? = [ais 


代入 上 面 的 方程 ,就 得 到 
AU.) = 1,691418 L(G =i (12. 5. 29) 
AQ— 1489119 Jr 5s QL- LO h) (12. 5. 30) 
—- ^ u,G TP - T QL), 
AJ) = 414189 J UG es E T (12.5.31) 


-Å (OTP - T^ Oh), 


AT? = T? = TP” @1+1® TP, (12. 5. 32) 
A(T? )= T? 14160 TP +2h Q I 


LG I-M-IGI FTP G T$. 


如 果 我 们 选择 Ti^ —0, TP =r, 848 
AUI)=1,@1+1@1h, (12, 5. 33) 
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S= 9141GJ, + Stel. ® I, 


-Å OTP - TP OR): 
此 处 A pv—1,2,3, UR 
3 T 
AU?) = a(i + dd 4r I, ) 


(AT, AC) + Fa, AL) 车 Fach ach, 


=P @Q14+1@QF42; @b+h@L+L@k. 
最 后 我 们 得 到 原先 由 Drinfeld 给 出 的 余 乘 的 定义 ， 
AC,) = 1,@14+1@h, 


AU.) =J,Q@14+1@), CS. L. 


在 我 们 的 例子 中 Cua = ler. 一 般 来 说 Cy 是 给 定 半 单纯 Lie 代数 的 反对 称 张 量 . 

有 了 上 面 的 讨论 ,我 们 现在 可 以 给 一 个 与 SL(2) 相 关联 的 Yangian 的 简明 定义 . 令 
Ru) ii E -Baxter 方程 (YBE) 并 有 u 多项式 的 形式 ,并 且 TGO we RTT 关系 ,这 样 在 
Ti) RRR PH uo Sut 的 系数 / 算 符 就 组 成 了 Yangian 生成 元 ,他 们 的 对 易 关 系 由 
RTT 关系 决定 ,而 且 RTT 是 和 余 乘 相 恰 合 的 . 对 易 关 系 和 余 乘 是 Yangian 的 两 个 要 素 , 如 
ERMA RTT 关系 得 到 { 工 } 的 对 易 关 系 ( 与 wo MIRADA, WIAR u HK 
联 的 ) , 余 乘 就 自动 成 立 . 当 detT(u) 一 1 时 ,Yangian 就 是 Y(SL(2)), 当 detT(G0 Al Bf, 
Yangian 就 是 Y(gL(2)), 它 通过 RTT 关系 和 Haldane-Shastry 模型 相关 联 . 

Drinfeld 得 到 了 Yangian 以 下 的 重要 性 质 . 如 果 Ru) E u 的 多 项 式 形式 (包括 上 面 讨 


论 的 及 =I 十 uP), 它 被 称 为 YBE 的 有 理解 . 对 于 有 理解 ,只 要 知道 1, 和 J,( 一 共有 6 个 生成 
元 ) 就 足以 唯一 地 决定 所 有 的 高 阶 元 素 T (123: a 二 十 ,一 ,3) 和 它们 的 对 易 关 系 . T” A 
成 了 无 穷 多 维 的 代数 ,但 这 个 代数 是 由 有 限 数量 的 生成 元 (在 当前 情况 下 是 6 个 ) 决 定 的 . 这 
可 以 和 Lic 群 与 Lie 代数 的 关系 相 比较 . 一 个 Lie 群 由 Lie 代数 所 决定 ,在 原点 处 一 个 群 元 
素 对 于 群 参数 的 一 阶 导数 (Lie 代数 的 生成 元 ) 决定 Lie 群 的 行为 . RETOOL 
T? (ax 一 十 ,一 ,3) 所 决定 ,也 要 由 TO 所 决定 . 另 一 类 YBE 的 解 是 三 角 解 , 它 对 参数 有 周 
期 性 ,我们 将 在 以 后 来 讨论 . 

本 节 的 内 容 基 于 文献 [6,7] 和 量子 群 有 关 的 书籍 列 在 文献 [10 一 27J 中 . 

作为 代数 SL(2) 的 延伸 ,Y(SL(2)) 的 表示 理论 是 由 V. Chari 和 A. Pressley” 给 出 的 . 
我 们 愿意 强调 Y(SL(2)) 是 无 穷 维 的 代数 ,但 它 具 有 有 限 维 的 表示 , 文献 L12] 给 出 了 详尽 的 
讨论 . 


(12. 5. 34) 


12.6 RTT 关系 展开 式 与 对 易 关 系 


XIRGO 二 1 十 uP ,RTT 关系 给 出 式 (12. 5. 4): 
Gi. — LT, GO 5 T4 GO ] + To GO Ty CO) — Tae GO Tu Cu) = 0. 
K TDX u" RARU. 5.16 RAK u 5v MERKIR TO 的 各 元 素 必 定 为 上 数 . 由 
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T RTT KARA MER 可 以 对 角 化 , 故 一 般 有 


1 0 
Fr is ,| (12. 6. 1) 
) 为 任意 常数 ,在 不 为 0 时 可 选 
= fi © 
pe a2.6.2 
其 余 各 阶 算 符 满足 
ET TPJ- [Ti^ , Tz + T? TE? — TE? TIP — 0. (12. 6. 3) 


观察 上 式 , 取 a=b,c=d RRA ny 让 m 随意 变化 ,就 得 出 
ETS «Ta. ] = 9. 
1 £35(12.6. 3) 1! m Gn 互 换 ,a 与 5 互 换 ,c Hd 互 换 . 取 其 结果 与 式 (12. 6. 3) 之 差 , 可 以 
得 出 
LTR sta) = CES" s Fa). (12. 6.4) 

将 式 (12.6.3) 对 Th? TI? Ca. B 4-,— 3, 00 BUR I] BE a 8 以 及 m,n 值 时 的 关系 写 出 具体 
表达 式 , 分 别 得 到 

CT TE] = (TY TV ] —r27T?, k= 1,2, (12. 6. 5) 

CT $2597] TM Wey 22877] = m k= 1525 

CT TU] = [TIPP , T9] = 0j a =—+,3,0, k= 1,2, 
(Te TE] =t Gi TP—TP T$?» (12. 6. 6) 
(TY PY iy c ACTA T — TY TV Yg 


Te" = lore TP 1+ TOTP- TP TE) n>2, 


TY ple] 二 0， a 一 十 ,一 "3， | 


(12. 6. 7) 
Tie» 一 [RP IS E ice T P T$" TS. 8 = 2; 
[TS , TS? ] 20, a —35,3,0, mn = 2. (12. 6. 8) 
此 外 ,还 有 

CT, TH] = (TS. T$? ]ia A B m — ni n 2, 
Wy ee STH] E [te $ TOR] 4 ER TP — 7” TJ 一 0, 
Dres pied a=. [ T2" 3 gern] 4- zc: T— TS Ti") = 0, 
一 


ERER TSR] [TP THY] + STE TP —Ti TP) —0,m-n,n2. 


(12. 6. 9) 

以 上 关系 中 仅 式 (12. 6, 5) 35 (02. 6. 8) 是 独立 的 . 经 过 复杂 的 计算 , 式 (12. 6.9) 可 以 从 它们 
推出 . 

式 (12. 6.5), 式 (12. 6.6) 给 出 T? ,T2 诸 矩阵 元 (ac 一 土 ,3,0) 间 的 对 易 关 系 , 式 (12. 6. 7) 

是 重要 的 递 推 关系 . 给 出 TD ,Te2 便 可 以 给 出 T” ,然后 可 以 给 出 T9 ve BD TO 5j TP RE 

任意 T (223) 3512. 6.8) 则 反映 了 对 高 阶 T” 的 限制 .在 a 二 十 ,一 ,3 时 ,利用 式 (12. 6. DAR 
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人 式 (12.6.8) 得 出 


[T£ ,[ TI^ , TE T] -[ TP , T? ]T?? — 0, 
| (12. 6. 10) 
2LT ,[ T1" , T9 V+ CTS’ THY ITS? = 0,mo,m > 2. 
E m=n=2 时 ,用 式 (12.6.6) 可 将 上 式 化 为 
[ T£? LT? ; TT] dm (TY? T?— Ti? TESTY ‘ (12. 6.11) 
PT .DTSS,T90]]- TP TE T9yT$». (12. 6. 12) 


利用 式 (12. 6. 5) 求 T? 与 式 (12. 6.12) 的 对 易 括号 ,可 推出 
2[ Tf? [T3 sT ]1 T LT ;| 1$" str’ 1] 
-TÍD T” =TP TT Pt IH PTP—T?T2?»51$". (12. 6, 13) 
3t(12. 6, 5) &— 2,3 R12. 6. 11), 3012. 6. 12) 正 是 Yangian 对 易 关 系 , 即 式 (11. 1. 13), 
x11. 1. 14), 35 C11. 1.17) , 5811. 1. 18). 
有 意思 的 是 TO. 由 于 RTT 关系 , 它 不 是 任意 的 ,要 受 式 (12. 6.6) 的 限制 .已 知 工 与 J 
的 物理 实现 , 便 通 过 TOO 王 TB 十 T4( 式 (12.5.17)) 确 定 了 TP ,再 由 式 (12. 5. 21) 得 到 C. 


它 是 整个 代数 的 “中 心 ”, 因 为 detT(wu) 与 所 有 算 符 Ta (za) 对 易 . 

直接 解 式 (11. 1.13), 式 (11.1.14), 式 (11.1.17), 式 (11. 1.18) 实 现 I 与 J 青 求 To” 是 
不 容易 的 ,目前 较为 成 功 的 是 一 维 长 程 链 模型 . 但 下 节 中 仍 以 氢 原 子 为 例 , 由 于 它 是 单 体 问 
题 ,整个 问题 变 得 简单 ,可 以 对 RTT 关系 及 其 各 阶 TC(wu) 算 符 和 对 易 关 系 有 具体 的 了 解 . 

本 节 内 容 请 参阅 文献 [6,7]. 


12.7 SRF RIT 关系 


经 过 本 章 前 面 的 讨论 ,对 YBE,RTT 关系 有 了 理解 . 现在 回 过 来 看 一 下 氧 原子 在 这 些 
方面 还 有 什么 表现 . 首先 重新 定义 了, 不 用 标 度 化 的 Runge-Lenz 矢量 而 用 原始 的 矢量 M. H 
的 是 显现 Hamilton 量 H 的 标 度 作用 . 定义 


J (12. 7.) 


J2 
显然 区 与 J 的 对 易 关 系 仍 然 是 
[L,5J5] = icm ze (13.7.2) 


AA 
[Lal = ies L; CHE! —8* — H3. 


仍 设 质量 m=1,A=1 FER 
B es Iw Bad no --2H ^E), (12. 7. 3) 
就 得 到 
rd = egy SHE" + IE ). (12. 7. 4) 


用 (十 ,一 ,3) 分 量 , 式 (12.7.1) 是 
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1 


dir MERE duas M3), i 
1 (12. 7. 5) 
Ja = 2,27 M — L: M+). 
用 三 与 JJ 的 对 易 关 系 
[P,J.]—-c 2[I;J4— JaJa ]; 
| (12. 7. 6) 
(feds) — 1,.J-—J4 Es 
则 得 到 
$ 39 = — 4H I TENE ^ 
[Js5[JasJao.]] = € MIs GI35J«— Ja Tx) (12.7.7) 


[Jssl.J4.sJ— 1] = 4 Gy J-— J+J -). 
关系 的 推导 与 11. 1 节 的 完全 相同 ,这 里 只 是 明显 地 呈现 出 因子 (一 4 互 ) , 它 可 以 通过 重新 定 
义 了 而 消除 , 对 于 束缚 态 ,E 二 0, 因 此 一 4H 是 正 值 . 在 第 4 章 中 我 们 看 到 再 标 度 是 定 出 氢 原 


子 束 缚 态 能 谱 的 关键 . 
式 (12.7.1) 可 以 写作 
"x 3 NX S et k 
I= qe. = yg entere deeb iL X p), + — LX r).). 
经 过 直接 计算 得 到 
- £I: E 
J, = grex. L? p, ). (12. 7. 8) 


在 11.3 WRAL. 3. 15)) 兽 讨论 到 L3 Lp, 组 成 Yangian 生成 元 ,此 处 多 了 一 项 (LX7).， 


对 和 氧 原子 而 言 ,Lp 5H 不 对 易 ,而 此 处 TCR C12. 7. 8)) 不 但 和 工 组 成 Yangian, 1 AA H 
对 易 . 

在 11.3 节 中 曾 讨论 到 J 一 J 十 FI 仍 和 J 一 样 ,满足 Yangian 的 各 对 易 关 系 , 下 是 
Yangian 的 Casimir 算 符 . 现在 作 J 的 平移 : 


J~f=J+FL=LXb+FL, (12. 7. 9) 
[F,L] = [F,M] = 0. (12. 7. 10) 

此 时 多 的 对 易 关 系 是 
Lf fp] = ie, | (2HIL* +h )L, +28f, |. (2.7.11) 


所 有 Yangian 对 易 关 系 ( 例 如 式 (12.7.7)) 都 对 多 成 立 . 仿 式 (12. 5. 190 ,将 了 ,无 与 T。， 
To? 联系 起 来 ， 


TY = I,= Ly, TP = 1, = L, 
(12, 7. 12) 


Te? = Gf. ' Ti? = GA 
G 也 是 Casimir 算 符 . 由 于 
[ T$? (T$ |= 2G [A fx | 


=} 26! | (2AF +F +S + 2F fs |, (12. 7.13) 


可 以 通过 递 推 关 系 式 (12. 6.7) 得 到 TP: 
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Pe — Ic [ T$" IY | 十 了 TP — Te" TUM 


23 
2 
类 似 地 可 得 T$? . 

T?-[T?,T?]-4 S(T? T? — T? T?) 


人 (2G (2HP + P - ze JETP LH UGF- TPO). 02.7.14 


= [26 (2Hr +F ir) TP L +U4GF-TPOf. (2.7.15) 


由 式 (12. 5. 21) Mi T =C, 与 任意 T” (a 一 十 ,3) 对 易 , 可 以 选 它 为 G 与 下 的 组 合 ， 
TP = 4GF. (12. 7. 16) 
Ti? Bx 12. 6.6) 所 限制 : 


[TS 4] =+ 20,4 — LO, 
| (12. 7. 17) 
[T?, 下] = LAA IL. 
由 于 8 与 相差 FT ,而 [下 ,1 一 0, 因 此 式 (12.7.6) 对 8 也 成 立 . 由 此 可 知 
T? = 27 +Q, (12.7.18) 
其 中 Q 为 与 CT, ) 对 易 的 算 符 集合 . 因为 ASI SMH. RN We 
TP ——26 (2H! +F +34), (12. 7. 19) 


目的 是 这 种 选择 连同 式 (12.7.16) 可 以 使 T= 二 0( 这 点 只 要 将 式 (12.7. 12288. T TS? 的 
选择 代 人 人 式 (12.7.14), 式 (12.7.15) 中 即 可 看 到 ), 从 而 使 所 有 的 TS? —00n23). 这 使 得 转 
移 矩 阵 TC(wu) 的 展开 到 w ,以 后 自动 中 断 , 即 氮 原子 只 有 有 限 守 恒 量 这 个 物理 要 求 得 以 实 
现 . 比较 式 (12.7. 18) 和 式 (12.7. 19) ,得 


G= ((o—2H)'^. (12; 7,20) 
Ti? 与 所 有 生成 元 对 易 ,而 式 (12.7. 16) 中 的 下 尚未 选 定 . BR 
TO = (12; 7, 21) 
MET F: 
1 i 
F = —T" =+ — H, (12. 7,22) 
4G 2/2 


总 结 起 来 , 氢 原 子 全 部 转移 矩阵 展开 的 算 符 是 
SP es PN Lo TO = 2L» Ty — H; 
TP -—Ti2H)"^54,, Tj? —Ici(2H) "T, 


(2) — gqa 1 "E 2 EE o 3 
T? =P+H (se gH j (12. 7. 23) 
高 阶 系 数 均 为 0. Yangian 生成 元 是 
I=L 
i i 
=— —LxM'-——-H"L. (12. 7. 24) 
4 V2 2V2 


量子 行列 式 的 展开 系数 是 
C= T? =H, 
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=T” — P +57 (2 uz 


= M da xm E FH— LH. (12. 7. 25) 


EAC, (n>2DHWHA H — 明显 的 TGOXGR 


号 一 下 
Td eric 


H 


I 7 + I; 


ETP FICHA ICHA 
Hu’ (12. 7. 26) 
+i(2H) Mg FTP HCH , 


综 上 所 述 , 氧 原子 是 最 简单 的 满足 RTT 关系 的 一 例 . 它 的 Hamilton 量 并 非 由 RTT X 
系 ( 即 它 的 解 T(x)) 确 定 ,而 它 就 是 量子 行列 式 最 低 阶 非 平凡 项 Cu ,所 有 更 高 阶 C, O2) 98 
是 互 的 函数 , 按 RTT 关系 一 般 形式 ,T(x) 对 x ' 的 展开 式 应 为 无 限 阶 , 但 在 特殊 模型 中 , 它 
可 以 为 有 限 的 ,对 应 有 限 个 守恒 量 . 由 这 个 例子 也 可 初步 了 解 Yangian EART PRA. 

本 节 内 容 请 参阅 文献 L141. 

以 上 讨论 的 内 容 都 限于 YBE 的 有 理解 .和 YBE 单 周 期 解 ( 三 角 解 ) 相 关 的 代数 称 为 量 
子 代 数 , 许 多 量子 理论 的 问题 和 它 有 关 , 将 在 下 面 讨论 . 


12.8 Yangian H RMSEA TAE 


从 11.1 节 一 11. 3 4€ (EE 8I oi ADRAN L— 1s HE B5 cS 矢量 她 组 成 
了 一 个 SO(4) 代 数 .它们 的 线性 组 合 


hE IG +B) iL; = + (L—B) (12.8.1) 
组 成 了 两 个 对 易 的 SOCO TUR. 在 线性 组 合 之 外 ,我 们 还 可 以 引入 新 的 张 量 算 符 
f= AL XB. (12. 8. 2) 


显然 I 和 J 组 成 的 集合 超越 了 Lie 代数 的 范畴 . 这 个 集合 的 算 符 作用 于 张 量 空 间 , 它 包含 由 
I 和 B 所 张 成 的 空间 的 交 . (注意 式 (12. 8. 2) 与 式 (11. 1.4) 不 同 ,相差 一 个 因子 2 和 标准 的 


Yangian 关系 式 (11. 2. 11) 相 比 , 式 (11. 1.4) 应 该 用 因子 广 重 新 标 度 )， Yangian 独立 地 在 张 


量 空间 中 操作 ,并 有 自己 的 表示 理论 595. 现在 我 们 问 这 个 表示 能 否决 定 正确 的 氢 原 子 能 谱 ? 
这 就 是 要 验证 Y(SL(2)) 表 示 理 论 能 和 否 用 于 氢 原 子 . 
我 们 从 罗 道 角 动 量 和 标 度 的 Runge-Lenz 矢量 开始 , 设 磁 单 极 不 存在 . 
L-B=0, (12. 8. 3) 
我 们 有 


E = lap». (12. 8. 4a) 


12.8  Yangian 的 表示 和 和 氮 原 子 能 谱 
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在 矢量 空间 中 ,如 在 4. 3. 2 节 中 所 示 , 对 称 性 导致 所 原子 能 谱 . 现在 我 们 从 Y(SU(2)) 


或 {L,J) 开 始 重 新 推导 氧 原子 能 谱 . 我 们 将 利用 


M ass 2 (p2? — = à 2 —Ü E frg — 
J 6 ‘Lt (B 1)—CG.* B)*} T (B 1). 


^ L? —(L, T-L4)* 的 量子 数 为 l=2k,2k—1,.,0. 一 般 情 况 下 ;权重 为 
l = 2k — p(p—0,1,-,25), 
其 中 Li =Li=k(k+1). 容易 找到 L + L: 的 本 征 值 为 


TUGFD—-2kG7-1]. BT 


B* = Li +L} — 2L, . Lz, 
我 们 求 得 B MATER ARCE--) LUA), AE J^ 的 本 征 值 为 


jer41 -— isla DA -4-D-— 1G +1) — 19, 


我 们 还 有 
K? 
E 2 FX 
B? = (L teres 
3f J SR C12. 8. 8) RISK (12, 8. 4018.38] 
E K? 
P= zU (L 252). 
5k, 
E K? 
2 = ga n [roe D $2). 


est (12. 8. 100 53$ (12, 8.7) HE E ,就 得 到 


K? 
即 
E K? K? 


— €*2k-1) w 


此 处 n= 2+ 1 k HUE 0, T1, 3 enn ERO. 8. 5) 代 入 式 (12. 8.7) ,得 到 


(12. 8. 4b) 


(12. 8, 5) 


(12. 8. 6) 


(12. 8. 7) 


(12. 8. 8) 


(12. 8. 9) 


(12. 8. 10) 


(12. 8. 11) 


(12. 8. 12) 


Jp 一 一 ds (2k — pY 2k — p+ D (4k + 1) — (2k — p) (2k — p-- DD i 


这 表明 Y(SU(2)) 在 量子 张 量 空间 中 也 能 给 出 氨 原 子 的 正确 能 谱 . 


(12. 8. 13) 


因为 集合 代 ,J) 满 足 Y(SU(2)), 且 Y(SU(2)) 有 它 自 己 的 独立 的 表示 理论 ,那么 关于 
氨 原 子 的 式 (12. 8. 13) 是 如 何 与 Y(SU(C2)) 的 表示 理论 联系 起 来 的 呢 ? 现在 了 是 由 Lie 代 
数 的 两 个 生成 元 直 积 组 成 的 . S en 为 SU(2) 的 权重 为 m 的 基 , 这 样 我 们 就 应 将 张 量 积 的 基 


i gom 


b . f 
B= Say 08—BI REDI, Gim On), 
i=D 


m'(n— p)! 


(12. 8. 14) 


482 第 12 章 RTT X 5 Yang-Baxter 方程 


Xt L=L +L: fü B=L,—L, AA X C12. 8. 22 ,就 得 到 
J = aly lb; — LL X La. (12. 8.15) 
此 处 对 氢 原 子 ae 一 一 上 ,0 一 二 容易 证 明 在 式 (12. 8, 15) 中 定义 的 了 对 任意 参数 = Mo WM 
Æ Yangian 对 易 关 系 . 注意 
P= i. Ic BIAS (12. 8. 16) 


将 J? EAFA, ,就 得 到 本 征 值 
J =h + Da? +h + Db + (20, — ph — p) — pC +H 1l) }ab 


rate E4341 fh 42h +1—p)[4hl 4-2 — p(2h, -- 2L +1—p)]}. 


(12. 8. 17a) 
这 个 表达 式 可 以 看 作 是 Chari 和 Pressley 的 Y(SU(2)) 表 示 理 论 的 直接 结果 ,我 们 所 作 的 是 
计算 J^ 的 本 征 值 . 


将 b— —a— RA. 于 ,并 考虑 4 —kCOBOS HU) ,我 们 发 现 式 (12. 8. 17) 变 为 


is (2k +1) — 20 — p* + p(p +1) — 8k — plk +1— p) 
« (4k? 十 2 一 p(4k 十 1 一 £0) 
= iR — p){1— 2k(2k + p) — Ak? p+ 2k? p — 2kp + p? 
— pl4k? --2— p(4k--1— p) ]) 
=— (2k — p 2h — p+ D (Ak H- D) —(2k— pX2k—p-4-D—1).  (12.8.17b) 


dz 58055 (12. 8. 13) 是 等 同 的 . KRARNUARFHBAHARS YSU SR PR IC HA 
同 , 这 意味 着 从 量子 张 量 空间 看 ,Chari-Pressley 的 Yangian 确实 能 够 导致 氢 原 子 能 谱 的 正 
确 结果 . 

下 面 我 们 来 考虑 包括 磁 单 极 的 情况 . 体系 的 Hamilton 量 由 下 式 给 出 


cT 1 g K 

LI — — M — — , 8. ] 
2 十 了 z i p—ZeA (12 8) 
= 2 (gg ME n ey 3 = _ BE 

L=rXz q B JE ; «XL LX 2x) LU (12. 8. 19) 


现在 SO(4) 代 数 是 由 角 动 量 工 和 重新 标 度 的 Runge-Lenz 矢量 B 所 组 成 ,此 处 p BA 
IL. iq Zeg g EM e= Ze. A 是 磁 单 极 的 吴 大 峻 -杨振宁 势 “ , 容易 算出 


L:B—B-L-—Li —li =q,/—-&, (12. 8. 20) 
= | gy | KED (12. 8. 21) 
| * q+ OF = ih . . O. 


q—|4-—2Al | (12. 8. 22) 


并 且 确 定 
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以 及 能 谱 : 
5 = 一 经- Ln=h+h+1. (12. 8. 23) 
这 表明 e, 对 于 4 是 简 并 的 . 因为 4 A Le BEN 0,21. en RE 
0,1,*,2— 1, n= 整数， 
zs ten — (12. 8. 24) 


[8] Hf BI =l - d — p n— ptl 和 9g 的 取 值 范围 相同 ,这 绝 不 意味 着 q— GE XE 13 
AIL? 的 本 征 值 (i 十 1) 相 联系 的 ). 例如 ,我 们 可 以 有 以 下 的 组 合 : 
n=l] (4nh5720:1—q-—0 


1 1 1 
(L = ooh = 05 h=Ob=>):l=q=5 


n = 


2 
n=2 (4 - 14705 705716 75 73): 


lh £21,034 = 054: = 1 :;1=1,0,q=1 
ba mE /一 1,0,g 一 0 
2 
3 - m UM Je T: 
n > (5-4 sd 一 0 或 0 0,0; 2): l 9°99 2 
= E 3 ae Mer EM A TENE 
(4 — 14 — Xm 4-1) D-64975 
(4 —2,1 =~OR 1, = 0,0, = 2) i= 2,1,0 3 Mag 2 
S UE ON EU. x d 3 am x = 
n=3 (i = Sole z Èh = Sols E 2,1,g=1 
(li =& = 10: i=2,1,0,g = 0 


(12. 8.25) 
我 们 看 到 ,从 n=3 开始 , 当 q250 时 有 两 个 五 重 态 (! 王 2) 和 两 个 三 重 态 (! 一 1). 它们 不 能 用 / 
和 l =m 加 以 区 别 , 但 却 能 用 q 加 以 区 别 . 34 9750 时 有 


P -—ilaar-»-dq-B5*) (12. 8. 26) 
Jt Ab LB 由 式 (12. 8. 20) 给 出 . 从 式 (12. 8. 21) 我 们 得 到 
p 一 一 (二 FEL Eye. (12, 8. 27) 
因此 
gi ig LU — qi) 4- (2— gL 上 | (12, 8. 28) 


HEL? 代入 我 们 得 到 I? KAE p: 
p= +tD — Q, - lh D'GG- 1) — 40 G— 0/04, 


(12. 8. 29) 
FH L +h=l+ 5,18] 
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p=- iU D Gp D-EPIG-D-s]-21-1). — 02.8.30) 


可 以 证 明 式 (12. 8. 30) 是 和 式 (12. 8. 17) 相 互 恰 合 的 . 实际 上 ,因为 
IO2-1)—4 = o b $5 c-h—pTD-—( -—4A5)? 

= (2h 一 加 (22 —p)+4+h—p 
= 4h1,—20, +L) pt+h+h—pt+?’, 

以 及 

Q4-0((Gp-D-cp-2 Th—»5ppcthctdàc-pcpolXl 
=h+h,41+20,+h)p—p +p, 
这 样式 (12. 8. 29) 就 变 为 
p—— 3g — blh +D — lh +) +2hh +4 + dhl 


+ Chl — D2 +2) p— p - pl— [205 c -G50p— p +p} 
+2(21, +24 --D p — 2p!) 


= E {4 Ch TH ii + — FAO, — A 


— p(2l, +24 +1—p)]} 


- jg (a dd) RAG-D-[Bd — WE —23 —9pi-2] (12. 8. 31) 
— AG, + — p(2h 十 22 +1— ptl l 2-2 — [OR 25 +1—p)]}. 
这 正好 是 对 于 a’ 二 太一 士 式 (12. 8. 17) 所 给 出 的 . 显然 , 当 有 磁 单 极 存在 时 J 的 本 征 值 依赖 


于 9. 去 掉 一 个 共同 因子 二 ,在 下 面 我 们 给 出 了 一 p 本 征 值 的 例子 


n=l;. l=g=0(p= 0); o 一 0 
n=, l=q= (p=: p= G-DUG-D-e1-210-0- 5 
as2, Fl po 2d— 1,40 =) 
1=1,0; 9 一 0: 
e oraculi, T m uw — £- i ees 
ie E LETA i —— led 
imb ow d ud =i a H 
n—3, L=2(p=—0),1(p = D,0(p = 2); q = 2:p = 8 = 25,18€ = 19,86 = 0) 
172,1; 1— 1: p=—30 = 2,1 = 1) 
EE ENT = 0s p=— 6U = 2), — 100 = 1),0 = 0) 


在 结束 本 节 时 ,我 们 愿意 指出 一 个 有 趣 的 结果 . 在 前 面 我 们 指出 过 , 当 了 满足 Yangian 
对 易 关 系 时 ,任意 平移 J 一 A 并 十 J 将 不 会 改变 对 易 关 系 . 将 这 一 点 用 于 当前 情况 并 在 


RAZ 8.2) 中 进行 平移 ,J* 的 本 征 值 p( 在 式 (12.8.17) 中 6 一 a 一 一 二) 是 和 以 下 本 征 值 相 
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联系 的 
J! = FI--JO-—L, +L), (12. 8. 32) 
p = p+ GL G, 4- Da +2l:(l +1)b 
J-[2, — p) — 5) — pCp - D Ca 3-5) ]F (12. 8. 33) 


o- EA (Q4 43- D "E L5 OG; +1) +2, — £0 (a — £D — pp - 1D])F* ). 
另 一 方面 我 们 有 


J e=f+2F-J+F Ir, (12. 8. 34) 
代入 式 (12. 8.2) 并 用 
1-J ——4L- B, (12. 8. 35) 
我 们 得 到 
J =P}. BFF. (12. 8. 36) 
注意 到 


$1.0, EF 1Ja-D 2L; 18+ [2i — 390, — 43 — PFET 
m t2, 4-15 — 506 4 IT =~ 2G —EUE eh Es 


2 
这 样式 (12. 8. 360 BERE S fF 
p= p— Fh — LY lh DF G; +h- ph +h— PDF. 


(12. 8. 37) 
由 于 磁 单 极 存在 , 式 (12. 8. 360 28 Hh 
1 = p— ta | &- P+ 1U+DF, (12, 8. 38) 
这 和 式 (12. 8. 37) 完 全 等 同 . 利用 LSL +h — p Ag) h) RNR: 
— —À : (12. 8. 39) 


T MN Á— 
2 (h+h+)D"" 
这 演示 出 氢 原 子 能 谱 不 因 平移 J 一 J 十 FT 而 有 所 改变 . 


12.9 Yangian 和 Bell 基 


对 两 个 自 旋 A 和 B 组 成 的 系统 ,我 们 用 | 人 +) 来 表示 状态 | 和)s| VOR ,这样 Bell 基 就 
定义 为 
1 
y^) = —( ) )7 9 (12. 9, 1) 
| 5 EE ZEE i, 


l1 
g) = —( Te 335€] BY — By). 
| je TT EA 


它们 代表 最 大 缠绕 态 . 在 这 四 个 态 中 ,1y) 在 一 定 意义 上 是 特殊 的 . 它 是 系统 的 自 旋 单 态 . 
下 面 我 们 来 证 明 其 他 三 个 态 ( 自 旋 三 重 态 ) 可 以 用 Yangian 算 符 作 用 在 | 亚 ;上 面 来 生成 . 
定义 Yangian 算 符 
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J = aS, + 08, — iS, X S;, (12. 8, 2) 
或 写 为 分 量 形式 
J+= aSt +6Si — (St S — S S} ), (12.9. 3) 
J_= aS; +6S; + (S; 83 — SIS; 2, 
J,— aS} +683 + 1408; — Sr SPD, 
此 处 a fü b SEXES RSSILS, 分 别 作 用 在 粒子 A 和 B 上 面 .J+ 和 直角 坐标 分 量 J AJ 
的 关系 是 
J= Ji aio. (12. 9, 4) 
将 全 作用 在 | 于 ) 上 ,我 们 得 到 


+ - t3 E LO 
GSTS SI P0 15» LT T4 


J2 
(aS; HAS) 万 (| fy)—l J a ee | C» 
tsi-stisb d tle mez(uzite-zltt)e-zith8 
&st-sisDdto-lit»o-x(-zlieo-zlie)o-x4 dor 


b—a--1 
Yo 一- = x 2s 
Ja T | $4 


LEO ENE la na 
J- Ys = 4 | v D 9 | 2 


(aSt SD wa 7 [5 | tot DÉI pI trl, 
mi 7 I Fue qe 
7 OSS SSD Ya = Cl 0-1 di uev &. 4», 
结果 为 
Mi E aN Foi 4» 一 一 “一 二 有 
fies us Oi LL LE nm d (12.9.5) 
Jaq = I REEL I eH d» e i 


如 果 a—b—17450,BD| V^ ) 不 是 Y(SU(2)) 的 亚 表示 ,我 们 就 有 在 图 (12.5) 中 下 面 的 路 
线 所 代表 的 情况 。 


Jal Y ?-—| 4», (12. 9. 6) 


Ji MEM 
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rT — t 
J 
J 
J 
[^ — Pe OM Ji 


12.5 WH J:.J2 Js 作用 于 Bell 基 


用 文字 来 说 明 di | O* 和 | 更 + ) 可 以 通过 将 了 作用 在 | 更 - 》 上 面 生 成 . 或 者 
Ji 一 一 人 | w^»nv |, 
Ji-ale»uw |, | 
J: =— ü | OCW |. 
从 式 (12. 9.6) 和 式 (12.9.7) 可 以 显然 看 出 式 (12. 9. 3) 给 出 的 J Js 导致 自 旋 单 态 和 
A he = BAS Ze RE. 长 期 以 来 在 电动 力学 中 我 们 知道 这 种 跃迁 可 以 通过 矢量 势 ACD 
的 多 极 展开 来 产生 . 而 在 这 里 我 们 用 自 旋 算 符 本 身 构 造 了 提升 和 降低 算 符 . 这 个 例子 证 明 
Bell 基 可 以 自然 地 用 了 来 生成 ,在 实际 中 这 可 以 用 某 种 电磁 激发 来 实现 ， 


12.10 S-E) P- 波 超 导 的 转变 


通常 超 导 电 性 (SC) 是 用 Cooper 对 理论 描述 的 , 即 两 个 电子 形成 S 波 配 对 . 另 一 方面 ， 
也 有 Balian”! 和 Werthamer(BW) 提 出 的 P- 波 超 导 理 论 . 虽然 P- 波 超 导 理 论 已 被 成 功 地 应 
用 于 : Heb 5 的 超 流 性 ,而 非 超 导 性 ,作为 一 个 练习 ,我 们 愿意 讨论 一 下 通过 哪 一 类 算 符 我 
们 可 以 把 S- 波 超 导 转 变 为 P- 波 超 导 . 


两 个 自 旋 一 去 粒子 的 基 可 以 写成 下 面 的 形式 


(12.9. 71) 


| W= PLATES (12. 10. 1) 
此 处 |B); All y>2 分 别 表示 第 L HER 2 PTH ANRA | p 1» BY TEETER UA 
We =: (B lay | W) = (By | W) (12. 10. 2a) 


因为 8 和 7 在 自己 的 空间 内 分 别 有 指标 1f 2,W, HEREA HAH 2X 2 B PF o 


表示 : 


0 Q D Q 
1 © 0 


SAA ALB. 作用 在 张 量 态 |W) 上 ,我 们 有 
A, B; | W)=| V} -— DJ Wa (A | Bı) (B: | y)2) = Mv. | a)i | tre (12. 10. 3) 
pv Tre 


(12. 10. 2b) 


= >) WrAgB. |o» | eds 
ID T 


= DAW, (Bu? 
Bona 


即 
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Vm DA Wai Bnd (12. 10. 4) 
B» 
IE Ab B Fe ME B 的 转 置 . 
对 于 二 自 旋 的 情况 有 
I =S3@1+1@S, (12, 10. 5) 
J, = aS1 691-- 561609 S: — iw, St CO St; (12. 10. 6) 
此 处 asuV—1,2,3 以 及 à ,b,y 为 任意 参数 . 从 式 (12. 10. 4) 有 
A,B, | W) = >) (AWB), | Bi | ys. (12. 10. 7) 
Aw 
形式 上 我 们 可 以 写 ， 
A,B,CW) = AW B. (12. 10, 8) 


通过 式 (12. 10. 5) — 3$ (12. 10. DRNA 
LON) = $W--WS*, 


J.(W) = aS*W +W S" — Ye, (SW S, — SW S,). (12, 10. 9) 
用 式 (12. 10. 2) 的 符号 , 单 态 具有 以 下 形式 : 
(0,0) = 100,2 —@(2,1)) = d | ] (12. 10. 10) 
o B Jt , , iz i A ^ A é 
而 三 重 态 可 以 写作 


1 O0 0 
(12. 10. 11) 


1 1 [9 4 
T Ji Jo 


eoo kéo JL: JeL5 db T 
- dL: do I 
zl; Ret [iia ail MI (12. 10. 12) 


因此 


= 二 二 


J/2 
类 似 地 我 们 有 
J- (@(0,0)) = Fab eds — Ds (12. 10. 13), 


Js(@(0,0)) = i(—5—2)90,0. (12. 10. 14) 
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现在 我 们 转 过 来 讨论 设想 中 的 S- 波 和 了 - 波 超 导 的 转换 . 一 个 二 电子 体系 应 该 在 交换 
时 处 于 完全 反对 称 态 . 波 函 数 的 自 旋 - 角 动量 部 分 如 下 5 ， 
S- 2k : 
Pj=o.m=0 = Yo,0@C0,0); (12. 10. 15) 
P- (BW) Oe ， 


Wo, -0 = Oed ;— 1D) — Yi,9(,0) + Y1,1901,1)). (12. 10. 16) 


此 处 Ym 是 球 谐 函 数 . 
在 动量 空间 中 我 们 有 


I _ T 一 一 EA = 3 L 
You = a A 3, 6090 x p= kes 
/ em i [3 $2 
Yuva =f gj, ne^ = Bn ks » (12. 10. 17) 


k, = k. Ti k,. 
3& (12. 10. 15) AIR (12. 10. 16) 可 以 改写 为 


0 Y 
Ps ~0,m=0 - ^ Y =), (12. 10. 18) 
2 .— loo 
; Yi -zY 
Wi=0,.m=0 = 一 (12. 10. 19) 
J=0 0 Jz 1 
2 gg ee Yi 


用 式 (12. 10. 12) 我 们 得 到 


^ ^ $ k 0 
k Ja CYo,09(0,0)) = fe YooJ + (p(0.0)) — di ea» 0 J 


^ EN 0 0 
k4 Fe CY,,09C0,00) — a; (bat) |, = * 


^ 1 0 一 
ksJi(Yoog(0.,0)) = Ag aty) NH ó i 


3X (12. 10. 20) 可 以 总 结 为 
Ck e Dby-o.m—-0 = 全 一 去 十 由) 到)-oiw=o。 (12. 10. 21) 
我 们 愿意 强调 BW 波 函 数 Yono CEU Je FH IEEE! He 超 流 性 的 ,现在 我 们 借用 来 描 
述 超 导 性 . 如 果 将 来 发 现 了 P- 波 超 导 ,并且 发 现 了 在 在 从 S- 波 到 了 - 波 超 导 的 弱 的 转变 , 则 
这 个 转变 是 由 Yangian 算 符 的 作用 描述 的 . 
当 6 一 a 二 一 1( 通 过 设 定 v=1) ,从 S- 波 到 P- 波 超 导 的 转变 是 禁 戒 的 ,而 对 0 一 2 一 1, 转 


(12. 10. 20) 
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变 是 允许 的 . 我 们 看 到 不 同 的 参数 值 可 以 诱导 不 同 的 转变 体制 . 对 参数 的 某 些 特殊 值 转换 是 
单 向 的 ,这 是 由 Yangian 算 符 诱导 的 转换 的 不 可 逆 性 所 决定 的 .我 们 知道 Lie 代数 作用 于 线 
性 空间 ,而 Yangian 算 符 作用 于 量子 张 量 空间 ,后 者 包括 了 不 同 线性 空间 的 相互 作用 . 如 何 
能 够 在 物理 上 控制 参数 a Ab 是 值得 进一步 研究 的 . 


12.11 量子 代数 


在 12. 2 节 中 我 们 看 到 RTT 关系 式 (12. 2. 3) 在 量子 可 积 系统 的 研究 中 起 重要 作用 . 缔 
合 性 式 (12. 3. 2) 导 致 了 YBE. 在 那里 我 们 只 考虑 了 YBE 最 简单 的 有 理解 : R(u) = 二 I 十 uP， 


其 中 PP 代表 排列 . 实际 上 对 RC(u) 有 三 种 解 : 有 理解 ,三 角 解 和 椭圆 解 "” ,对 于 R(wu) 的 一 个 给 
定 的 解 应 该 有 由 RTT 关系 给 出 的 相应 代数 结构 . 为 方便 起 见 我 们 将 RTT 关系 写作 下 面 
形式 


Řezy DUT) O Ty) ] = [TCy) Q TGO] RGzy D, (12, 11. 1) 
在 这 里 谱 参 数 r= A ye 用 来 代替 原来 的 zx HI v. 4u,v OUR u—v- Of RNA 
R(z > co) = §,R(z = 1) = I(R = Pv), (12. 11. 2) 
limTCz) =f = i Ea ft. (12..13..3) 
式 (12. 11. 1) 的 渐 近 形式 为 (对 重复 指标 求 和 ) 
STAND — TG) DS (12.11, 4) 
或 
Si. CI 69 Tou = (TO T$ s Siu. (12. 11. 5) 
上 面 我 们 用 到 了 


(A GÀ B) mnit = AmeBrut » 
式 (12. 11. 5) 的 分 量 形式 是 


Susa T wa Tut = Tu T jon hl , (12. 11. 6) 
此 处 对 SU(2) 辅 助 空间 2,77 —1,2, S 满足 
Sidonii acidi mn = Su dk vast um , > (12. Ll. 7) 


这 里 有 三 个 人 指标 jok MENEHI vost 式 (12. 11. DÆ AATRE., 
容易 验证 , 式 (12. 11.7) 的 一 个 简单 解 是 : 


IT 12 21 22 
lifg 0 0 0 
= 1 0 
" sa E (12. 11. 8) 
2110 1 q—' 0 
22 0 0 q 


此 处 矩阵 的 列 用 i,j 标记 而 行 用 m,l 标记. 在 解 式 (12. 11. D BE fe S 中 允许 有 一 个 自由 参 
ft q. 4 q=1 HA S=P, Alt S 仅 是 排列 P 的 变形 ， 
H TATERAO: 11. 8) 的 解 就 容易 得 到 YBE 的 解 
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Ry (x) Rou (zy) Ew Cy) = Kn Cy) Rau (xy) Bu: (x): (12. 11. 9) 
直接 验证 得 出 
sinh(u-c- v) 0 0 0 


tx) = |° Moda dd ag! (12.11.10) 
T 二 = Emm . B 
0 sinh v sinh u0 ete 
0 0 0 sinh Cu -+ wv) 


满足 式 (12. 11.9) ,此 处 z—e* EAR q—e. $811 SITES 中 有 一 个 变形 参数 4, 而 在 R(xz) 中 
E q 之 外 还 有 动力 学 参数 x. 4 u v0 时 从 式 (12. 11. 100 Gal 


R( Joe = ul t+ w= uL 3- TP), (12. 11. 1D 


HI sk C12. 1.12) 中 的 最 简单 有 理 形式 RC(u) 相 比 起 着 类 似 作 用 ,因为 式 (12. 11. 90 RAE 


意 共 同 因子 的 存在 . 

式 (12. 11. 10) 被 称 为 YBE 的 三 角 解 ,对 r= e“ Mae" NHR MW. 

有 了 式 (12. 11. 8) 给 出 的 SC4X4 和 矩阵 ) 作 为 工具 ,我 们 来 求 满足 式 (12. 11. 6) 的 容许 的 
T(2X2 和 矩阵). 用 完 在 式 (12. 11. 6) 中 的 指标 i,j,… 二 1,2, 例 如 ,对 i 二 1,j 二 2, 上 二 1 二 1, 在 
式 的 左 方 只 有 不 为 零 的 Sn 1, WEG 7: RA Snu =g, HEMER EE m—2,n—1. 这 
导致 


Ta Tn = qTu Ta. (12. 11. 12) 
将 工 写 作 
a b Tn Tu 
T= | = | I (12. H.; 132 
c d Ta Tz 
3X (12.11. 12) 就 能 写 为 ac—q ‘ca. 我 们 得 到 
ab —q a, ac = q'a, bc = cb, 
bd —q'db, ed =q'dc, (12. 11. 14) 
al-—dac p! 
最 后 的 关系 能 改写 为 
一 (12. 11. 15a) 


它 是 detT 的 gq- 形变 形式 . 
det qT fla ,b,c 及 d 对 易 , 例 如 ,由 于 式 (12. 11. 15) 我 们 得 到 
[det qT ,a]— (ad —q '&)a —a(da — gc) (12. 11. 15b) 
= gabe — q ‘bea = 0, 
此 处 我 们 用 了 bca— q^ abc. 所 以 ,det qr 是 由 a,b,c 和 d 所 形成 的 代数 的 中 心 . 以 下 对 易 性 


[ det qT ,A] —0, A = a,b,csd (12. 11. 16) 
d — 

T?! = (det gM)" | = e (12. 11.17) 
—d c a 


由 于 历史 原因 ,集合 T (a boc d ERAS SL(2) 相 关 的 量子 群 . 实际 上 它 不 是 在 通 
常 意义 的 群 论 中 所 定义 的 群 . 实际 上 , 它 属于 一 个 q 变 形 的 Hopf 代数 . 
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32. 11. 14) 的 最 简单 的 选择 是 


a b 
T = D mr (12. 11. 18) 
在 此 情况 下 仅 存 的 对 易 关 系 是 
ba = gab, (12. 11. 19) 


它 可 以 通过 下 面 二 式 来 实现 
b = exp(ia f), 
a = exp{ifr}. 
HFL r]=— ih KF 
qe, 
这 个 例子 没有 给 出 什么 新 东西 TE REMPDS r 的 对 易 关 系 等 价 而 已 . 
和 SL(2) 相 关 的 量子 群 式 (12. 11. 14) 由 YBE 的 解 通过 式 (12. 11. 6) 在 xz 一 ce 时 的 渐 近 
行为 给 出 , 即 
RC) = 38 —27$. (12. 11. 20) 
现在 将 式 (12. 11. 20) 代 人 式 (12. 11.1) 并 假定 T(z) 有 以 下 形式 : 
T(x) = L+ L ,LD = || Q2, || Ge 31, = 1,2), 
我 们 就 得 到 有 名 的 Reshetikhin-Faddeev-Takhtajan RF T) XA” 


SILEO L*) = (LQ LF )S, (12.13.21) 
SIU'@ L-) = (1 @L")S. (12. 11. 22) 

此 处 S 由 式 (12.11. 8) 给 出 ,在 代入 式 (12. 11, 21) — 5X (12. 11. 22) 后 导致 
iLi = 0, (12. 11. 23) 
[Le ,L5]] = 0(1,7 = 1,2,o — 45, (12. 11. 24) 
LiL = "Db, (12. 11. 25) 
LLa =q*? Lali, (12. 11. 26) 
(Lh Lal = (q—q4")GaLhi —Leli), (12.11. 27) 

e(1) —— 1, e(2) =+ 1. 
此 处 对 重复 指标 不 求 和 . 
从 式 (12. 11. 23) 得 到 


Li Li Ly 0 
L= Kime fT ÉL (12. 11, 28) 
0 LE La Lz 


st C12. 11. 24) 指 明 工 :的 对 角 元 是 对 易 的 . 满足 式 (12. 11. 23) — XX (12. 11. 28) RB. Li 应 该 具 
有 以 下 的 形式 : 


- ya i 
L= is = ad T Las E | meg al (12. 11. 29) 

此 处 Q= EAR K 5 X ME 
KX, K^ —Q? X,, (12, 11, 30) 
[xr 12 E RET (12. 11. 31) 


Q 一 Q 
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定义 K=Q 二 em ,于 是 有 


E AE = a (12. 11. 32) 
3t (12. 11. 300831055 (12. 11. 31) 所 定义 的 代数 和 余 乘 积 
AK)-—16G K-c-K6G1. 
e) 2 (12. 11. 33) 


ACX) = Xi® K+ KR Xs.» 

和 对 映 (antipode) S 
Si) = 1,S(K) = K*,S(X,) ——Q? Xi, (12. 11. 34) 

以 及 协 单位 元 (co-unit) 

e(1) = L,eCK) = &X,) = 0, (12. 11. 35) 
形成 与 SL(2) 相 联系 的 量子 代数 . 式 (12. 11. 30) 一 式 (12. 11. 35) 是 首先 由 M. Jimbo” Hé H 
的 ,同时 L. D. Faddeev 也 在 一 篇 未 发 表 的 论文 中 提出 过 类 似 的 概念 . 实际 上 , V. G. 
Drinfeld/* yr 98 3538 833 8 38 (12. 11. 21) 和 式 (12. 11. 22) 的 Li ÉR. 更 多 的 发 展 可 以 
在 文献 [17] 中 找到 . 


12.12 ” 双 频 谐振 子 与 量子 代数 对 易 关 系 


在 杨振宁 -Baxter 系统 文献 中 ,Yangian 和 量子 代数 (quantum algebra) 都 属于 量子 群 结 
构 . 以 下 着 重 从 量子 力学 角度 研究 量子 代数 简单 形式 的 物理 意义 . 
考虑 谐振 子 体系 ,并 删 去 零点 振动 能 ,其 二 次 量子 化 形式 的 Hamilton BH 


Ho = watat+anb'd, (12. 12. 1) 
a'a 和 2+,5 分 别 是 频率 为 w 和 ws 的 振子 的 产生 及 消灭 算 符 ,满足 对 易 关 系 
[aat] = 1; [b,b] = 1, (12. 12. 2) 
而 a 与 是 独立 的 ,a 及 at 与 任 一 个 56 对 易 . — KATH o TERAGEUUE 
y= (i) gf = Gib. (12, 12. 3) 
H up n 8 
E $ MM 0 a 1/2 opt qi 0 
H, = "2 NE Can we) g| ó qj (12. 12. 4) 
其 中 
g= w/w. 


若 引 入 相互 作用 (如 令 粒子 带电 , 置 于 共振 光 场 内 ) 则 可 产生 跃迁 . S^ =a'b, S = b'a ER 
迁 算 符 . une Ry’ 表示 ,它们 是 


+— A Wr 
a ^ (12. 12. 5) 
S —yX p; 
其 中 
X+ 一 in a“ x= H ni! (12. 12. 6) 
0 0 1 0 


ABARRAK Mo. 我 们 引入 新 记号 的 目的 是 要 建造 另 一 组 代数 生成 元 KX! XX 
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另 一 个 生成 元 是 


qi’? 0 
K = l I (12.312. 7) 
0 q 


-1/ ~ » 
pcs [607 0 |. x= [* J [7 a 
0 g^ 0 q`’ 0 q 


与 它 有 关 的 是 : 


1 0 : (12. 12. 8) 
2X, — | |= ETE. 
0 =l q—q 
此 时 可 以 将 Hs 写作 
Hs = (ti we )'/? ob" Ky. (12.12, 9) 
Rig ,o So, 的 对 易 关 系 可 以 写 出 XX X 的 对 易 关 系 : 
[ X; AES] = Xx, 
eRe} (12. 12. 10) 
上 面 第 一 式 还 不 是 所 需 的 ,要 把 X, ARK 为 此 ,改写 q— er MA 
e"? 0 " 
K = | n = eX: = gh, (12. 12. 11) 


i*kKX^K'. 
kx* = (147X, d yx pe (ni »x + rx) 
= x*-3c:X,x*1- ly x Ue 36) — Z7 Do MEIN 十 … 
= Xt yx* LP DG DG X81] E 


-(ixr-LYE-) 
—eUXt— qh! X* ; 
在 式 (12, 12. 11) 的 定义 下 , 它 与 式 (12. 12. 10) 的 第 一 式 是 等 价 的 , 它 与 式 (12. 12, 100 — RK 


称 为 量子 代数 对 易 关 系 , 即 
KX* kK" = q?X*, 
xt x] = &—K- te ax | (12. 12. 12) 
q"q E. 


这 个 量子 代数 是 与 SU(2) 联 系 的 . K 通过 式 (12. 12. 1 与 X, HKR M X AX X, 是 
SU(2) 李 代数 . 以 上 的 作法 似乎 是 避 简 趋 繁 ,结果 并 未 使 SU(2) 代 数 有 新 的 进展 . 实际 上 是 
从 一 个 简单 的 例子 做 起 ,说 明 如 果 选 X" X^ CB o* ,ao 0-5 K 作为 基底 , 则 原 有 的 SU(2) 对 
易 关 系 就 成 为 “gq 变形 ”的 形式 ( 式 (12. 12.12). RPX], 即 意味 着 2X. 的 q 变形 .对 X^, 
下 用 了 SU(2) 的 2X2 和 矩阵 表示 ,变形 与 不 变形 没有 差别 ,但 对 SU(2) 的 一 般 表示 ， 
式 (12.12.12) 与 SU(2) 有 本 质 的 差别 . 它 仅 当 9 一 1 时 才 回 到 SU(2) 代 数 , 这 是 因为 

2X, —g**^ 


[xt x j= q E -— sinh 2yX, 
q—4q sinh y 


, 
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而 当 y--0, Bl q—1 时 有 通常 的 
[XX ] —2X. 
以 上 的 例子 是 平凡 的 ,但 得 到 的 关系 ( 式 (12.12. 12)) 却 是 普遍 的 , 它 揭示 了 “g 变形 ”的 实 
质问 题 . 
对 式 (12. 12. 12) ,第 二 式 可 以 写成 二 次 量子 化 形式 .由 于 ([W, 邮 = WA 
[WiX+ ww X^ wl= (X) aX nlp Ji). 
= OUO OUO, Gd 5 1p. + gil ys dx bp? 
= LX X^ Jay, 
-y EK y 
qq 
= w'[2X. Jw. ! (12. 12. 13) 
[B xt3& (12. 12. 12) 中 第 一 式 这 样 做 却 有 困难 ,因为 一 般 而 言 ， 
y'Ky = ye": y A ev, 
x Hg T RAMS ARR. 对 任意 算 符 A 与 B 应 有 
ACAB) = ACA)ACB). 
但 祭 乘 法 的 本 身 是 什么 才能 使 式 (12.12. 122 BAW? ER CM. Jimbo) tA HEL ， 
ACK) = K@®K, AC(K')=K'®K', (12. 12. 14) 
ACK?) = KG X*--X*GK'. (12. 12. 15) 
将 A 作用 于 式 (12. 12. 12) 的 第 一 式 : 
ACKX*)— ACK) ACX*) = (KO KKO Xt+ X* GO K ) 
= K Q KX*+ KX* 9 I, 
ACX* K)= ACX*) ACK) = (KO X*+ X* GO K')CK OK) 
—K'OX'K-XK(GI 
将 两 者 相 比较 , 由 于 KX* =q* X K BA 
A(KX*) = gt ACX* K). 


同 理 可 证 
ACLX* ,X-]) 一 AGCOA(OCO — AC) ACK) 
= do — AQ». 
q- q 
因此 式 (12. 12. 12) 对 余 乘 法 是 自 洽 的 . 
量子 代数 属于 一 个 更 大 范畴 的 Hopf 代数 ,关于 它 更 广泛 的 性 质 可 以 参阅 文献 L121. 


12.13 ”相干 态 平移 算 符 与 量子 代数 


考虑 电子 在 ry 平面 运动 ,在 z 方 向 有 均匀 恒定 磁场 B。,Hamilton BEA GE c1, H 
子 电荷 为 一 e) 
ENS T—— a 
H = jp PHA = zR , (12. 13. 1) 


其 中 
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p = (— i3», — 183,), A = (A,;A,); 


QA A, Hs 
引入 
m= qim) (12. 13. 2) 
有 对 易 关 系 
[x ,rx | = eB,. (12. 13, 3) 
在 xy 平面 上 的 么 正平 移 算 符 是 
Ula) = e, (12. 13. 4) 


此 处 o 为 一 复数 ,其 实 部 与 虚 部 表征 在 zy 平面 上 平移 的 坐标 .平移 算 符 ( 式 (12.13.4)) 也 与 
相干 态 有 关 ( 参 阅 本 书 第 4 章 4.1 节 ). 如 定义 Bose 子 产生 与 消灭 算 符 : 
BB Bor fe 
有 
[b,b'] — 1, 
将 Ul EHF Bose 子 真空 态 10) 时 ,有 
Ula) | 0) = e" | 0) =/ a), 
得 到 相干 态 1a). i 
考虑 在 zy 平面 上 相继 进行 以 a 和 8 表征 的 两 次 平移 ,一 次 是 QU(a)U(C8)，, 一 次 是 
UC(BU (a). 由 于 有 磁场 的 存在 ,这 两 次 平移 会 有 不 同 效 果 . 要 用 Baker-Campbell-Hausdorff 
公式 的 特例 : 
“= exp(A+B+>(4,B]), 
适用 条 件 为 [4,[A,B]]=[LB,[4A,B]]=0. 先 计算 对 易 子 
ax” a’ x »Px*— B° x ]—— ieB, (Realmp— ImaRef) 
—— ieB, * (Kha 与 及 所 张 平 行 四 边 形 面积 ) 


—— ieb =~ ihn. 


其 中 更 是 通过 面积 的 磁 通 量 , 磁 通 量子 0. — 77. 因此 得 到 Heisenberg Weyl 关系 ， 


U(GOU(G) = PUMU a), (12. 13. 5) 
q= exp(— ian 2), . (12. 13. 6) 
如 磁 通 量 o 与 磁 通 量子 6. 之 比 为 P/Q, 其 中 P,Q 为 互 质 素数 , 则 
g* = 1, 
从 U(a) 和 定义 可 知 
U(—a) = (U(la)) `. (12. 13. 7) 


引入 算 符 
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1 
yg 
1 
=g" 
q K’? = U(—a)U(A), 
gK * = U(—pU(a), 
则 根据 式 (12. 13. 50 & X C12. 13. DA 


[x*,x]- E EK | 


X= (U(— a) FUR 


x = > (Ula) +U(p)), (12.13. 8) 


q—4 (12. 13. 9) 
KX* K! = gX*, 

正 是 量子 代数 对 易 关 系 ( 式 (12. 12. 12). REX ERS U WE Heisenberg-Weyl KA 

( 式 (12. 13. 5) ) , 便 可 通过 式 (12. 13. 805g X. CX* , KO JJ 53 SL(2) 相 关 的 量子 代数 的 生成 


元 . 式 (12.13.5) 也 有 其 他 的 实现 ,例如 磁 平 移 算 符 : 


tla) = er^, (12, 13. 10) 
其 中 
HE-—pduA-dmXB, (12,13, 11) 
则 仍 有 
Kadeh = exp(— 12m 2 rar). (12, 13. 12) 
直接 计算 给 出 
[H.I]-— 0, (12. 13. 13) 
Jk Bp 
[Hitay] — 0. (12, 13. 14) 
同样 , 按 式 (12. 13.8) 以 1 代 若 UU 定义 X: 及 K, 也 得 量子 代数 生成 元 ,并 有 5 
CH,X*] = [H, K] — 0 (12. 13. 15) 


BI Hamilton 量 与 量子 代数 的 生成 元 对 易 , 或 者 说 有 具有 量子 代数 对 称 性 . 上面 式 (12. 13. 8) 与 
zt (12. 13. 9) 等 价 依赖 e 5 p 所 围 的 面积 , 当 该 平面 对 基本 平移 具有 周期 性 时 ,gq 由 元 胞 决 
定 , 这 时 对 应 周期 网 状 结构 ( 式 (12. 13. 9)) 有 明确 的 定义 ， 

有 了 以 上 准备 ,我 们 来 讨论 Hofstadter 模型 的 量子 代数 诠释 "”. 

考虑 在 zy 平面 格 点 上 运动 的 电子 ,有 常数 磁场 下 沿 = 方向 . 电子 可 以 从 一 个 格 点 路 向 
其 近邻 . Hamilton ft 


H = Syexp[i B+ GxXm chen, (12, 13. 16) 

(nym) 
(am) RR n,m WREE B. BEER in BE 1. Som Xm ARE S m 在 坐标 原点 所 夹 三 角 
JE MIB BL, B + Or m) RE SERES f E E ES TAG TAH SOROR A D: 


3 iB. (nxm) = o. (12, 13, 17) 


inem) 


格 点 7) 上 有 一 个 电子 的 状态 上 7 ) 是 
| x) =! | 0) (12. 13. 18) 
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^ 
"e +B . (nXm), (12. 13. 19) 
并 定义 平移 算 符 
T, GDexpGA, re) | DG Bl, (12. 13. 20) 
T, SST CIS S expOA a2 | THR I (12, 13. 21) 


计算 两 次 平移 n,m 次 序 不 同 的 区 别 , 有 
T,T,— JYexpliCA, pin + Aram) | JG 9n | KK 十 可 | 
dik 


= SlexpGA, pin expGA,,, mia? | jj "mnl, 
J 
上 面 用 到 态 矢 的 正 交 归 一 性 
(j +n | k) = On jin 

以 及 

TaT, = >,exp(IA 4 DexpGA, s ua? | DG mn |. 
用 式 (12. 13. 19) ,注意 

iXG+m4+G4+n xX G+m+n) =j XX (n+m)inXm, 

于 是 有 


TI B+ (nXm) +B+jX(n+m) || j)(j+mtn| 
exp| 5 n m |S exp| z 了 n [la m+n 
= exp| 58 . (n Xm) |T... = exp(75 0 T... 
以 及 
T.T, = exp(— gO) Tar 
车 令 n 沿 工 方 向 ,m 沿 y 方向 ,上 二 式 给 出 
TTy = T, T, 
其 中 


2 


qe. (12. 13. 22) 
式 (12.13.16) 因 此 也 可 以 写成 
H=—1 >) 2lexpGA;,42 | DG | 


p7tzrc» J 
S Tode oT TL (12. 13. 23) 
仿照 式 (12. 13. 8) ,定义 (为 与 文献 L[54,55] 一 致 ,注意 式 (12. 13. 8) 不 是 唯一 的 ) 
WT PEA 
qq 
eat, FH (12. 13. 24) 
qq 


TT,-—.gEUSOLT,-—-g'KE, 
则 X* 与 K* Wig BT CBOEX3X02.12.12. B. H 也 能 用 量子 代数 生成 元 素 表 示 出 来 : 
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H = i(q—q')(X —X^). (12, 13. 25) 
以 上 讨论 的 例子 ,其 基本 物理 内 容 已 在 凝聚 态 物 理 中 有 所 了 解 , 现 在 知道 它们 原来 是 量 
子 代数 的 实现 . 这 个 新 理解 引起 以 后 一 系列 研究 工作 5 . 
本 节 内 容 请 参阅 文献 L54,55]. 


12.14 相位 量子 化 的 可 能 性 与 量子 代数 的 循环 表示 


在 量子 力学 中 ,量子 化 的 过 程 是 把 经 典 Poisson 括号 {,} 换 成 六 [,], 此 处 [/] 是 量子 对 


易 子 . 但 这 个 “处 方 在 对 相位 量子 化 时 却 发 生 了 问题 . 在 分 析 力 学 中 , 作 正 则 变换 后 的 可 积 
系统 会 有 作用 变量 J ALS EERE g, ENIA Poisson 括号 {J ,$) = 二 1. 在 进行 量子 化 
JH NOBCPABO ,而 2( 位 相 算 符 ). HEN —a'a 中 ,有 车 令 a 二 efVN va! — Ne WS 
发 现 e ER & TE. 对 易 关 系 [ 识 ,$]=i, 但 车 对 粒子 数 本 征 态 |n) 作 平均 时 却 有 
(n LEN $] |n) =nin|$|n)—nin| $ina) =o. 
量子 相位 问题 有 许多 讨论 及 争论 . 有 代表 性 的 是 Susskind-Glogower 理论 与 Pegg-Barnett 
理论 L731( 以 下 简称 S-G 理论 及 P-B 理论 ). SG 理论 定义 了 不 满足 么 正 关系 的 指数 算 符 ， 
但 保持 了 Bose 子 数目 为 任意 这 一 物理 要 求 ; 而 P-B 理论 则 保证 了 指数 算 符 的 么 正 性 ,但 限 
制 了 Bose 子 填 充 数 有 最 大 值 (实际 上 不 再 是 Bose 子 ). 以 下 要 证 明 ,P-B 理论 与 量子 代数 当 
oz 一 1 时 的 循环 表示 有 关 . 事实 上 ,本 节 就 是 通过 这 个 例子 介绍 量子 代数 的 循环 表示 . 
将 相位 本 征 态 |#,,) 用 粒子 数 态 |n) 展 开 , 并 规定 粒子 数 有 最 高 限 S, 有 


| gn) = Aie | n). (12. 14.1) 
为 了 使 相位 本 征 态 有 正 交 归 一 性 质 , 即 
(gm | Pr? = 8s (12. 14. 2) 
相位 本 征 值 要 满足 
"S zm. (12, 14. 3) 


其 中 po 为 任意 实数 . 下面 演示 从 式 (12. 14. 3) 可 以 得 到 式 (12. 14. 2). 


s 
(ba | dm = (SHI? DS) e 2 (1 | bd 
leko 


$ 5 
= (S+1)" > ete * = (9+1)? seo : 
k=0 


k=O 


其 中 


q= exp(i on ), =i; P=S+1. (12. 14. 4) 


它 显 然 满足 


因此 式 (12. 14. DRZ. 相位 算 符 为 
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S 
p= Aia liais Ni: (12. 14. 5) 


-0 


将 e+ 作用 于 |n) ,有 
^ 5 ^ 
et | n)= (S++ D Die teet | gm) 
m=0 


S 
= (S+1)” Seite | du). 
m=0 
将 上 式 与 式 (12. 14. DIESE ,可 知 
F a =li nzÉzl (12. 14. 6) 
但 如 果 ?一 0, 却 有 
去 Ss 
et | 0)= (S+1)"? 3e | gn) 
mond 
5 
= (S++ 1)-"* bM ii e S. | $a) 
m=0 
= eKStDA | S). (12. 14. 7) 


AR e ARB REESE FRI. 10) AAR O, TEA HH cn AF BAS |S). 总 结 以 
上 结果 如 下 : 


e* | m -—»—1»), n350, 


e'f | 0) — e 5414, | SY}, 


^ (12. 14. 8) 
e* [m =| nti}. NÆS, 
e | S) zt e SG | i 
ee = gu = 1, (12. 14. 9) 


需要 强调 , 式 (12. 14. 9) 不 是 显然 的 , 它 的 成 立 是 以 存在 粒子 数 最 高 值 为 代价 的 . 这 一 点 是 和 存 
在 粒子 数 最 低 值 0 相 联系 的 . 如 果 只 有 最 低 值 而 无 最 高 值 , 则 若 et 10) —0,e 4 er 作用 于 |0) 显 


然 不 等 于 ese-#10). 有 了 最 低 值 , 设 定 最 高 值 , 式 (12. 14. 8),(12. 14.9) 便 是 自治 的 操作 , 若 将 
n 的 值 在 展开 (12. 14. 1) 式 中 取 为 一 oo 至 十 oo, 就 不 会 发 生 困难 ,但 要 解释 负 n 值 的 意义 ,例如 


有 的 工作 将 负 nn 信和 解释 为 带 负 电 的 粒子 ,作成 等 效 理论 . 算 符 e* 及 e-* 的 作用 示 于 图 12. 6. 


i "E 


—ÁÀÁ— a Seiji gle 
12.6 算 符 e-? 及 et 作用 于 粒子 态 


以 上 介绍 的 基本 上 是 P-B 理论 的 内 容 . 下面 用 另 一 种 语言 描述 ,说 明 P-B 理论 与 量子 
代数 循环 表示 的 关系 ,定义 算 符 
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q" | n) = q'*|m, (12. 14. 10) 
7 为 任意 复数 , 式 中 9 Eq :一 1. 根 据 式 (12.14. 100 DL X C12. 14. 8) ,有 
| 
q''in—l, 天 天 03 
gre 9 Dh g |S), n0, 
q'"q'I|n—1», nO. 


eg" | n>) = q'"e* | n = | 


qe? [n)— | 
二 者 相 比 给 出 
etg“ = g'e’. (12. 14. 11) 
类 似 地 还 可 证 明 
qe? € ge *q^. (12.14.12) 
以 上 二 式 导 致 Fe? =e 7 —1, 55512. 14.9) 同 . 定义 算 符 
a! = [&] ^ e* 1 


a= et [NI : (12. 14. 13) 


其 中 
[Ñ] = ai. (12. 14. 14) 
JA x2. 14.134 
e*—a[N]7, | e*—[N]"^at. (12. 14. 15) 
ARAZ. 14.13) 及 式 (12. 14. 15) fH 
ata 一 [N]， aat=[N+1], (12. 14. 16) 


其 中 aad 的 计算 需要 g Ne * s =g le g" ; 它 由 式 (12.14. 11) 以 及 e* —(e7*)-148 3]. 直接 
计算 a,a' 的 对 易 关系 ,得 


E = dés EN ^ 
aa' —qa'a = [N - 1] — aL N] nu i m 


即 


ad! — tam E", 
a (12. 14. 17) 
aa' — q'ata = q". 
从 式 (12. 14.15) & 3€ C12. 14. 8018 
alm-— (Cnt $^ | n—1»?,n5350, 


a | 0) Ea [3] * mov | Sy. 


a! | m 一 (La 十 7 十 1D'2|224-D,nzsS, (12. 14. 18) 
a? | S) = (5D e?» | 05, à 
da 


[N] 的 本 征 值 是 
CÑ] | a) = | m = n] | n). (12. 14. 19) 
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a Ka! 在 粒子 态 上 的 作用 示 于 图 12. 7. 


a’ 


| at at a’ at | 
一 一 ee 一 一 -= 一 - -一 2 一 一 如 


ON —1i15 


p^ E RES M MN 
a a a a 


a 


图 12.7 BWA aat 作用 于 粒子 态 


由 于 g —1,P-B 理论 实际 定义 了 q 变形 Bose 算 符 ,它们 由 态 1z)? 提 供 了 循环 表示 , 态 的 数 
BA S 十 1. 

q 变形 的 Bose 表示 ( 式 (12. 14. 17)) 是 量子 代数 的 一 种 实现 . MAR 08 DE DCUM 
Biedenharn[s 和 Macfarlanel*? $ à vy YE HH WEHA. 设 有 两 种 9 变形 的 Bose 子 ,它们 的 算 符 彼 
此 对 易 , 又 各 自 遵守 对 易 关 系 ( 式 (12. 14. 17)): 


aja} — qala; m g" , 
| (12. 14. 20) 


^ 


aa} —q aja, = q^: 
此 处 以 i=1,2 区 别 这 两 种 Bose F. 用 a:a! 可 以 组 成 g 变形 的 SL(2) 算 符 : 
X*— ala; X^ = ala.» J; = +Ñ, - Rp. K =q; (12. 14. 21) 
Fat 3€ 2& GR (012.14. 170 TAE X^ ,XX 的 对 易 关 系 : 
[Xt a j= alaz:aha, — alaala: 


^ 


= ajai(gaja; + gq 1) — ata: (qaia +q™) 


= [NJg™: — [NJg™ 


CP a S MN NS 
q-—q' q—4' 
2 — —2 
=K E (12. 14. 22) 
q—4 


SE Bt HUC U,CSLODO IE AXR. 因此 ,P-B 理论 涉及 的 是 一 类 9 变形 Bose 子 的 循 
环 表 示 . 量子 代数 的 引 人 是 与 XXZ 模型 相 联系 的 ,在 那里 q 变形 是 由 S;S# :相互 作用 所 引 
起 .在 12.13,12.14 节 的 例 中 ,g 是 由 外 磁场 引起 的 . 从 以 上 的 例子 看 出 ,用 Bose 表示 处 理 
量子 代数 更 直观 和 有 效 . 一 个 有 趣 的 问题 是 : MRE P-B 理论 中 令 S-~co ,结果 是 否 会 条 
G 理论 一 样 呢 ? 对 这 个 问题 芯 川 和 男 B9 的 答案 是 : 即使 在 P-B 理论 中 令 S 一 22, 它 的 拓扑 
性 质 也 和 S-G 理论 不 同 , 即 它们 是 本 质 上 不 同 的 理论 . 在 量子 场 论 中 一 种 正规 化 的 方法 是 
先 固定 一 个 量 人 ,最 后 再 令 它 趋 于 无 穷 , 即 Aco. 循环 表示 的 物理 本 性 在 SOR LAA 
设 上 限 的 理论 不 同 . 对 正规 化 理论 应 如 何 认识 呢 ? 

本 节 讨 论 的 位 相 量 子 化 方案 只 是 众多 理论 中 的 一 个 . 关于 这 个 问题 还 存在 许多 不 同 的 
观点 ,有 些 甚 至 是 对 立 的 . 从 量子 力学 角度 ,我们 关心 的 是 位 相差 ,而 不 是 位 相 的 绝对 值 , 因 
此 事实 上 只 要 量子 化 位 相差 就 可 以 了 . 还 有 一 种 观点 认为 位 相 根本 不 需要 用 本 节 的 方式 量 
子 化 ,澄清 有 关 争 论 还 需要 更 深入 的 研究 . 有 关 量 子 代 数 的 文献 可 参阅 文献 L64,65], 有 关 的 
物理 含义 可 参阅 文献 [66]. 
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( 先 按 字 母 A 一 Z 排列 ,然后 按 书 中 出 现 的 先后 次 序 排列 ) 


A 
Aharonoy-Bohm 效应 81,84-88,191,322,359 
Aharonov-Casher 效应 88,89 
Aharonov-Anandan #4 99,100 
Adler-Bell-Jackiw 反常 

B 
并 协 原 理 1,5,6,8,11,12 
Bell 定理 1,2, 14, 31, 35, 36, 40, 44, 45, 47, 

49,68 

Bell 不 等 式 2,.18,21,32,36-42,56,57 
标准 量子 极限 58-60 
不 可 积 相 因 子 。 81,82,84,91,93,97 
Berry £f 81,93,96,99-105 
Bogoliubov 变换 247,249,384,387,388 


Bethe's Ansatz 251 
Bose-Einstein 凝聚 187, 188, 190, 342, 344, 
354.355, 366, 367, 374, 376, 381, 392, 397, 400, 
402,424 
Bose-Einstein 温度 
C 
缠绕 态 


366,368,371 


8,12,14,18-23,28,30,34,40 
磁 遂 量子 化 84,85,88,196,317,322,376 
Ay A 161, 164, 166, 167, 169, 171, 173- 
175,178,179,184,201,214,215,224-226,231 
Callan-Coleman 方法 177,204,213,223 
重 正 化 群 217,256,329 
磁 的 量子 隧 穿 220 
磁 振 子 231,245,246 
纯 规 范 262 
Casimir 效应 。 268,278,296,307,310 
Casimir Polder 相互 作用 303 
D 
定 域 实在 性 理论 
对 称 自 发 破 缺 
264,376,377 
单 周 期 解 480 
E 
Einstein-Podolosky-Rosen f£ 3€ 2,33 


2,42,49,51,78 
189, 242, 249-251, 256, 258, 


Ehrenfest 定理 108 


F 

反作用 回避 实验 58,60 

非 完 整 性 90,93,98 

非 线 性 o 模型 242,249,255 

3E Abel 规范 场 92,93,98,158,178,242, 260, 
261,263 

反常 对 称 性 


分 数量 子 Hall 效应 317, 318, 328, 332, 333, 
335,349,351,354,355,360 


4E Xt fa fe $ I 192, 355, 356, 366, 374-376, 
379,380 
辅助 空间 456, 459, 461-464, 467-470, 472, 
474,490 
G 
Ginzburg-Landau 超 导 唯 象 理论 
Goldstone 定理 249,250 
广义 极 化 率 — 268,292-294,296,299,301,302 
Ginzburg-Pitaevski-Gross 方程 
H 
回 弹 解 174, 175, 177, 178, 184, 201, 214, 
225,227 


宏观 波 函 数 430 
Heisenberg 模型 242 
Holtein-Primakoff 变换 


Haldane 猜想 226,239,242,251,260 
环绕 数 259,260,262,263,266,410 
Heisenberg-Weyl 关系 496,497 
J 
几何 相 81,84,93,96,99-102 
Josephson 效应 191,193 
交换 积分 243 
Jaynes-Cummings 模型 272 
局 域 转移 矩阵 —— 462.463,466,467,473 
K 
Kramers 定理 226 
空间 紧 致 化 


Kramers-Krónig 色散 关系 290 


506 $4 is] 9 5 


L 

量子 涂 消 器 12-14,25,28 

量子 非 破坏 性 实验 58 

连 络 81,90-92,97,98 

路 径 积分 。 158,160-162,164-166,168,169,171, 
172,174, 175, 177, 178, 182, 183, 187, 196, 204, 
207,212, 221-223, 226, 229, 230, 236, 256, 260, 
263-266 , 352-356 

零 模 解 。 168.175,183,214 
Landau 相 变 理论 

Landau-Lifshitz 方程 

量子 干涉 现象 101 

Lieb-Schultz-Mattis 定理 242,251,256,258 
零点 能 。 113,200,217,268,271,278, 296, 298, 
305-307,310,343,405 


Landau 能 级 81, 319, 321-329, 333, 335, 337, 
338,343,359,360,362 
Laughlin W M 3X 317, 332, 337-340, 344, 349- 
351,356,357 
量子 可 积 系统 465,466,490 
量子 行列 式 470,479,480 
量子 代数 434, 480, 490, 493-495, 497, 499, 
500,502,504 
M 
密度 矩阵 17,68,69,71,134-137,139-142,169- 
172,212-214,374-376,412,413 
Meissner 效应 187,190,354,355,376 
N 
哪 一 条 路 径 6,8,10-13,28-30,42,154 
mg e 166,184,224,226,230,263 
Néel Æ 246,252 
jt Stern-Gerlach 实验 283 
P 
平行 输 运 831,90-93,102,332 
Pontryagin 指数 
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